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Objectifs

Le chapitre "la transformée en z : propriétés et applications" vise a:

Connaitre et maitriser l'outil mathématique " transformée en z.

Etudier les propriétés de la transformée en z.

Analyser les systemes échantillonnés par la transformée en z

Connaitre et maitriser ['outil mathématique " transformée en z inverse
Reconstruire le signal échantillonné en utilisant la transformée en z inverse

Appliquer la transformée en z et z inverse sur des exemples de signaux usuels



Chapitre 2 : La transforméeen Z:
propriétés et applications |

D'un point de vue mathématique, la transformation de Laplace est un moyen de traiter les signaux et les
systemes décrits en temps continus ; tandis que la transformation en ‘z' est le moyen de traiter les
signaux et les systemes décrits en temps discret.

1. Transformée en z

q Définition

Soit s(z) un signal continu quelconque que l'on échantillonne a une fréquence f', , en respectant,
bien évidemment, le théoréme de Shannon.On a:

S(E)={s0, 81, S9s s 54}
ou encore:
s(k)={sy, 8,,85,..., 5.}

Cette suite n'est rien d'autre que la somme d'impulsions unités décalées dans le temps et multipliées,
chacune, par le coefficient

5 (1)=5,0%(1)+5,0" (1 =T ) 45,87 (12T )+...

soit :
d'ou:

Toute la modélisation des signaux que nous avons utilisée, des les premieres pages de cet ouvrage,
faisait appel a la transformation de Laplace. Nous pouvons toujours calculer la transformée de Laplace
de (1)

S*(P):Z SkA]t
k=0

Dans cette expression Az(P) représente la transformée de Laplace d'une impulsion unité a l'instant

kT, ,représentée sur la figure 1.13.
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Figure 2.1 : Impulsion unité a l'instant k

Par définition:

* _w * —pt
Akun_{akum dt

En appliquant le théoreme du retard et A>Ok en nommant la transformée de Laplace de l'impulsion

unitéen0,on a

d'ou:

S'(p)=2 s e
k=0

Q Remarque

Dans le cas des signaux causaux+ que nous étudions (signal nul pour t négatif), nous nous
contenterons de cette expression. Pour le cas des signaux non causaux la sommation est de moins
Uinfini a plus Uinfini.

En posant z=¢”?’-on définit la transformée en z du signal s(¢) par
S(z)=).s,27"
k=0

La transformation en z peut étre notée : s(¢)>Z (s)

La transformée en z d'un signal n'existe, bien évidemment, que si la somme qui la définit converge. On
peut montrer que ce domaine de convergence est de la forme |z|>r(re®R) . Dorénavant, nous ne nous
intéresserons qu'a des signaux pour lesquels on peut effectivement définir une transformée en z.

1.1. Propriétés de la transformée en z
a) Linéarité

Soit s,(¢)et s,(¢) deux signaux quelconques possédant chacun une transforméeenz, S,(z)etS,(z) . La
transformée en z d'une combinaison linéaire As,(7)+us,(f) de ces deux fonctions est égale a
AS, (z)+usS (1) .

b) Théoreme du retard

s(t—ay)

Soit  s(¢)un signal quelconque possédant une transformée en z, S(z) et soit x(¢)=
=s(t—ay)est

correspondant au méme signal retardé d'un tempsa7’,. La transformée en z de x(¢)
égalea:

X(z)=z""S(z)
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c) Théoreme de l'avance

Lorsqu'on utilise la transformée en Z mono-latérale (voir ci-dessus), on obtient:

m—1

z(s(t+m Te)):zm[S(z)—z S’(kTe)Z_k]

d) Théoreme de la valeur finale

Soit s(¢) un signal quelconque possédant une transformée en z, Soit §(z) la suite échantillonnée
correspondant au signal s(z). Le théoreme de la valeur finale permet de connaitre la valeur vers
laquelle tend la suite s(47",) lorsque.

lim s, =lim [(1—z7")S(z)]

k=>+0 z=>1
e) Théoreme de la valeur initiale

Soit s(kT',) unsignal causalet S(z) satransformée en Z alors:

-1

z(s(z+mTe))=z'"[s<z)—jZ S(kT,)z]

=0
f) Multiplication par le temps
Soit s(z) un signal quelconque possédant une transformée enz, S(z) . Soit x(¢)=ts(¢), alors
ds(z)

X(z)=—z1, =2
(2)=-27. %,

g) Changement d'échelle

Soit s(¢)un signal quelconque possédant une transformée en z, §(z). Soit s(kT,) la suite
échantillonnée correspondant au signal s(¢). Soit x,=a*=s,.avec.a#0 la suite d'échantillons . Ce
signal posseéde une transformée en z telle que :

h) Convolution

Le produit de convolution de deux signaux discrets g(k)et f (k) est défini comme suit:
Z[f(k)xg(k)]=F(z)G(z)



1.2. Table de transformée en ‘z' de signaux élémentaires

la table de transformée en ‘z' de quelques signaux élémentaires

Le tableau suivant montre les transformées en ‘2z’ de certains signaux élémentaires :

N° f(t) F(z) f(kT)
1. a(t) 1 8(kT)
1
2. u(t) 1—z"1 u(kT)
Tz™?
3. tu(t) (1—z1)2 kTu(kT)
1 1
o am -
4 thu(t) - g (T—prar) (kT u(kT)
1

5. ety (t) ] — g-aTg-1 e~ Ty (kT)

d" 1
6. the %y () (-1) dan (1 — e—ﬂ?’z—l) (kT)"e™ ¥ Ty (kT)

sin(wT) z™?

7. sin(wt) u(t) 1— 2cos(wT)z"'+ 272 sin(wkT) w(kT)

1—cos(wT)z™?
8. cos(wt) u(t) 1—2cos(wl)z '+ 272 cos{wkT)u(kT)

e~ gin(wT)z™}
9. | e sin(wt)u(t) | T2 e~ cos(wT) z- L + e—2aT 72 e *Tsin(wkT) u(kT)

1—e " Teos(wT)z™?

10. | e™cos(wt) u(t) | T — 2 e~ cos(wT) z- 1 + e~ 20T 72 e~ cos(wkT) u(kT)

1.3. Méthodes de calcul de la transformée en ‘Zz'
Afin de calculer la transformée en ‘z' d'un signal, deux méthodes de calcul peuvent étre utilisées.

a) Premiere méthode : Passage de f(t) a F(z)

En fait, la transformée en ‘z’ d’un signal f(t) comrespond a la transformée de Laplace du signal
échantillonné f*(t) :
F(z) = Z[f(O)] = LIf* O]l ,orp = F* ()| ,oprp = Liio f(KT) 275

Ce passage peut étre défini suivant le diagramme suivant :

=

i ! ! L z=e™® |
F® T O > Fp) o F@) |

Diagramme montrant le passage de f(t) a F(z)

Exemple

En appliquant le passage de f(t)a F(z), la transformée en ‘z’ de I’échelon unité est obtenue

comme suit :
U(z) = Z[u(t)] = U'(p)|,etp = Xpqu(kT) z7*

=Yrol.z k=32 27k

= 1_;1 = szl,a\-'ec lz7' < 1

Ici, la série ¥3_, z~* forme une série géométrique convergente de raison g = z~1.

alors :

U(z) = Xp_oz ™" = =—

1-z71 z-1



b) Deuxieme méthode (Méthode des résidus) : Passage de F(p) a F(z)

Lorsqu’on sait la transformée de Laplace d’un signal continu f(t), on peut calculer la

transformée *z’ du signal f(¢t) en utilisant la méthode des résidus :

Fz)=Yp,1n =2, [résidus de %} _
p=p;
ol :
p; sont les poles de la fonction F(p).
r; sont les résidus associés aux poles p;.
[ci, deux cas peuvent étre considéreés :
- Cas I : Cas de poles simples
Lorsque la fonction F(p) = % a des poles simples, le résidu correspondant a 'un de ces poles
simples a pour expression :
r; = résidus de —1_;2}2_1 " 3:{{2?}-—1_;;2_1

dD(p)
avec D’(pi) =
dp p=pi

Exemple

Soit F(p) = i. Calculons par la méthode des résidus la fonction F(z):

N N =1
Posons F(p) = % = i, par identification on trouve : {D ES —p
Pour avoir les péles de F (p), on résout I’équation D(p) = 0 = p, = 0. p, : est le pdle simple de
F(p).
Calculons D'(p,) = az;p) =1, et comme N(py) =1, alors le résidu r; associé au pole
p=0
simple p; = 0,V T:
_ N(O) 1 _ 1z
17 plo) 1-eT92z71 ~ 1=zt T z-1
. 1 z
Par conséquent : Flz)=Xp,ri=n= ==

- Cas 2 : Cas de poles multiples

Dans le cas ol F(p) posséde des pdles multiples, le résidu correspondant & I'un de ces pdles

multiples a pour expression :

==L [ - pI"F (p). ]
L7 (n=1)'dp™?t P=pu PP p=p;

pour un pole multiple p; d’ordre n (n : est la multiplicité de pole p;).
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Exemple
Calculons par la méthode des résidus la transformée en ‘z° de la fonction F(p) = ﬁ:
4
N(p)=1
D(p)=p*(p+ 1)

Nip) ) . )
Posons F(p) = P) = —, par identification on trouve : {

b(p) p?(p+1)

Pour avoir les pdles de F(p), on résout I"équation :

py = —1, pble simple

] j—
blpy=pilp+1)=0= {pz = 0,pble double (n = 2)

D’abord, calculons le résidu ry associé au pole simple p; = —1:
- 1 1 | 1 1
L)) 'l—erpz"-|p=_.l T zplp+1)+p? 1-eTPz 1 p=—1
nE=—m = ¥ T >0
17 e Tt T g T

Puis, calculons le résidu 5 associé au pdle double p; = 0:

=g P e |
27 4p p “pipe1) 1-zteTel, g

_ [—l:'l—erpz"-:lﬂu-l}rerpz"-] ‘
(p+1P(1-eTPz=12

n=0
—(1-z~ )47z z Tz
PO o ) L SRS SUPRNS L SUVE PN
(1-2z-1)2 z-1 (z-1)2

don
1
Z L—E(p-u] =1+

Z[ . ]=—i+ 2+ 2 _vT>0

pipe1) z=1  (z=1)%  z=e 7"

Remargue : Avant de déterminer une transformée en “z° il est préférable de décomposer la fonction
F(p) en éléments simples (méthode de décomposition par fractions rationnelles) :

1 i -] c
Fip) == =—c4—=+—
@ plip#l) p p?  p+l

Les coefficients a, b et ¢ sont calculés comme suit ;

d 1

— 2.z _ 41 __
a ~ dn [p F{P)]‘pﬂ) dn lpe1 ‘p=o 1
— [p2 _ [ _
b= [p2F @)lpmo = |71 L=D 1
e =+ DF@ e =5 =1
p=-1
d'ol
= 1,1,
Flp) = Fp+l) P + g + p+1
donc :
F(2) = 2IF(p)) =2 [ = 2[-2+ 5+ ]
pi(p+1) popt | pel

1 1 1
= -z +2 [+ 2 [
En utilisant le tableau de la transformeée en “2°, on trouve :

E Tz E
F(Z}——:‘I‘m'l‘?,‘f'rbﬂ



1.4. Exemples de calcul de la transformée en Z

a) Impulsion unité
L'impulsion unité étant définie par :
= 1pourk=10
b, =0pourk £ 0

Ona:

4o
ARy =) it =7"=1
k=0

b) Echelon unité
L'échelon unité étant défini par:
u, = lpourk = ()

Ona:

U(z) = Z‘ Z() :=1_]-'—=f1

c) Rampe unité
La rampe unité en temps continu est définie par:
v(t) =t pourt = ()

En utilisant la propriété étudiée précédemment (multiplication par le temps), on obtient :

dif d 7
L) —Jg—( )

dz dz

soit :

d'ou:

10



d) Exponentielle décroissante
Soitle signal g(7)e ™ ; pour.t=0 - La transformée en z de ce signal a pour expression :

L

O +oC 4oc k
g(z} — Z E-HE:T‘ E-ﬁ.‘ — Z IiEaT‘;I - E-ﬁ.‘ — Z (EH]T )
k=0

%
k=0 k=0 “

EHT‘ z -

1 z
EEE'}: ] :eﬂTE_]:E_e-aT‘

2. Transformée en z inverse

Le passage de la transformée en z de S§(z)a la fonction continue s(¢) n'est pas unique. En effet,
S(z) est la transformée de la fonction continue s*(¢) obtenue par échantillonnage et bloquage
d'ordre zéro de la fonction continue s(z). En fait, la perte d'information entre deux instants
d'échantillonnage empéche la reconstitution de la fonction s(7) . On notera la transformation inverse
enz:

S()=s(kT,)=27"(8(2))

2.1. Méthodes de calcul de la transformée inverse en z

Plusieurs méthodes permettent d'obtenir ['ensemble d'échantillons s(k7’,) , la méthode des résidus,
la division polynomiale, la décomposition en éléments simples ou la méthode de l'équation aux
différences.

a) Méthode des résidus

L'ensemble d'échantillons s(k7',) est obtenu par l'expression suivante :
s(kT,)=) [résidusde z* " S(z)]
Pi
N(z)
D(z)’

Z=Pi

ou p, sont les pdles de la fonction S(z)=

On définit le résidu », aun poled'ordre n en z=p, par:

=ty s()]
Fm T g P

2 Exemple

Calculons la transformée inverse en z de la fonction

Tz
F(z) = [’z—l“]z’v T>0
pourk=0:
_ r s -1 Tz
f(o) = [resadus de z ‘(z—1j2] .
_a _1\2,-1 _ Iz _4a _
- dz[(z 1)*z 'Ez—l)z] sop 0z [T]lz=1 =0

11
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pour k>0:

f(kT) = [résidus de zF-1. L= ]

“(z-1)2

z=1

—_ 4], _ 1)2,k-1 TZ]
_dz[(z 1?z “(z-1)2

= S [T2"|,0y = kT2 Y,y = kT

z=1
d'ou
0,pourk =0 .
= = M = = >
f. = FOKT) {kT:FOUFk:,O,oulncn.fk FOKT) = kT, ¥k > 0,¥ T > 0
b) Division polynomiale
La fonction §(z) se présente fréquemment comme une fraction rationnelleen z ouen ,':

N(z)_N()
D(z) p(z7)

Il s'agit de diviser le numérateur par le dénominateur pour obtenir une sérieen 77! .

S(z)=

? Exemple
Etant donné la fonction en z suivante:
2z-3
F(z) = ————.
( ) 3z%42z-1
Calculons les premiers échantillons par division polynomiale :
2z —3 3z2+2z—1
4 2
—27—=4—z"1 2 1 13 7 32 _3
04— S —
3 3 +3z g2: +272 +
13 2
i RS |
3 37
13 26 1 13 -
+ 3 + 5 z - 9 z
32 13
i, B
+ 9 z 9 z
Les premiers échantillons sont donc:
f 0 f 2 f 13 32
R T IR Y

12




c) Méthode de la décomposition en éléments simples

Le principe de cette méthode est décrit comme suit :

e Former la fonction M ;

s(z)

z

e Décomposer la fonction en éléments simples;;

e Tirer I'expressionde S(z) enfonctionde ;7! ;

o Déterminer les échantillons s(kT’,) en utilisant la table de la transformée en 7 .

? Exemple
Soit la fonction en z suivante:
1
F(z) =
( ) z?-3z+42
Calculons les échantillons f (kT',) . Tout d'abord, formons M:
z
F(z) _ 1
z z(z2-3z+42)
Décomposons # en éléments simples:
F(z) 1 1 a b c
=— - ==-+—+
z z(z<=3z+42) z(z=1)(z-=2) z z—=1 z=2
Les coefficients a, b et ¢ sont calculés comme suit :
F(z) 1 1
= Z =Z—— = — = _
z lz—p z(z-1)(z-2)1,_, (z-D(z-2)l,_, 2
F(z) 1
b=(z—-1)—= =(z-1)———— = =—1
7=1
F(z) 1 1 1
c=(z-2) =(z-2) = ==
z lyz= 2
d'ou
F(z) 1 1 1 + 1 1
z 2z z— 2 Zz
Tirons l'expression de F'(z):
1 zZ 1 Z
F Z = - - - + _._
( ) 2 z-1 2 z—
Exprimons F(z) en fonctionde 7!
1 1 1 1
F(z) =-- +-.
(2) 2 —z=1 2 1-2z7%

13
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Introduisons 'opérateur 27! :

fk=f(kT)=Z_1[F(z)]=Z‘1E]_z—1[ 1 ]+%.Z‘1[

1-z—1

=z 1]-27 | =5| + 1.2 =]

1-z-1 1-(2z~2)

Calculons les échantillons f (kT ,) en utilisant la table de la transformée en z :
1 1
fe =280k) +22%u(k) —u(k), Vi =0

d) Méthode de l'équation aux différences

prenons 'exemple suivante pour bien comprendre cette méthode.

Soit I'équation aux différences (équation de récurrence) suivante :
s(kT) = 0.55((k — 1)T) + e(kT)
En appliquant ['opérateur z, il vient:
Z[s(kT)] = 2[0.55((k — 1T)]| + Z[e(kT)]

En se basant sur les propriétés de la transformée en z ,on aura:

S(z) =05z7'S(z) + E(2)

Formons la fonction F(z)= g(é)) :
1 __zZ _yw k ,—k
F(z) = 1-05z1 ~ z-05 2i=0(0.5)" 2

d'ou

fi = (0.5 u(k), vk =0

14

=
1-2z~2

? Exemple




Glossaire

signaux causaux

En traitement numérique du signal, un signal causal est défini par s(t)=0 pour t<0

15
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