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M1GC théorie du potentiel interne, théoréme de Gastigliano

Chapitre 2 Relation différentielle, calcul de la fleche et la rotation, théorie du
potentiel interne, théoreme de Gastigliano

I1.1 Relation différentielle de la deformée [réf : Gmiir p90]

Apres déformation, la ligne moyenne d’une poutre soumise a la flexion est appelée la déformée de
la poutre ; elle constitue une courbe plane dans le cas de flexion simple. La fléche en un point de la
poutre est la valeur particuliére de la déformée de ce point.

Considérons le centre de gravité G(x,0) d’une poutre droite soumise a la flexion simple (Fig.II-1).

La déformation entraine un déplacement transversal y ; ainsi qu’un déplacement longitudinal du
second ordre que 1’on néglige.

Sous I’effet du moment de flexion ; Q L -
le point G(x,0) se déplace au point G’(x,y)

ou la courbure a la valeur (relation de la courbure):

1_ M
r  EI

F}g II! Déformée d'une poutre fléchie (C centre de courbure).

Nb : cette approximation n’est pas applicable dans
le cas des lames minces et longues ; ainsi que dans des poutres courbes.

En fonction de la dérivée premiere y’ et de la dérivée seconde, la courbure est donnée par la
relation :
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Ou 6 et s désignent respectivement la rotation de la section et 1’abscisse curviligne le long de la
déformée.

Sous I’hypothése de petites déformations, la dérivée y* est trés faible de sorte que le terme y’? peut
étre négligé vis-a-vis de I'unité. Il s’ensuit que 1’expression précédente se ramene a 1’égalité :

1_+ "
r__y

D’apres la convention de signe adoptée (repere gauche), I’équation différentielle du second ordre de

la déformée y due au moment de flexion s’€écrit :

II__ﬂ _
=-= (1I-1)
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I1.2 Calcul des Fleches et Rotations [réf : Samikian, p243]

Il est important de pouvoir déterminer la valeur de la fléche en un point quelconque le long de la
fibre moyenne d’une poutre. Pour la bonne tenue en service des structures, les normes de
construction limitent les valeurs des fléches permises.

A I’aide de I’équation de la déformée (€q. II.1) et selon la figure I1.2 la fleche de la fibre moyenne
déformée est donnée comme suit :

dzy M y

i e Ny
ou : e JM _____ e
M : moment fléchissant le long de la poutre X i y=fx ,
E : module d’¢élasticité du matériau L |
I : moment d’inertie de la section par rapport a I’axe neutre.
EI : rigidité a la flexion de la poutre. Fig 11.2

En intégrant une premiere fois 1’équation (I1.2), on obtient la pente ou la Rotation de la déformée a
I’abscisse X qui est égale a :

% =tg(0) =0 (radians) (IL.3)

car O est petit.

Donc, on peut écrire :
a6 _ d’y M

=M (IL4)

dx  dx? EI

M
do =+ dx (IL5)

En intégrant 1’éq.11.2 deux fois, on obtient la fleche y de la déformée a 1’abscisse x.

a) Convention de signe: on suppose l’origine des axes de coordonnées a 1’appui ou a
I’extrémité gauche. L’axe y est dirigé vers le haut et I’axe x vers la droite. Ainsi, la fleche
qui est dirigée vers le bas est négative. La rotation 0 de la déformée est considérée comme
étant négative lorsqu’elle est dans le sens de la rotation des aiguilles d’une montre. Elle est
considérée comme étant positive dans le cas contraire.

b) Exemple :
On considere une poutre droite qui repose sur deux appuis simples et qui soumise a une
charge q uniformément répartie (voir fig. I1.3).
Déterminer les équations de la déformée et de la pente, puis calculer la rotation 04 de la
déformée a I’appui A et la valeur de la fléche f a mi-portée de la poutre (EI=constant).
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Solution : r‘
| q
qlL ql T
Ry =% Ry = o
i - 9‘_—-- _A___..--" _—""7}’}??
2 - gL tR = 9L
M) = $x - a5 1 N 7o
L |
- i
D’apres 1’¢éq. (I1.2)
p d?y x? Fig. II.3
—=—X—q—
dx? 1 2
En intégrant une premiere fois :
dy qL q
El.—=El=—x*>—=x3+C
dx 2 ¥ TN Tl
Et en deuxiéme fois :
_ak 549 ,
EI.y—lzx 24x + Cix + G,

On détermine les constants d’intégration par les conditions aux limites aux appuis.

" Pourx=0=>y=0=>Cy=0

* Pourx=L=>y=0=>(; =

—qL3
24

En substituant les valeurs de C; et de C, dans les équations de la fléche et de 1a rotation, on trouve :

_ 49k . 9 ., qF
YO = * " 2am1* " 2aml”
g(x)zq_sz_ix3_ qL®

4E1" T 6EIT T 24El

0 :0 =

a(x ) 24
(v=3) =7 (v=3) = 3omm
F\*=3)=y\*=32) = 38aE1
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11.3 Théorie du potentiel interne (Méthode de Travail-Energie)

11.3.1 Introduction :

Cette méthode de calcul est basée sur le principe de conservation de 1’énergie. Lorsqu’une structure
est chargée, elle se déforme. Pendant le chargement, les points ou les forces sont appliquées se
déplacent, et les sections ou agissent les moments subissent des rotions. Le systéme de forces et de

moments extérieurs appliqués produit un travail externe Wg.

Ce travail est emmagasiné par la structure sous forme d’énergie potentielle, celle-ci est le potentiel

ou travail interne Wi.

11.3.2 Travail externe [réf : Samikian p291]:

On considére une barre de section constante fixée a une extrémité et libre a I’autre. On applique a
I’extrémité libre de la barre une force axiale croissante graduellement de 0 a P (fig. 11.4).

Sous I’action de cette force, la barre subit une déformation élastique linéaire variant de 0 a A suivant

la direction de la force P.

Le travail externe Wg produit par la force P peut étre exprimé
comme étant égal a I’aire sous la courbe de la fig. 11.4,

on a donc :
W, —IPA
E_Z .

De méme fagon, si on applique en un point quelconque un moment
fléchissant :

Force

Déformations

1 :
Wy = EM_ ) Fig. 114
avec M : moment fléchissant et 0 la rotation produite.
|
En outre, la force P étant atteinte, si on applique sur la barre \ m £.M
une force additionnelle P’ qui provoque une déformation i 1 H |
additionnelle A’ suivant la direction de P, on a donc : (11} . o
0o A.B (A+4) (B+8)
Figure II- 5
WE=P.A’ ou WE:M.9/
11.3.3 Barre soumise a une force axiale :
Une barre soumise a une force axiale croissant graduellement de 0 a P
subit une déformation variant de 0 a A (fig. I1.6), P B
et elle emmagasine une énergie potentielle interne Wy égale a : S . N
i i =
WE =—=P.A

Etona:s=% et a=s.E=§
Donc :

PL

A= — _

EA Figure II- 6
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A : section de la barre.

donc, I’énergie de déformation élastique :
1P2L

Wi=2m

11.3.4 Poutre sollicité par un moment fléchissant :

On consideére un trongon infinitésimal dx d’une poutre sollicitée par un

moment fléchissant croissant graduellement de 0 a M (fig. I1.7).

L’angle de rotation entre les sections extrémes
de ce trongon est égal a dO, 1’énergie potentielle
interne dW, est donnée par :

1
dw; = 5 Mdo

avec : d@ = Kdx
El

Donc, on peut calculer 1’énergie potentielle interne totale avec :

f"lﬂd

>
Wi=J 2 EI

2
dw, = =2 dx
2 EI

Pour EI : rigidité a la flexion constante.

Figure II-7

En général, 1'énergie potentielle interne de déformation W peut étre exprimée pour une poutre

soumise aux sollicitations N, M, T et M, avec :
2 2

w-l | M et J‘ I ll aM?

2 El 2 GI o

Exemple :

Une poutre soumise a une charge concentrée P a mi-portée. On néglige le poids propre de la poutre.

Déterminer la valeur de la fléche A sous la charge P (EI est constante).

Solution : I‘P
1 : s | = oL
Wy =5 P.4 Travail externe ‘ ‘c‘ ’
X I
Ry= fl Lr y LR I
I i L
]LlMZd Travail int ®
1= | z—=rdx ravail interne
o 2 EI
M= Px __ > M2 P22
2 4
M-
a cause de la symétrie, le travail interne peut étre exprimé comme ®) DMF
étant le double de celui de la moitie gauche de la poutre.
Figure II- 8
W,—ZfOZEx dx etona: W =W,
donc :
pL3
—_ /A = > 2 — == —_——
=2 fO 8E1” dx A=2 fO 4-E1x dx 48EI
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I1.4 Théoreme de GASTIGLIANO [Réf : Samikian, p331] :

On a établi que dans une poutre sollicitée en flexion, le travail interne ou le potentiel emmagasiné

W; est donné par :

=[5

de

ou M est le moment fléchissant en un point quelconque causé par ’effet combiné du systéme de
forces extérieures Q;. L’ intégration est faite sur la longueur totale de la poutre.

Castigliano a démontré que la dérivée partielle du potentiel par rapport a 1’'une des forces Q;
appliquées a la poutre est égale au déplacement &; de la force Q; suivant la ligne d’action :

5 = Wi
aQ;
En remplagant W; par sa valeur, [’expression du déplacement (fleche) devient :
o= [
o O0QEI

Exemple :

Déterminer la fléche verticale 6¢ au point C et dp a mi-portée (voir fig.I1.9), EI est constante.

Solution :

45 kN
1) (8¢ ?) On remplace la force en C par Q, on calcule M A ¢ , D s
ot B4 ® & im  1Sm “sm 7
o A S——
e 0<x<3(AaC J o =
—2Q M _ 2 M _4,2 e
M_3x_>6Q_3 M‘?Qi_"Q A (l D
e 0<x<6(BaC) ®©
_ @ M _ 1M _1p,2 I:o l
M—3x—>aQ ;X MOQi_ Qx L (:
Donc, 45 kN s
_ [34ex? 6Qx = =120 _ 540 A c‘
6C - fO oF] dx +f dx > 6C = £l > 6C = I, (<) ' J)
30 + 050 'us + 050
2) (b ?) Figure I1-9
e 0<x<3(AaC)

M = (30 + 0.5Q)x => Z—’Z = 0.5x =—> MZ—(’; = 15x2 + 0.25Qx?

e 3<x<45(CaD)

M = (30 + 0.5Q)x — 45(x — 3) = 0.5Qx — 15x + 135 => Z—Z = 0.5x

>M£—025Qx —7.5x% + 67.5x

e 0<x<45BaD)

M = —(15x + 0.5Qx) => Z—’Z = —0.5x =—> M7 = 7.5x% + 0.25Qx?

315 4.5 -7.5x2+67.5 4575 583
Done : 8p = [ —— 155 + %d x+ [ X —dx==>8p ="
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11.5 Application du théoréme de Gastigliano aux systemes hyperstatique théoréme de

MENABREA :

On peut appliquer le théoréme de Castigliano aux systémes hyperstatiques en procédant comme

suit :

e On supprime les liaisons surabondantes (les réactions et les moments d’encastrement) du

systéme hyperstatique pour le rendre isostatique.

e On applique a ce systéme isostatique, en plus des forces extérieurs qui agissent sur le
systeme réel, les réactions ou les moments d’encastrement surabondants comme des forces

ou couples extérieurs.

e Par le théoréme de Castigliano, on calcule les déplacements ou les rotations du systéme

isostatique.

e Comme les appuis sont fixes, le déplacement dii a une réaction ou la rotation due a un

moment d’encastrement sont nuls.

Donc :
ow;

=0 et
R;

aW;
aM;

=0

A partir du deux €équations, on peut calculer les réactions hyperstatiques inconnues.
Ces ¢quations constituent le théoréme de : Ménabréa, qui est le théoréme du potentiel minimal et
qui s’enonce comme suit : « Les valeurs des réactions hyperstatiques correspondant a 1’équilibre du

systéme, rendent minimal le potentiel Wy».

Exemple :

Déterminer la valeur de la réaction RB, (EI = constante) pour la poutre représentée dans la fig. II-10

Solution : y g
Le systeme est hyperstatique d’ordre 1. I I e O I O
On sait que : 8 =0 A / = B
ow; L oM dx
53 = —= f —_— O x
ORp o ORpEI L Rs
avec : 1
qu (a
M = _RBx + T
oM 4 — q
==>3r, = ¥ 7/ e N Y A R
> M oM Rgx? ax” 4 -;1
== —_— x —_——
aRB B 2 L R.ﬂ
etona o
L 3 b)
qx°\ dx (
O = Rpx? ——|—=0
o= (e =555 |
Figure II-10
donc
1 (Rgl3 qx4) _ o _3
EI( 3 5) =0 ==> Rp =34l T
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