Exercice n°01 :

La position d’un point sur une droite orientée étant donnée par les fonctions suivantes:

» x=5cos(25t+m/3)

» x=5cos3mt

» x =3sin(10t-m/4) oux est en centimétres, t en secondes, la phase en radians,
évaluez:

a) I’amplitude.

b) la pulsation, la fréquence et la période du mouvement.

¢) La phase initiale.

d) L’expression de la vitesse et de I’accélération en fonction du temps dans chaque cas.

Solution :

Un mouvement d’un point de matériel ou le déplacement est harmonique s’écrit par la
forme suivante :

x(t) = Acos(wt +_¢)

//

-Déplacement Amplitude  Pulsation=impulsion Phase initiale=déphasage
-Elongation maximale « fréquence angulaire »  (rad)
(m) (m) (rad/s)
. A o) b ox . 0%x dv
quation (m) | (rad/s) f(Hz) T(s) (rad) v(t) = Fri x(t) | y(t) = i
w 251 2= /] . T 5 i1
eql 5 25 = o ? = T —25 * 5sin(25t + §) —25% % 5 cos(25t + §)
2 5 | 3 o _311_21, 157 sin(37t) 75m cos(3mt)
€ T —_—=— - == —15msin(snt —/om cos(3mt
a 2m 2 f 3
w 5 1 =« T T T
3 3 10 —=— | === — —30sin(10t + — —300 cos(10t + —
eq —=- | 775 | 3 sin(L0t + ) cos(10¢ +7)

v(t) = x(t) = g—f [la vitesse] = —Aw sin(wt + ¢)

0°%x
y() =i() = FIe) [l'accélération] = —Aw? cos(wt + ¢)
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, . . . . A .
Dans I’équation 3, il faut convertir le « sin » au « cos » avec cos (a + ;) =sina

f—ﬂ( z), _]_‘_Z(S)

Exercice n°02 :

Un point effectue des oscillations le long de I’axe x conformément a 1’équation :
x =acos (ot-m/4)

a) tracer les diagrammes approximatifs de 1’é¢longation x, de la projection de la vitesse
Vx et de la projection de 1’accélération y, en fonction du temps.

b) tracer les diagrammes de la projection de la vitesse Vx et de la projection de
I’accélération v, en fonction de 1’abscisse x.

Solution :

x(t) = v(t) = —awsin (wt — g)

a)x(t) =a COS((A)t - Z) = X(t) = y(t) = —aw? COS((I)t - %)

r x(t) yis
x—O = cos(wt — Z) /X0 =a
v(t) _ via
= <T=—sm(wt—z) /Uy = aw
t T
\% = — cos(wt — Z) / Vo = aw?
T U 3 5n 3n 7T
wt 0 — = — T — — — 21
4 2 4 4 2 4
SO I R I R I 2 R N A R
X0 2 2 2 2 2
ORI P R 1 R I R
Vo 2 2 2 2 2
YO | V2| o, | VE | o, | VE o, | 2|, | 2
Yo 2 2 2 2 2
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N 1lw

>t
Yo
x(t)=a cos(wt—%) ................. [1]
b) Nous avons : -
v(t)=—aw sin(wt——) ........... [2]
4
I8
a? cos?(wt — Z) = x2(t) x?(t)  vA(t) G
[1]? +[2]* = +2{ "2 Tg@g" L Shee) + o2 a?

a’w? sin? (a)t — %) = v2(t)

aan

Av(t)

cos?a + sina =1

L
\

v

> x(t)
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*y(t) = —aw? cos(wt — %)

() = —w?x(t)

Six(t) =0 = y(t)=0
=<{Six(t) = +a = y(t) = —aw?
Six(t) =—a = y(t) = taw?

p x(D)

» x(t)

—aw

Exercice n°03 :

Le déplacement d’un point étant donné par:
X = A cos (ot + ®@). Déterminer:
a) I’amplitude, la période, la pulsation et la fréquence des oscillations.
b) Donner I’expression de la vitesse et de 1’accélération en fonction du temps.
¢) Donner I’expression de la vitesse et de I’accélération en fonction du déplacement.

d) Donner ’expression de la phase initiale ® a t = 0 en fonction de la vitesse et du
déplacement.
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Solution :
a)x(t) = Acos(wt +@)...cooevinininn.n. [1]

L’amplitude : A , lapériode: T = v

La pulsation: ® , lafréquence: f = %

b)u(t) = —Aw sin(wt + ¢) / v(t) = FYCIERRISRRS [2]
y(t) = —Aw? cos(wt + @) / y(t) = % ......... [3]

_ v? = A*w? sin*(wt + ¢) wz:z = sin®(wt + ¢)
o Nowsavons: [11? + 27 » {07 20 TS Y cos(wt + )

2 2 . 3
> 43 Y 1 = v=+4wV1Z =2 La vitesse en fonction du
2 242 - i
A% wa déplacement

o x(0) =xyg =AcoSP .. v e e [I]
dA:t=0 -){U(O) = v00= —Awsing ...........[I1]
I sin ¢

L Stgp = ——> =i t ( 0 )
=—— =—— = arc —
[ cos ¢ WX g WX g WX

Exercice n°04 :

Dans un certain mécanisme, un point & un mouvement sinusoidal rectiligne de fréquence 10

Hz. Son amplitude est de 3 cm. A I’instant choisi comme t = 0, x = 2 cm et la vitesse est
négative.

a) quelle est I’équation du mouvement.
b) Donner I’expression de la vitesse et de I’accélération a I’instant t.
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Solution :

a)L’équation du mouvement : x(t) = A cos(wt + ¢)

rad

Ona:f =10Hz = f:%:}' w=20n(T)
Ona: A=3cm
On détermine ¢ = on utilise toujours les conditions initiales.

2

A:t=0 = X=2cm -)X=Acosqb-)cosgi):§:3

>p = 48° =~ 0.84rad = 0.267r] or [p = 312° =~ 1477

Donc : x(t) = 3 cos(20mt + 0.84) (cm)|

b)u(t) = —607m sin(207 + 0.84) (cm)
y(t) = —=120072 cos(20mt + 0.84) (cm)

Exercice n°05 :

On suspend une masse de 1 Kg a un ressort hélicoidal dont les spires sont initialement
séparées et on observe, a I’équilibre qu’il s’est allongé de 0.10 m. la masse étant en
¢quilibre, on lui donne un choc vers le haut qui la met en oscillation avec une amplitude de
0.05 m.

a) Evaluez la constante du ressort.

b) Calculer la période d’oscillation.

¢) Donner I’expression de la vitesse et de I’accélération en fonction du temps.

d) A quel instant apres le départ, la masse passe t-elle pour la premiere fois a x = + 0.03
m ? pour la deuxieme fois ?.

Solution : £
X1
AYF=0 2T+P=0 = P-T=0 ? 2
myg
> mg —kAx =0 =>k=E Ax:o_lmi !
[ 1=1kg
_ 1lkg.10ms™* . -
~0,1m -
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b) Calcul de la période T :

O a I’équation différentielle : ¥ + %x =0 = ¥+w?x=0

:wz\/E,Tzz—EZZn\/E:Tzz(s)
m w k 5

c)x(t) = Acos(wt + ¢) / |w = 2~ 10 (rad.s™)

T

at=0=>X=0 (puisque le ressort est a I’équilibre)

yiA
=> Acosp =0 = = i§
Donc x(¢) = 0,05 cos(10t + %) = x(t) = £0,05sin 10¢ COS(“_Z)Z__S‘““
2 cos(a+7)=sma

>k (t) = —0,05 sin 10t puisque le déplacement est vers le haut

=2vu(t) = —0,5 cos 10t
=2y (t) = 5sin 10t

d) Six =0,03 Dsin10t = —% = 10t = sin"1(0,6)

sin~1(0,6)
10

>, = ~ 0,38 (s)

sin~1(0,6) =«

—— 4 = = 1,01 (s)

*t2:t1+T :>t2:
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Exercice n°06 :

On considere un ressort d’¢lasticité k fixé au plafond. Soit L sa longueur a vide. On suspend
a ’extrémité libre une masse m. la masse m est déplacée verticalement a partir de cette
position d’équilibre, puis abandonnée a elle-méme. Soit z son abscisse par rapport au
plafond.

a) quelle est la résultante des forces qui s’exercent sur elle?

b) Ecrire I’équation différentielle régissant son mouvement. Un changement de
variable s’impose. Lequel ?

¢) Résoudre cette équation différentielle sachant qu’a un instant pris pour origine
I’abscisse de la masse est z, et sa vitesse vy. Donner pour tout instant ultérieur
I’abscisse, la vitesse et 1’accélération de la masse m.

Solution :

4
b) A I’équilibre de la masse : L L
Zﬁzo :>mg—k(L1—L0)=0 ? ?
||

=mg —kAL=70....... (1)

=

En mouvement :
2 -
0°z ' B

Zﬁzmﬁz) mg—k(z) =m

[ A /
ot2 mg — k(x + AL) = mile changememz
z=Xx+AL

de variable estl s

= mg—kAL—kx=mX > mi+kx=0

. k . . . . :
= X+ —X = 0 Equation différenticlle de 2™ ordre.
. L . sme . ok
c)La résolution d’une équation différentielle de 2™ ordre X + X = Oest :

x(t) = Acos(wt + ¢)....... [1] / w = \/g .......... [2]

* 11 faut déterminer A et ¢ dans I’équation [1] a I’aide des conditions initiales :

Dans les conditions initiales : t=0 =»

51




v
{ x(0) =xy =ACOSP v eue e 1 . {d’aprés (D% + (I)? A? = xo° + wan
v(0) =vy = —Asing ... ... 11 d'apres (I1)/ (I) tgp = ——2
XoWo
A= xOZ + ULZZ A= ZO2 + ULZZ
= @0 lorsqu’on utilise Z, au lieu de X,= “o
—_ — 0 == - 0
¢ =arc tg( xowo) ¢ = arc tg( zowo)

En conclusion :

Vg2 v

’ 0 0

Z(t) = |zo* +—cos [wt + arc tg (— )]
Wo ZoWo

v
v(t) = = we?2y% + Vg2 sin [wt +arctg (— 2 )]
ZoWo

V2 U
t) = —w,? ’zz+—cos[a)t+arct (— )]
y () 0 0 0,2 g ZoWy

Résumé

Mouvement oscillatoire % + w?x = 0équation différentielle du 2™ ordre.

La solution est : x(t) = Acos(wt + ¢
-Déplacement Amplitude  Pulsation Phase initiale
-Elongation maximale (rad/s) (rad)
(m) (m)

f (fréquence) = % (Hz)
‘iode) = + = 2%
T (période) = rii (s)

e x(t) = Acos(wt + ¢)
o u(t)= Z—f = x(t) = —Aw sin(wt + ¢)
e y(t) = % = ¥(t) = —Aw? cos(wt + ¢)
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—

DYF=0 >T+P=0 > P-T=0

=>mg — kAx = ()

DYNF=my=> T+P=my=> mg—k(x+Ax) =mix

> mg—kAx—kx=mik > mi+kx=0= x+—x=0

m
Les relations trigonométriques
cos(a + ) = cosa cosf —sinasin f
cos(a — B) = cosacosfB + sinasinf
7T " 7T .
cos(a +E) = —sina, cos (E— a) =sina,cos(m+ a) = —cosa,cos(—a) = cosa
sin(a + B) = sina cos 8 + sin 8 cos a
sin(a — ) = sinacosff —sinff cosa
cos?a +sina=1
- 0 - . ] . - 7T
sin(—a) = —sina,sin(r + a) = —sina, sin(mr — a) = sina, sin (E + a) = cosa
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Exercice n°07 :

Soit deux ressorts de constantes de raideur ki, k, placés en série et en paralléle (voir Fig.

01).

a) calculer k4 la constante ¢quivalente en fonction de k; et k, dans les deux cas.

On charge le ressort équivalent (en série) d’une masse m

b) Ecrire la condition d’équilibre du systeme.
¢) Calculer I’énergie potentielle totale du
systeme.

d) Retrouver la condition d’équilibre du systéme en utilisant E,,.
e) Monter que E, peut se mettre sous la forme: E,= 1/2 k. x>+ C.
f) Etablir ’équation différentielle qui régit le mouvement de la masse m.

k
Fig. 07
Solution :
4 ////{
a)Calcul de K :
L’objective : décrire I’équilibre du mouvement . .
X2
sous la forme : \mg = keg(x — xo)\ ? ks
\ 4
v
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1" cas : en paralléle

Zﬁzo = P+T,+T,=0
=>mg —ky(x —x;) —k,(x —x,) =0
=>mg_ (kl +k2)x+k1x1 +k2x2 == O
kix, + kyx,

ki +k,

keq = kl + kz
= . = kixi + kyx,
0 k, + k,

ﬁmg=(k1+k2)[x—

2°"M¢ cas : en série

En point A Sur la masse 175l = |72 %
__ Méme ressort

T,+T,=0 P+T, _
., Mémeket
= —k;Ax; + k,Ax, =0 =P =" méme ax

=>|k1 Ax1 - szx2| I :>|m‘q - szX2| II

APA AR

/\Y
vV
[I'—VA\/ VAVAHAVI\J\NE

(I)=>Ax1 = % sz

En séric = Ax = Axy + Ax,........ 1

On remplace I dans III= Ax = %sz + Ax, > Ax = (% + 1) Ax,
1 1

=>Ax, = Ax (kfk?)IV

On remplace IV dans II, on obtient : mg = ky (k1k+1k2) Ax =mg = _klszZ:z Ax
kykq
= ke = 77—
ki + ky

b)Condition d’équilibre :Y, F = 0 = mg — keqAx = 0 =fmg = k¢qAX

¢) Energie potentielle totale : [E P t"t]
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Eptot = Epressort 4 pesanteur(masse) | faut fajre un mouvement pour calculer Ep]

1 1
Eptot = Ekéq(x + Ax)? —mgx = Ept°t = Ekéq(x2 + Ax? + 2xAx) — mgx

1 1
EPtot — Ekéqxz + EkéqAxZ + x(kéqAx —mg)

1 1
Ekéqsz =IEp"" = Zkgyx? + const

1
EPtOt :_kéqxz + 2

2

f) L’équation différentielle du mouvement de la masse m :

1°" démonstration :en équilibre Y F = 0

= T+P =0 =mg — kegAx = ()

En mouvement ¥ F = my
= T+P =my = myg — kegg(x + Ax) = m&

= mg — KkeggAx — kggx = mx

= —kggx = mi > + —4 x = 0@quation différentielle du 2°™ ordre

e
m

k.

> iteix=0 > w= |2
m
2°™ démonstration :
1 1
L=E —E, =me2—§kéqx2—Cte
v Ao _oc _
L’équation de Lagrange : ” [ax] P () SRR |
(0L _
T=mx d
taLx :I:a(rmk)+kéqx=0 = mi+ kggx =0
. ke kg
=+ Zx=0/w=_[—2
m m

= ¥+ w’x=0
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Exercice n°08 :

Considérons un pendule pesant formé par une tige de masse m et de longueur 1 suspendue
par une de ses extrémités (voir Fig. 02). La tige est écartée de sa position d’équilibre d’un
angle 0 supposé¢ faible.

a) Ecrire les expressions des €nergies cinétique et potentielle.
b) Ecrire le Lagrangien du systeme.
¢) En déduire I’équation du mouvement ainsi que la pulsation propre o,.

o\G
0
Fig. 08
X
Solution : T 1
a) Energie cinétique et énergie potentielle : l
E VSt = E 19¢ = %192/ I = %ml2 (I: moment cinétique) L
v —_— G
tige _ 1 (1 tige _ 1 Ll ]
ige _ —(Z12) 92 =|p tige — — 1292
E. 2<3ml)9 E. 6ml 0
. . [ 1
E,*”*" = E,"9° =mgAl = E,"9° = mg(; — 5 cos6)
tige _ ! -
= E,"9° =mg _ (1 — cos ) lorsque 0 est faible

. 1 (6> - T
tige _ Y tige _ 2
= E, mgz(z) =, 4mgl@

b)Le Lagrangien du systtme est: L = E, — E|,

1 ] 1
S = —mi2d° — -mgl 6°
6 4
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¢) Equation du mouvement et @y :

U2 2% o5 Lzg Lmgio =05 2164290 =0
—_— | —— = > — — = > — — =
dtladl ~ o6 R R 37 29

=0 + 3% 6 = 0¢quation différentielle

é+a)029=0 / C()O: %%

Exercice n°09 :

Trois tiges rigides sans masses et solidaires a I’'une de leur extrémités O ou elles présentent
un angle droit entre elles, forment ainsi un T renversé articulé autour d’un axe horizontale

fixe situé en O (voir Fig. 03).

Chacune de ces tiges porte a son extrémité libre une masse ponctuelle, la tige ¢, étant

attachée a un ressort de raideur k de sorte qu’a 1I’équilibre la tige ¢,soit verticale. Sa

position au cours du mouvement €tait donnée par 1’angle 6.

a) Trouvez I’expression complete de 1’énergie potentielle du systeme.

b) Ecrire la condition d’équilibre.

¢) Simplifier I’expression précédente complete de I’énergie potentielle. Conclure.

d) Donnez le Lagrangien du systéme.

e) En déduire I’équation du mouvement et la pulsation propre.

f) Quelle est la condition pour qu’il ait oscillations. La comparer avec la condition

d’équilibre stable.

y
A
ly —lzc059¢ ) __ 2
0
m L l
2
l3
3‘cos 6 . >
Xo D [, cos 8
4
> 58
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Fig 09

Solution :

a)Energie potentielle :

E

syst __ mq my ma ressort
LSt =E,™ + B+ B+ B,

E,™ = —m;gl,sinf = —m;gl,60 / 6 K

E,™? = —m,gl,(1 — cos 6)

E

o =maglysin® = mygls0 /0 K

1
B, = 2kl (o + s sin 6)?]

—~
N
|
~
[\N]
(@)
o
wn
D
+»
»
>

1
EpsySt = (m3gls —mygl,)0 —mygly(1 — cos6) + Ek(l?ﬁ + x)*

Energie potentielle
du systéme

_=O :> m3gl3_m1gl1_m2gl2 Sln0+kl329+k13x020

b) Condition d’équilibre : %L B
=0
0E,
00
% o0 0 = maugl; —mygly + kl;xy = Olla condition d’équilibre
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¢)Expression simplifiée de I’énergie potentielle :

1 1
E,"%" = (m3gls —mygl)0 — m,gl,(1 — cos0) + Ekl3202 + kl;xg6 + szOZ

1
Epsyst = (m3gly —mygl; + kl3xy)0 — m,gl,(1 — cos @) + 5](13292 + Cst

1 1 1
E, ™" = —m,gly(1— cos ) +—kl3"0% + Cst = B, = ——mygl,0° + - kls*6% + Cst

d)L = E, —E,

1 .
Ecgyst — Ecml + Ecm2 + Ecm3 — E(77."1l12 + m2l22 + m3l32)92

_1 2 2 2\N2 1 202
L—E(mlll +m212 +m3l3 )9 +m2glz(1—COSQ) _ikZB 9 _CSt

d [or] oL
—|=| — = = 0 =¢quati
e) w128l ~ 30 0 =équation du mouvement

= (mlllz + mzlzz + m3l32)é - nglz Sln9 + kl329 == 0

= |(m1 L7+ myl,” + mgly?)6 + (kly” — mygl,)8 = O| équation de mouvement

. ki3> — mygl .
Sh+——m—————0=0 > H+w20=0
myl;" + myl,” + myly
kl,* —m,gl
— 0)02= 3 2g2 >O

m1112 + mzlz2 + m3l32

f)Condition des oscillations :=» existence d’une pulsation ®,

. L 0%Ep
Condition d’équilibre stable = >0
002 lg=g
2 oy A 02Ey
=kl — m,gl, > 0= Cond des oscillations< Cond d’équilibre stable oz > 0
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Exercice n°10 :

Soit un systeme compos¢ d’une masse m attachée a

un fil enroulé autour d’une poulie de masse M et

liée a un ressort de raideur k (voir Fig. 04).

On suppose le fil inextensible, de masse négligeable

et ne glisse pas sur la poulie. Sachant que 1’état

du system est repéré par x(t) (déplacement vertical de m par rapport a sa position
d’équilibre).
a) Trouver 1’équation différentielle qui régit le mouvement de m.

b) Calculer la pulsation propre du systeme.
Solution :

a) L=E.—E,

E St = %I@Z + %mv2 /1= %MR2 Moment de la poulie [E, 't = E Po%He + E, ™|

E.f" =2MR262 + 2mx? / x = Rsin = RO puisque 6 <<
4 2

1 . 1 . 1 M .
ECtOt — ZMRZHZ + 5,',nRZHZ = ECtOt — ERZ (? + m) 92

1 /M
= EtOt:_(_‘l'm)).Cz
2\2

c

tot __ masse ressort poulie=0 tot __ masse ressort
E," = E,™%° + E, +E, = E,'" = E,""° + E,

1
= E,"" = —mgx + Ek(x + Ax)?

0E
Dans les conditions d’équilibre : —; =0 —mg + kAx = (|
x=0
1., 1 L
= E =—kx’+-kAx® > [E,"" = —kx® + Cst

2 2 2

Donc:L=E,—E, = |[ =3(M+m)3&2 — Zkx? — Cst
2\2 2
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) d [dc 0L :
L’équation du mouvement : ” [&] ——=0..... I{ 9%

I= (%+m)5&+kx=0 = 5&+ﬁx=0éqdifférentielle:> X+ wy’x =0

E+m

Résumé

e FEtude par des lois de Newton :
Enéquilibre YF =0 / P=mg , T = kAx
En mouvement Y. F = my (on utilise les conditions d’équilibre pour résoudre cet état).

e Etude par Lagrangien :

L=E, —E,

, d[oc] oc _
Equation de mouvement " [ 5 9] 56 — 0

E"%% = 1mx? ou =162 = 2mlf?
2 2 2
. 1 . 111 .
Ectlge = —102 = E [gmlz] 92
. 1 . 171 .
EWW%?4W=—P-R1N
¢ 2 212™
E,™*%¢ = —mgx (le signe selon la direction choisie)
E,"**"™ = 1kx? la condition d’équilibre 22| =0
2 aq q:O

e Dans le cas des oscillations faibles :
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02

cosf =1——
2
sinf0 =0
e La condition des oscillations = existe wy > 0
" L 0%Ep
e La condition d’équilibre stable : 32 >0

Exercice n°11 :

Une tige rigide, sans masse, de longueur ¢+ ¢, porte une masse ponctuelle m a I’une de ses
extrémités et constitue un pendule d’axe O fixe et situé¢ a une distance ¢ de m. De part et
d’autre de cet axe O et a des distances respectives ¢, et ¢/, sont fixés un amortisseur de
coefficient a et un ressort de raideur k (voir Fig. 01).

A T’équilibre statique la tige est verticale, la masse m en bas et le ressort a une déformation
AL, .=0.

équi

d) Ecrire le Lagrangien du systéme.
e) Ecrire I’équation différentielle du mouvement et déterminer la pseudo-période.

Fig. 11
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Solution :

Cas d’¢éq Cas de mvt

k k xressor_tl
x"esSoTt = | sin@ = 1,0 / 0 faible w 3_\/\/\
. l |
xamortisseur — | sin@ = [,0 /0 faible )& |
O]
x™ass€ = [(1 — cos ) : ‘lz ]_6

a) Lagrangien du systéme : O K masse

L=E —E,

E, = E.™ =—~16% | I =ml? >E = >mi*6?

_ m ressort amortisseur
E,=E," +E, + E,

1
E, = mgl(1 —cos @) + Ek(lle + Ax)?

= mgl(1 0 1kl202 1A2 kl,6A
E, = mgl(1 — cos )+§ 1 +Ex+ 100x
2

6 1 5.,
E, = mgl > +§kl1 0< + Cst + kl;Ax6

1 1
E, = Emgl@z + Ekllzé)z + kl,Ax6 + Cst

La condition d’équilibre :%L =0 = mglo +kl,*0 + kl;Ax|g_y = 0
=0

=k, Ax = OJla condition d’équilibre
Donc : [E, = ~mgl6? + %kllzﬁz +C

2

Alors ¢ |L = >mi?02 — ~mglo? — ~ k1,62 + C

b) Equation du mouvement :

d az:] 9L, 9D _ D=2ax2gmortisseur R { D:l'équilibre dissipative

dtloal oae 06 a: le coef d'amortissement

=1 DZ%(XIZZQZ
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oL . d [0 . i
2% mi*0 = @ [@] =ml*§ Equation différentielle du 2°™ ordre
oL 5 ) ” )
39 = ~Mgle —kL,*0 = I = mi*0 + al, 0+ [mgl+kl,*|l6=0
oD | al® o mgl+kl®
o+ Lo+ =
a0 ml ml
= 0+ 280 + w,20 = 0
aly? ,  mgl+ kl? {6: le facteur d'amortissementou de résistance
0= et wy* =———— .
ml? ml? wy: la pulsation propre
La pseudo-pulsation : w = /wy? — 6?2
kl,> +mgl  a®l,* 4mkl 21> + 4m2gl® — o?1,*
> w= — - 1D W= -
ml 4m?1 ml
1 2(1,1 2 4
= |w = —~/4mP(kl,> + mgl) — a1,
2ml
2m 4mrml?

La pseudo-période : [T = — =

J4m12(k112+mgl)—a2 1*

Exercice n°12 :

Une masse m est suspendue par deux ressorts de raideurs k; et k, Les frottements étant
représentés par ’amortisseur de coefficient a (voir Fig. 02).

g) Calculer la pulsation ®, des petites oscillations libres non amorties du systéme.
h) Calculer la pulsation ®, des petites oscillations amorties.

ky
a
ka
y (t)
17 m IFZ (t)

Fig. 12
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Solution :

a) Les 2 ressorts sont alignés en série donc :

kq. k:
= (V01rl exercice 1 du fiche TD N°02) 2w = %q
1+

kéq =

b) Systéme amorti =» équation différentielle :j + 28y + wy?y = 0

0%y dy
—Z 4 285—= =
= 5.2 + 56 +a)0 y=0

aZ(AeTt)
=5 T20——

rt
a(Ae )t wo24e™ =0/ y(t) = Ae™

= Ar?e™ + 26Ae" +wy?Ae™ = 0
= 12 + 26r+wy? = 0équation de second ordre
=VE = o, = w6

c¢) Calcul du coefficient de frottement a et le facteur de qualité Q :

* Ep = ~keg(y + Ay)? — mgy

1
E, = Ekéqyz + kyAy — mgy + Cst

1 1
E,= Ekéqyz +y(kAy —mg) + Cst = [E, = Ekéqyz +C

1,
*E. = Emy2

d[o aL aD
Equation du mouvement :— [— — —=0/ D= —a
qu u mouv atloyl "oy T oy v

. . . a . kéq
= my+tkyy+tay=0 = y+ay+ﬁy20
= J+ 26V+wly =0
26 =% = a =28m ,§: facteur de résistance

w
Q= 2—; Le facteur de qualité

d) Systéme d’oscillation amorti forcé :
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d oL 0L oD
—|—| — — 4+ — = F(t)équation de mouvement
dt ay] dy ay ( ) au o

= my + kgqy + ay = Fysinwyt

y+ ﬁy + &y = &sinwot
m m m
Solution d’un systeme d’amortissement libre :
Ay = %yo
y(t) = Age . cos(w, t + ¢) “ 5
¢ = —arctg [—a]

Solution d’un systeme d’amortissement force :

t:régime transitoire

y(@) =y.(6) + Yo ) {p; régime permanent

y(t) = Age . cos(w,t + @) + Asin(w,t + ¢)

Fo 26
Avec: A = I ) qb:arctg[%]
\/(woz—wez)2+462wez PomTPe
Exercice n°13 :
Une tige rigide de longueur 7, de masse négligeable,
articulée a I’une de ses extrémités O, porte a son autre
extrémité libre une masse ponctuelle m.
A des distances respectives 7, et /,de O,
deux ressorts verticaux de raideurs k; et k, sont attachés
a la tige. Un amortisseur de coefficient a est également Fig. 13

fixé a la masse m. la tige se trouve au repos en position horizontale (voir Fig. 03). La masse

m est soumise a 1’action d’une force verticale harmonique F(t) = F, cos mt.
0
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Solution :

v

v

kl kz I___ a

v

E,=E,* +E,2 + E,™

1 1
E,= §k1(Ax1 +x,)% + Ekz (Ax, + x,)* + mgx

1,1 , 1.1 )
Ep = Eklxl + Eklel + EkzXz + EszXz + klelxl + szxzxZ + mgx

1 . 2 1 2 1 : 2 1 2 i
E, = Ekl(ll sin 0)% + Eklel + Ekz(lz sin6)* + EszXz + kyAx, 1y sin 6
+ k,Ax,l, sin 8 + mglo

1 1
E, = Eklzlzez + Ekzlzze2 + kyAx; 1,0 + kyAx,1,0 + mglo + C, + C,

E, = %(klzlz + ky1,%)0% + (kyAxily + kyAx,l, + mgl)@ + € |[énergie potentielle

compléte

b) Condition d’équilibre :
JE,
06 lp=0

>k,Ax, [, + k,Ax,[, + mgl = Ocondition d’équilibre

=0 = (k1112 + kzlzz)e + (klelll + szlez + m'gl)|9=0 =0

En conséquence : |E, = L kil % + ky1,2)0% + C

2

¢) Le Lagrangien: L = E, — E,.......... |

1 1.
E.= mez = E = Emlzez
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_ 1 2 2\p2 _ 1 2,2
I=> L__z(k1l1 +k2l2 )é C+2ml9

1 1
_Z.o12n% 2 2\n2 _
=L = 2ml 0 2(kll1 +k2l2 )6 C

d[£] 9L 9D _ = Lox? = 11262
|| -+ B =F@)... L / D=lai’=1al?

II= ml?0 + (kb 2+ Iy, )0 + al?6 = F, cos wt

i al? J+ kil + k1P F .
= = ——COSW
ml? ml? ml?
.o . z z
oG+ 294 altel g Fo og it 111
m ml?2 mil2

DA = G+ 260 + we?0 =~ coswet , 26 ==, wy? = 12

La solution est :6(t) = 6,.(t) + 6,(t)

0.(t) = Age™%.cos(w t + ¢) + Acos(w,t + ¢)

[ [ &
Aozw_ae():y wa: w02_62’ ¢:_arCtg_w_a

Fo 28
A = mi’ ¢ =arctg o’
5 212 2 ’ a)oz—wez
(wp?—we*) +46"we

Exercice n°14 :

On considere le circuit €lectrique R, L, C (voir Fig. 04). g = q(t) est la charge ¢électrique du

condensateur. L

g) Ecrire les équations de Kirchoff pour ce circuit.

h) En déduire I’équation différentielle qui régit les i
|

variations de la charge q(t).

i) Définir les constantes § et oy du circuit en fonction @~ +—m0 02— —— |
R

deR, L, C. Fig. 14

j) Résoudre I’équation différentielle obtenue dans le cas ou la résistance du circuit est

faible.
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Solution :

a)Les équations de Kirchhoff :

vptv,+v.=0........... I
b)vg = R i(t)
di(t)
=1L
VL dt
e = q(t)
¢ c

DeletII:Ri(t)+L%+?= 0

2
dq(t) + Ld q(t) n a®) _ 0

DeletllI=> R
dt dt? C

=\ILg + Rq + %q = 0f¢quation différentielle

=G+ %CI + iq =0 = |G+ 258G + wy*q = Oéquation différentielle

R 2 1 R
)20 =—, W =—= 0 =— |wy=
) > 0 LC 21 0

1
LC

d)R est faible = § K wRégime pseudo-périodique

1 R?

_ A -5 — 2 _ 52 — | _ 2
q(t) = Ape™°".cos(w t + p)avecwy =/ Wo* — 6% = w, = Ty

1 [4L — R2C
> W, =— |———
YT ¢
dq(t
i(t) = % = i(t) = ~wgdpe % sin(w t + ¢) — ASe ™% cos(w t + ¢)

=0i(t) = —A4,e " [6 cos(w, it + ¢) + wysin(w,t + ¢)]
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La force de rappel

F = Constante de rappel * ¢longation

F =—kx [x:élongation , k:constante de rappel]

L pesanteur <: (-)ascendant _ _
Mp (+)descendant mgh

flotentiel d’une force extérieur dépend seulement de la position de 1’objet

signe suivant la direction du mouvement

| élastic _1 kex?
14 ( potentiel d’une force interne qui dépend 2
essentiellement du différent de position (position relative)
Pendule Ressort
F =—kx F = —kx
k=P =mg k = constante de raideur
)
(ondition d’équilibre :—— =0
X Ix=0
0%Ep,
(Condition de stabilité (équilibre stable) : a2 >0
q

Résumé

I .. a. k a: coefficient d'amortissement
Oscillation amorti :¢ + —q¢ +—q = 0
m m k: const de rappelle
0: facteur de résistivité (décroissement)

.. . 2, —
= g+ 28+ wy°q = 0{ Wq: cpulsation propre
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= 124+ 26r+we?=0............ (1)

Le discriminant A’ = §2 — wg?

Si A’ < 0 le régime est pseudo-périodiqued < wqy = % >1 =200 %

1 Wy
W, =+ Wy? — 62 =>Q>§ JQ = —

28
Wo
Ao = o
= q(t) = 4,e7%. cos(wyt + @) “ 5T+ =—0%i wy? — &
¢ = —arctg [—l
wa

Si A’ > 0 le régime est apériodique § > wg = Q < %
q(t) = Aje™t + Ae™t | 1y = =68 £ iyJwy? — §%solution de I’équation (1)

Wy = Iy 6% — w,?

* A et A, sont déterminés a I’aide des conditions aux limites.

Si A" = 0 le régime est critique :

q(6) = (At + A,)e @0t | r=—-6=-w) =W, =W =9

—dtiw
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