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Chapitre 111 Oscillations libres amorties des systémes a un degré de liberté

I11.1 Introduction
Dans les oscillations amorties, les forces de frottement sont prisent en considération. Les
frottements sont visqueux et dépend de la vitesse.

IIL.2 Oscillateur amorti
Le mouvement oscillatoire harmonique n’existe pas dans la réalité : tout systéme mécanique
réel présentant un frottement, une partie de 1’énergie mécanique est dissipée en chaleur, et les

oscillations du systéme sont amorties.

I11.3 Frottement et coefficient d’amortissement
I11.3.1 Frottements visqueux :
La force de frottement visqueux est proportionnelle a la vitesse de déplacement et de sens
contraire.
F=—-av (111 1)
o : Le coefficient de frottement visqueux (kg/s).
I11.3.2 Frottements solides :

La force de frottement est constante et opposée au mouvement.

I11.4 Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme libre amorti s’écrit :

da (oL JaL oD
@)oo o

On définit la fonction de dissipation par :

aD

1,
D=-a.4*=
20(6[ aq

= a.q,q =%, (1IL. 3)

X4:le déplacement de 'amortisseur
La forme de I’équation différentielle est :
G+26G+wig=0 (111 4)
Avec :
§ est le coefficient d’amortissement.
wy : la pulsation propre.
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ITIL.S Régimes de I’oscillateur amorti

L’équation différentielle d’un oscillateur amorti est :

G+ 268G+ wiq = 0.
Il existe trois régimes possibles:
IIL5.1 Régime apériodique (6 > w, ), les frottements sont importants, la valeur du
coefficient d’amortissement est grande, le systeme revient lentement a sa position d’équilibre
sans effectuer des oscillations et la solution de I’équation différentielle est de la forme :
q(t) = AeStt + Ayes?t

q(t) = Ayel 5Tt | g o[-o+E7007]e (I11.5)

A et A, sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales.

II1.5.2 Régime critique (6 = w, ), le retour a la position d’équilibre se fait sans oscillation et
rapidement. Il permet de fixer la limite entre les régimes pseudopériodique et apériodique, la

solution est de la forme :

q(t) = (A1 + A)e™® (111 6)

A, et A, : Constantes d’intégration définies par les conditions initiales.

I11.5.3 Régime pseudopériodique ( 6§ < wy), (régime des faibles amortissements) on observe
que I’amplitude des oscillations est toutefois décroissante, elle est pondérée au fil du temps
par un facteur exponentiel décroissant dépendant du frottement, et la solution de 1’équation

différentielle est de la forme :

q(t) = Ae %t cos(wt + @) (111 7)

A et @ sont des constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales.

w est la pseudo pulsation définie par :

w = ’w%—SZ (111.8)
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q@) .
q(t=0) -

.~ Reégime apériodique : 0>wo

Régime critique : d=wo

Régime pseudo-périodique : §<wo
-/

amortissement
plus faible

Figure IIL.1 : La variation de q(t) en fonction du temps t pour les trois régimes (Régime

apériodique, Régime critique et Régime pseudopériodique).
La figure III.1 illustre la variation de q(t) en fonction du temps t pour les trois régimes (Régime
apériodique, Régime critique et Régime pseudopériodique).
I11.6 Décrément logarithmique

Le décrément logarithmique est la mesure logarithmique de la décroissance périodique d’une

grandeur oscillatoire (amplitude du mouvement).

_ 7, A1) _ Alty) _ g AltatT)
D=y = Maean A(ty) (1.9
Ou:
_ 1. A(®
D=- N oD (111.10)
n : le nombre de périodes
En remplagant les formules des amplitudes, on obtient a :
D=46T (II1. 11)

0 est le coefficient d’amortissement.

T est le pseudo période. Elle est donnée par :
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T—Zn I11.12
== (1. 12)

w est la pseudo pulsation, elle est égale a :

W=+ wi—82 (11 13)

II1.7 Coefficient de Qualité :

Est une mesure sans unité du taux d’amortissement d’un oscillateur. Le coefficient de qualité
permet de quantifier la qualité d’un systéme oscillatoire. Plus I'amortissement est faible, plus
la qualité du systéeme est grande. Or Q est d'autant plus grand.

Q= 2m L - 0

= = II1. 14
Ediss 26 ( )

I11.8 Energie Mécanique

Pour le cas d’un systéme faiblement amorti (§ < wy), I’énergie mécanique s’écrit :
E(t) = E,. 728t (111. 15)

E, = E(0) Energie totale initiale (a t =0), E, = E(0) = E.(0) + E,(0)

AEW)

E(0)

_EC

>t (s)

Figure I1L.2 : La variation de [’énergie totale (mécanique) en fonction de temps t avec

frottement

Le systéme amorti perd de 1'énergie par des phénomenes de dissipation (frottement). L'énergie

totale du systéme décroit au cours du temps.
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II1.9 Exercices résolus
Exercice N°1

Soit un systéme mécanique constitue d’une masse M = 0.5 kg,
d’un ensemble de ressorts et d’un amortisseur de &« = 1 kg/s.
(voir le schéma ci-contre).

On donne : K=60N/m , x(0) = 0.1 m, x(0) =2m.s™?!

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéme ?

2- Simplifier le schéma en calculant le ressort équivalent

3- Trouver 1’énergie cinétique, potentielle et de dissipation.

4- Etablir I’équation différentielle du mouvement dans le régime des |::| a

faibles amortissements. ALY
5- Calculer I’énergie totale a t = 0 et donner son expression finale en fonction du temps.
6- Calculer la valeur de a pour que I’amplitude atteint une valeur de 1mm aprés une
oscillation pseudo-périodique.
Solution N°1

1- le nombre de degré de liberté : 1

K
2-le schema équivalent et le ressort €quivalent Keg: “
1 1 N 1 N 1 K 2k
—_———t— 34— = —
keq 2k 2k 2k 473 M Ix
2% 60
Keq = 3 = 40 N/m
3- I’énergie cinétique, potentielle et de dissipation : .
= [’énergie cinétique: E. = %MV2 = E.= %M)'(Z A liiiineg

* D’énergie potentielle: Ep = Epgeq) = %Keq X° = %
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, . .. . 1 . 1 .
= Dénergie de dissipation : Ep = - a(%q)? = 7 ax?

4- I’équation différentielle du mouvement dans le régime des faibles amortissements :

Formalise de Lagrange :

d (0E.\ 0Ep aEp_O
dt\ ax ox = Ox

0E. . d (0E, .
< ,>=MX:>—<—,):MX
0x dt \ ox

OEp
ox

ox

9Ep
Tx - Kea

L’équation différentielle s’écrit :

Mx + ax + K 0 =i+ ke, g
= = e D — =
X + oax eqX X MX MX

L’équation différentielle de systéme est de la forme : % + 26% + wix = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement & :

20=—= §=—= =1s71!

o
M

)
]
X

=)
Ul

La pulsation propre wy :

K K 2k 2 X 60
2 ___¢©q €q -1
= = e = —_— = 4‘4 .
o = T Do / M /3M /3 X 0,5 8,944 rad.s

La pseudo-pulsation w :

o= m%—52=>\/80— =+/79 = 8,888 rad.s~!

Le pseudo période T:
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2m 6,28
T=—=——=0,706s
o 8,888

La solution de 1’équation différentielle du mouvement :
x(t) = Age~%tsin(ot + @)

5-I’énergie totaleat =0s::

Eo = E(0) = Ec(0) + E,(0) = E(0) = %M)‘(Z(O) +%1<eq x2(0)

1 1 ,
E@)=<§xQ5x2>+<§x40me)>=OJ]

L’expression de I’énergie totale du systéme :

E(t) = Ey.e 2%t = 0,7e72t]

6- La valeur de a pour que I’amplitude atteint une valeur de 1mm apres une oscillation
pseudo-périodique :

Le décrément logarithmique D :

A(D)
=|n———
A(t+T)
100
D=In—=4.6
1
2T 2T
D—S.T—S:— ey
) 412 §2 o - o 2 .
5 D 6.3854 s
= = . S
V4m? + D2

a=28M = 2 x 6.3854 x 0.5 = 6.3854 kg/s

a = 6.3854 kg/s
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2 (o]
Exercice N°2 UL

Soit une poulie (cylindre creux) de masse M et de rayon R peut tourner

librement autour de son axe fixe. La poulie est suspendue par une corde K M
. . Ay r . r . r 6
inextensible a un bati fixe. Aux Extrémités de la poulie sont fixés un R

ressort de raideur K, et une masse M par un fil inextensible de masse

négligeable. On néglige aussi la masse du ressort et le frottement autour de

a

I’axe de la poulie. On donne le moment d’inertie ] o = %MRZ.

Valeurs numériques :

M = 1kg, K=50N/m, R=0.2m,a = 1kg/s.

1- Trouver I’énergie cinétique E, I’énergie potentielle E, et I’énergie de dissipation Ep.

2- Etablir I’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 8.

3- Donner la solution dans le régime des faibles amortissements (§ < wg).

4- Calculer le coefficient de qualité du systéme mécanique Q.

5- apres 15 périodes, I’amplitude du mouvement diminue de 30% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D.

Solution N°2

1- L’énergie cinétique E, potentielle E, et de dissipation Ep:
L’énergie cinétique E:

1 . 1/1 .
Ec = E]/OGZ = E(E MRZ) 92
L’énergie potentielle E,:

1 .
Ep = Epx) =2Kx2,avec x=RB=>x%x=R0

1
Ep = EkRzez

41



Chapitre 111 Oscillations libres amorties des systémes a un degré de liberté

L’¢énergie de dissipation Ep:

1

ED = EO((}.(O()Z = E(X).(Z
1 .

ED = E(XRZGZ

2- L’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 6.

Formalisme de Lagrange : LA (a—L) LB gy L (&) +%n 4 B _ g

at\ad/) a0 " a8 at\aob /) " a0 " a0
) ) - 1E5) -
ai.DzaRzé
06

1 . .
EMRZe + aR?0 + kR?0 =0

L’équation différentielle s’écrit :
6+2%0+250 =0
M~ M
L’équation différentielle de systéme est de la forme : 8 + 260 + w20 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement & :

26 2a 5 a 1 =
= = —= ==
M M- 1 °°

La pulsation propre wy :

WE=—> wy= |—= =10rad.s

3- la solution dans le régime des faibles amortissements.

8(t) = Age %tsin(wt + @)

o = /wg —82=+100—1=+99 =9.949 rad.s !
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4- le coefficient de qualité du systetme mécanique Q :

_ % _ 10 =5= Q=5
Q_25_2><1_ Q=

5- Le décrément logarithmique D :

1 A®D) 1 100

D==-In—"2— = D= —In——
"AG+nT) 15100 - 30

=-= = 0.0237
n

D = 0.0237

Exercice N°3

Dans le systéme ci-contre, un disque homogene de masse M

et de rayon R peut tourner librement avec un angle 0 autour de

son axe fixe. La masse m sur le plan horizontal est reliée a un

L [ m

(i

PI—

non glissant. X

h LLLALLALLARARAARRRNAY

amortisseur de coefficient a et au disque par un fil inextensible et

Valeurs numériques : M = 2kg, m = 1kg,R = 0.2 m,a = 1 kg/s K= 72N/m.
1- Trouver la relation entre x et 0.
2- Donner I’énergie cinétiqueE, I’énergie potentielle Ej, et la fonction de dissipation Ep en

fonction de la variable x, ainsi la solution dans le régime des faibles amortissements
(6 < ®g). Le moment d’inertie du disque autour de son axe est : ], = % MR2.

3- Trouver le Lagrangien et déduire 1’équation du mouvement en fonction de variable x .

4- Calculer le coefficient de Qualité é du systéeme mécanique Q.

5- Définir et calculer le décrément logarithmique D.

6- Donner le nombre de périodes n pour lequel I’amplitude du mouvement devient 60% de sa

valeur initiale.
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Solution 3

1- la relation entre x et 6 : x = RO

2- Iénergie cinétiqueE, 1’énergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep en fonction
de la variable x :

= L’énergie cinétiqueE. :

Ec =Ewm + Ecm
1 . 1
EC = E]/OGZ + EI’I’IX2

= L’¢nergie potentielle Ep:
E E ! Kx?
P=EPK) T35 X
= L’énergie de dissipation Ep:

Bp = = a(ke)? = 5 o2
p = 5 a(%e)* = 5 ax

3- Le Lagrangien est :

1
L=E.—Ep==

1 1
2<—M+m)5{2 —EKXZ

2

Le Formalisme Lagrangien :

d (0 0Ep 0OEp
&(ax) ax Tax =0

()= G+ m)s= 5 (5) = (1 +m)s
ax) =M T2 g5 T M )R

OEp
ox
0Ep
ox

oX

Kx
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L’¢quation différentielle s’écrit :

) K 0

X+ X =
M M

m+ - m+ =

M
<m+5)§i+od(+KX= 0 =2+
L’équation différentielle de systéme est de la forme : ¥ + 26% + wix = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement ¢ :

(04 s a
= = = =
m+% M+2m 2+ 2x1)

26 =

05s71

La pulsation propre w, :

, K K 72 i
Wy = M > Wo = M= 2=6rad.s
m+7 m+7 1+§

La solution est :
x(t) = Age %tsin(ot + @)
4- le coefficient de qualité du systéme mécanique Q :

T 28 2x05

Q =4 Q=6,Q=6>1

Le régime des faibles amortissements.

5- Le décrément logarithmique D :
2mo 2nd 2% 3,14x0,5
® ,0)(2) — 52 v36—1

6- Le nombre de périodes n :

=0,810 = D =10,530

A(t)

A(Y) 1 /100
TA(t+nT) (

1
=—ln—2—=> n=——In(—
n=gln n n{2o

A(t+ nT) 0.53 ) =314

1
D==-1
n

n =~ 3 oscillations
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Exercice N°4

Un disque homogene de masse M et de rayon 2R
est relié¢ a sa périphérie a un ressort de raideur K
et a un amortisseur de coefficient de frottement a. Une masse

2m est suspendue a un fil enroulé autour de la périphérie du

disque et une autre masse m suspendue a un fil enroulé

autour d’un sillon de rayon R gravé sur la surface du disque.

Les fils sont supposés inextensibles et non glissants.

Le disque peut tourner librement autour de son axe fixe.

Le moment d’inertie du disque autour de son axe est: J o = % MR?,
Ondonne:a =8 N.s/m,K=2N/m M = 2m = 1kg, m = 0.5kg

1- Trouver I’énergie cinétique E, 1’énergie potentielle E, ainsi la fonction de

dissipation Ep pour 8 < 1. (a I’équilibre le ressort n’était pas déformé).

2

Etablir I’équation différentielle du mouvement.

w
1

déduire la pulsation propre w, et le coefficient d’amortissement 6.

4- Trouver la nature de mouvement.

5

Quelle est la valeur de a qui ne pas dépasser pour avoir des oscillation.

Solution 4

1- L’¢nergie cinétique E, I’¢nergie potentielle Ep, ainsi la fonction de dissipation Ep :
= [’¢énergie cinétique E. :

E. = E. disque T Ecom +Ecm

1/1 . 1 . 1
N 2\a2z 4 = 2, = .2
EC—2<2M(2R) )9 + 2(Zm)X + 2(m)x

Puisque le fil est non glissant et inextensible on a :

{x:Re :{5(=Ré
X = 2RO X = 2RO

1/1 . 1 . 1 .
Ec = E(E M(ZR)2> 02 + E(m)4R292 + E(Zm)RZGZ
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E. = MR?6? + 2mR?6? + mR?§?
E. = (M + 2m + m)R?6?
E. = (M + 3m)R?6?

* [’¢énergie potentielle Ep:

Ep = Epy + Epzm) + Epm)

1
Ep = EKXZ + 2mgx — mgX

1
Ep = §K4R292 + 2mgRO — mg2RO = Ep = 2KR?67
= la fonction de dissipation Ep :
1 ,. 2 1.
Ep = Ea(Xa) = 5 ax?

Ep = %a4R262 = Ep = 2aR?6?

Le Lagrangien est :

L =E.—Ep = (M + 3m)R?6? — 2KR?6?
2- L’¢équation différentielle du mouvement :

. . d JaL JaL JEp _ d (aEC) JEp JEp _
Formalisme de Lagrange : dt(aé)) PR =0 ou %25 ) T 50 T %0 =0

C

3E, . d (0E )
( ) = 2(M + 3m)R?0 = _<aé> — 2(M + 3m)R26

00 dt
9E .
“ D _ 4aR%6
90
OEp
—P _ 4kR2
90 0

L’équation différentielle s’écrit :
(M + 3m)R?8 + 4aR?0 + 4kR?6 = 0

N 4qR? - 4KR? o—
2(M+3m)R2~  2(M+3m)R2 "~

0 0

+ 2a 0+ 2k 8=0
(M + 3m) (M + 3m) B

5
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3- La pulsation propre w, et le coefficient d’amortissement §:
L’équation différentielle de systéme est de la forme : 8 + 260 + w20 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement & :

20 o 8

e — = = = -1
“M+3m O T Mazm 111 S

28

La pulsation propre wy :

,_ %k | 2k _ 2X2 o
PO M+3m) T [M+3m) [T+ @Bx05) oorrees

4- La nature de mouvement :

52 — w3 = (4)? — (1.264)? = 6.4 > 0 = Le mouvement apériodique.
5- Pour avoir des oscillations il faut que §2 — w3 < 0 = § < wy = a < /2K(M + 3m)

=a < 4 Ns/m

Exercice N°5

On considere le systéme mécanique ci-contre,
constitué¢ d’une tige de longueur L et de masse
négligeable pouvant tourner dans un plan vertical
autour de son axe fixe O. Le point A est reli¢ a un bati
fixe par un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux a. A Iautre extrémité de la tige est fixée une

masse ponctuelle m qui est reliée a un second bati

fixe par un ressort de raideur K.
On se place dans le cas des oscillations libres de faible amplitude.

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéme étudie. Justifier ?

2- calculer I’énergie cinétiqueE,, Iénergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep en

fonction de la variable 0.
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3- Etablir I’équation différentielle du mouvement dans le régime des faibles amortissements
ainsi que sa solution.
4- Apres 15 périodes, I’amplitude du mouvement diminue de 25% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D.
5- En déduire le nombre de périodes pour lequel 1’énergie total diminue avec le méme
pourcentage .conclure

Solution N°5

1-Le systéme oscille a un degré de liberté car il y a une seule variable indépendante qui
caractérise le mouvement.
2- Les ¢énergies cinetiqueE, potentielle E, et la fonction de dissipation Ep, (variable 6) :

= [’énergie cinétique E:

Ec =Ecm = %]m/oéza Jm = m(_)2 = —

2
. 1 mlL2 o
c 2\ 4

= L’¢nergic potentielle Ep:

Ep = Epm) + Epx)
1.2
Ep, = mgh + EKX
2
Faibles amplitudes 8 << = sinf = 6, cos 6 = /1 —sin?(0) = 1 — %

L
X 2511’1 X )

2

h—Lm ) oheo(1-1+0)oh=rte?
=z(-cos®)sh=7{1-1+5|=h=7

E L92+1KLZG2 E ! rrlgL+ KL 82
= - —K— = = — 4+ —
pT MY THRY PTo\ 2 4

= L’énergie de dissipation Ep:

1. 1 .
Ep = EO((XO()Z = EOLXZ
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. 1 al2 o
D™o\ 4

3- L'équation différentielle du mouvement satisfaite par 0 :

d (0E;\ O0Ep, OEp
E(aé)Jr 26 "0

0E, mL?\ . d /0E, mL?) ..
(55)= (5 )e=%(55) = (58
20 4 dt\ 960 4
aED (XL

=)0
()

L’¢équation différentielle s’écrit :

ml? 51 al? 5 mgL_l_KL2 6 =0
4 4 2 4 N
)

)

.o 2g K
9+—6+<—+—)9=0
m L m

L’équation différentielle de systéme est de la forme : 6 + 266 + w36 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement & :

o o
20=—=> § =—
m 2m

La pulsation propre wy :

2g K 2g K
2 _ (285, S | =i
i =(T )= o= (T+5)

La solution est :

x(t) = Age %tsin(ot + @) avec w = m

4- le décrément logarithmique D.
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1AM 1 (100
~ 1 TA(t+nT) “15 0

=35 (fg9 = 75) = 00191

D =0.0191

5- le nombre de périodes pour lequel I’énergie total diminue avec le méme

Pourcentage :

1 E(t) 1 E(t)

D= —In——-"  spn=—ln—-?
2n "E(t+nT) "~ 2D "E(t+nT)

1 E(t) 1 100

- —n= 1 = 34.90
2D "E(t+nT) ' 2x0.0191 1100 —25

n

n = 35 oscillations

L’énergie totale du systéme décroit deux fois plus rapide que I’amplitude d’oscillation.

Exercice N°6

Une tige de longueur 3L porte en ses extrémités des
masses M et m. La tige peut tourner autour d’un
point 0. L’ensemble des frottements est symbolisé
par ’amortisseur de coefficient a. A 1’équilibre le
ressort était non déformé et la tige était verticale.

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéme

¢tudie. Justifier ?
2- Trouver I’¢énergie cinétique E¢, I’énergie potentielle Ep, L’équilibre 1
et la fonction de dissipation Ep en fonction de la variable 0.
3- Trouver le Lagrangien et 1’équation du mouvement. Déduire & et wo.
4- Déterminer la solution dans le régime des faibles amortissements.
5- déduire le coefficient de qualité du systéme mécanique Q.
6- Donner I’expression de 1’énergie mécanique.

7- Aprés 30 périodes, ’amplitude du mouvement diminue de 45% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D.

51



Chapitre 111 Oscillations libres amorties des systémes a un degré de liberté

Solution 6
1-Le systeme oscille a un degré de liberté car il y a une seule variable indépendante qui
caractérise le mouvement.
2- ’énergie cinétique E, I’énergie potentielle Ep, et la fonction de dissipation Ep.
= L’énergie cinétique E.:

1 2 1 .2
Ec =Ecm + Ecm = E]m/oe + E]M/oe

]m/o = mL?

Jmjo = M(2L)? = 4ML?

1 2 1 .
Ec = EmL292 + §(4MLZ)02

1 .2
Ec = E(m + 4M)L20
= L’¢nergie potentielle Ep:
Ep = Epx) + Epam) + Epvy

1
E, = EKXZ + mgh — MgH

. . » ~ _ _ . 2 ~ _ f
Faibles amplitudes 6 < = sinf = 6, cos 6 = /1 —sin?(0) = 1 >

x=Lsin0=>x=L60
0° Lo?
h:L(l—COSQ)ﬁh:L 1—1+? :h:T
2

0
H=2L(1—cos@)=>h=2L<1—1+?>=>H= Lo?

2

1, Lo ,

E —1KL262 ! 2M)L0?
p=3 +g(m —2M)

= [’énergie de dissipation Ep:

1 . 1 .
Ep = Ea(xa)z = EO(XZ
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1 )
Ep = = al?6?
D=5 a

3- L'équation différentielle du mouvement satisfaite par 0 :

Fonction de Lagrange : L=E,—Ep=> L = %(m + 4M)L26% — %KLZGZ - %g(m — 2M)L6?

: _d (oL\ L , 0Ep _ d (GEC) OEp | 0Ep _
Formalisme de Lagrange : dt(aé) 25 30 =0 ou 725 ) T 58 T %0 =0

d (0E.\ 0Ep 0Ep
&(aé>+ 30 59 =0

O, L. d (9E, .
<_a9'> = (m + 4M)L G:E<%) = (m + 4M)L26
OE .

D _ w126

FY:

OE
a_ep = KL?6 + g(m — 2M)L6 = (KL? + g(m — 2M)L)®

L’équation différentielle s’écrit :

(m + 4M)L?0 4+ al?6 + (KL? + g(m — 2M)L)8 = 0

. ol . (KL? + g(m — 2M)L)

0 + 0+ =
(m + 4M)L2 (m + 4M)

. a . (KL? + g(m — 2M)L

8 ( g( ., 0

Tomran . T T mramiz
L’équation différentielle de systéme est de la forme : 8 + 260 + w%0 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement § :

a (04

B =tmran -~ T 2mram

La pulsation propre wy :
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W} =

(KL? + g(m — 2M)L) _|(KL2 + g(m — 2M)L)
(m + 4M)12 o~ (m + 4M)12

4- la solution dans le régime des faibles amortissements :
8(t) = Age % cos(wt — @) avec w = /i — 52

5- le coefficient de qualité du systeme mécanique Q :

(m + 4M)12

25 .
2(m + 4M)

(KL? + g(m — 2M)L)

Q

6- I’expression de 1’énergie mécanique :
E(t) - Eo.e_ZSt
1- Calculer le décrément logarithmique D :

1. A®) 1 ( 100

= ln——2 5D = — —)=o.o199
nAG+nT) - 30 "\100— 45

D = 0.0199

II1.10 Exercices supplémentaires

Exercice N°1

Un systeme mécanique constitue d’une masse

M = 1 kg, d’un ressort de constante de raideur I

o

K = 50 N/m et d’un amortisseur de coefficient

a = 2 kg/s (voir le schéma ci-contre).

1- Déterminer I’équation du mouvement.

2- Déterminer : le coefficient d’amortissement §, la pulsation propre w,, la pseudo-
pulsation w et le pseudo période T.

3- Trouver la solution de 1’équation différentielle du mouvement si :
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x(0) =0; x(0) =5m.s™ 1.
4- Donner I’expression de 1’énergie mécanique (1’énergie totale du systeme).
5- Calculer le coefficient de qualité du systéme mécanique Q et le décrément logarithmique D.

Exercice N°2

X
K >
Le systéme de la figure ci-contre est constitué AAAAAAA
d’un disque de masse M = 2kg et de rayon E o
a

R en rotation autour de son axe fixe.
Un fil inextensible de masse négligeable entraine
le disque sans glissement sur sa périphérie.

Il porte a son extrémité une masse m = 1kg,

un ressort de constante de raideur K = 25 N/m et un amortisseur
de coefficient de frottement a = 2 kg/s.

A T’autre extrémité est attaché un autre ressort de raideur K.

1- Trouver la relation entre x et 6.

2- Trouver I’¢énergie cinetique Ec, I’énergie potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep en

fonction de la variable 0. Le moment d’inertie du disque autour de son axe est :

1
Jjo =5 MR?.

3- Donner I’équation différentielle du mouvement en fonction de variable.

4- Donner la solution dans le régime des faibles amortissements ( § < wg).

5- Apres 30 oscillations pseudopériodiques, I’énergie totale du systéme vibratoire diminue de
70% de sa valeur initiale.
a- Calculer le décrément logarithmique D.
b- Apres combien d’oscillations pseudopériodiques, I’amplitude du mouvement devient
égale a 60% de sa valeur initiale

6- Quelle est la valeur de o pour laquelle le mouvement devient critique.

7- L’¢énergie totale du systéme est-elle conservative ? Expliquer.
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Exercice N°3

Un systéme mécanique comprenant une barre horizontale de

masse négligeable et de longueur 2L qui peut pivoter sans
frottement autour d’un axe passant par son milieu.

Dans le cas des oscillations de faibles amplitudes :

1- Trouvez le systeme €quivalent.

2- Trouver I’équation différentielle du mouvement en

fonction de la variable 0.

3- Donner la solution dans le cas b < wy.
4- Apres 15 périodes, I’amplitude du mouvement diminue de 25% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D

Exercice N°4

Le systéme de la figure ci-contre est constitué I — .

d’une poulie de masse M = 1 kg, et de rayon I o WW\/\/‘?R-% M
[2)
R = 0.2 m, le moment d’inertie de la poulie !/

Jjo = %MRZ. Cette poulie tourne sans frottement

autour d’un axe fixe passant par le point O. a

la masse m = 0.5 kg sur un plan horizontal est reliée a

un ressort de raideur K = 90 N/m et au poulie par un fil inextensible et non glissant.

A T’autre extrémité de la poulie, est fixé Un amortisseur de coefficient a = 0.5 kg/s.

1- Déterminer I’équation différentielle du mouvement en fonction x et déduire la pulsation
propre w, et le coefficient d’amortissement 6.

2- Donner la solution finale, siat = 0 : x(0) = 0;%(0) = 2 w (w : pseudo — pulsation).

3- Calculer le coefficient de qualité du systéme mécanique Q.

4- Calculer le décrément logarithmique.

5- Aprés combien d’oscillations, I’amplitude du mouvement diminue de 40% de sa valeur
initiale.
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Exercice N°7

La figure ci-contre représente un systéme mécanique

faiblement amorti formé d’une masse m a I’extrémité K
d’une tige de masse négligeable est attaché a
un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a. 1 e
Le point A de la tige est relié a un bati par un ressort de L3
raideur K, et aussi le point B est relié a un bati par un - |

il
ressort de raideur K. Avec (OA=AB=BC=L/3) ¢ : m

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéme étudie. Justifier ?

2- Trouver I’¢énergie cinetiqueE, I’énergie potentielle Ej,, et la fonction de dissipation Ep en
fonction de la variable 6.

3- Donner I’équation du mouvement, déduire é et wo.

4- Déterminer la solution dans le régime des faibles amortissements.

5- Apres 62 oscillations pseudopériodiques, 1’énergie totale du systéme vibratoire diminue de
58% de sa valeur initiale. Calculer le décrément logarithmique D.

6- Aprés combien d’oscillations pseudopériodiques, I’amplitude du mouvement devient égale

a 35% de sa valeur initiale.
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