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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

IV.1 Introduction

D’apres le chapitre précedent, on a constaté que 1’amortissement fait réduire 1’amplitude de
vibration, et I’amortissement des oscillations était di a une diminution de I’énergie
mécanique, pour vaincre les frottements responsables des pertes d’énergie et des
ralentissements des systémes en mouvements, il faut appliquer une force extérieure qu’on

appelle excitation.

IV.2 Equation différentielle du mouvement
L’équation différentielle des oscillations forcées des systémes a un degré de liberté est donnée

par:

d (0L JL aD
= (a) — E + E = Foxt (Iv.1)

a) Pour un mouvement de translation 1’équation s’écrit :

d (0L oL aD
(%) -5+ = Fex (1v.2)

b) Pour un mouvement de rotation, 1’équation s’écrit :

d

oL oL aD
dt (_) T o0 t 0 M (Fext) (IV.3)

a9
F,..: la force généralisée a une force extérieure.
M (Fexp) : Moment de la force appliqué.
M (Fext) = Fexe X L (IV 4)

= Le Moment : caractérise la capacité d’une force a tourner un objet autour d’un point.

= | : estla distance droite d’action de la force.

L’¢équation différentielle du mouvement vibratoire forcé est :
G+ 286G + wiq = A(t) (IV.5)
IV.2.1 Exemple d’un systeme forcé amorti (systéme masse-ressort-amortisseur)

Dans la figure ci-contre, la masse m est fixée a un ressort K et un amortisseur a.
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

On applique a la masse M une force F,,; = Fysinflt
L’énergie cinétique du systéme : E. = %M)’(Z

) : . . _ 1, 9
L’énergie potentielle du systéme : Ep = Ep(g) = > K x K I::la

: . 1.
La fonction de dissipation : Ep = S %2

oL d (0L

5 =Mk = g (5z) = s hi! [

a_L [ g— l Fc,\'t

Py Kx

% = o.X Figure IV.1 systéme masse-ressort

En remplagant dans I’équation de Lagrange on aura :

. . Lo, O K Fo .
MX+ a.Xx+Kx =F,,; => X+MX+ szﬁsmﬂt

C’est I’équation différentielle du mouvement d’un systéme amorti forcé a 1ddL.

De la forme : § + 284 + wiq = Aysint

fgzi
2M
) _IK
Wy = M
Fo
Ao =7/

IV.3 Solution de I’équation différentielle du mouvement

L’équation différentielle du mouvement des oscillations forcées est une équation différentielle
du second ordre avec un second membre. La solution de cette équation différentielle du
second ordre est égale a la somme de la solution de I’équation sans second membre (ou
solution homogeéne (transitoire)) qy(t) et d’une solution particuliére (permanente) de

I’équation avec second membre qp(t) .

q(t) = qu(t) +qp(t) (1v.6)
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

L’équation sans second membre g (t) est déja traitée, cette solution contient dans tous les cas
le terme exponentiel e ~9¢. 11 faut signaler qu’au début du mouvement x(t) représente le
régime transitoire. Au fil du temps la solution homogene g (t) devient négligeable la
solution particuliere gp(t) qui définit le régime permanant. Ainsi la solution totale dans

ce cas, est de forme : q(t) = qp(t).

Quand la solution homogene est non négligeable et non nulle, le régime est dit transitoire.
IV.3.1 Excitation sinusoidale :
Dans le cas ou I’excitation est une fonction sinusoidale de la forme : A(t) = Aycos(02t).

La solution totale s’écrit alors comme suit :

q(t) = qp(t) = Acos(Qt + @) (IV.7)
Ou la constante A représente I’amplitude de la solution totale et ¢ le déphasage.

IV.3.1.1 Calcul de ’amplitude A

L’équation du mouvement devienne :
G+ 258G + wiq = Agcos(Qt) (IV.8)

L’excitation A(t) sous forme complexe est égale :
A(t) = Age/™ (IV.9)
On cherche la solution de I’équation différentielle sous forme complexe :

q(t) = qp(t) = Ae/t+9)
qp(t) = AjQe/ @9 = jOqp(t)
Gp(t) = Ajzﬂzej(m+(p) = — 02qp(t)
Aj202elH0) 4 25A4jQ0eMHP) 4 FAe)AFO) = 4,e/N

(02 — Q2) + 26Qj]Ae/@t+e) = 4 e/
0 j

[(w} — Q%) + 26Qj]4e7® = A,
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

On divise sur e/’? et on trouve :

[(0F — Q2) + 26Qj]4 = Age™? (1)
Le conjugué de cette équation est la suivante :
[(w) — Q2) + 26Qj]A = Aje’? ()
(1) x (2) = [(w2 — 0%) % + (26Q)%]A% = 4,°
Ao

S 4= (IV.10)
J(wg —02) 2 + (26Q)2

IV.3.1.2 Calcul de ¢

Aoe_j(p

2 _ 02 T4 —
[(w? — Q?) + 260414 {AO(COS([) _ising)

A(w2 — Q%) = Agcosg N

A(w2 — Q%) +2480) =A — jAq si =
(w§ ) j 0Cos @ — jApsing {2A5Q=—Aosin<p

tang = ;Z—é‘ﬂ =
(wy —Q2)
26Q
Q= —Arctg(wg_—ﬂz) (Iv.11)
Donc :
qp(t) = 4o cos (Qt + Arctg ;2_89) (IV.12)
(wp — 02)

\/(wf, —02)2 + (26Q)2

IV.3.2 la pulsation de Résonnance

La pulsation de Résonnance Qj : La pulsation de I’excitation (la fréquence) pour laquelle

I’amplitude est maximale.

L’amplitude A(Q) est maximale lorsque 2—3 =0.
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

B_p=L al =0=L[(w2—0%)2+(260)2] = 0=
an \/(wg—m) 24(260)2 an

leo

2 _ 02\ _ 2] —
Q[((wi —0?)—26%=0 = q, = /—wg—zaz

La pulsation de résonnance est donnée par :

Qg = /mg — 2682 (IV.13)

Dans le cas des faibles amortissements (6 << ®o), la fréquence de résonance est tres peu

différente de la pulsation propre Qg = w, , on obtient :

Ag
28w,

A(Q) =

. , wo
Pour qu’il y résonance : § < —,
2

7 on dit que le systéme entre en résonance (Q = Q) et

I’amplitude A est maximale :

A(Qg) =

26/ wh — 62

lim A(Q) =0

Remarque :
% Pour qu’il y ait résonance il faut que w3 — 268°>0=1— % >0=>0> % =

I’amortissement doive étre faible.

¢ L’amplitude de vibration atteint un maximum quand Qg = w,.

*

% Si § = 0 (systeme non amorti) : ’amplitude tend vers I’infini or en réalité, les

systemes sont tous amortis donc I’amplitude n’est jamais infini.
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

IV.3.3 Bande passante

On définit par bande passante, la bande des pulsations autour de Qz = wq pour lesquelles

Amax(QR)
A(Q) > — 7

La bande passante B s’écrit :
Les deux pulsations Q, et Q4 , situées de part et d’autre de la pulsation w et pour lesquelles

AQ) = Amax(Or) , sont appelées pulsations de coupure.

V2
Le calcul de B consiste a rechercher les deux pulsations pour lesquelles A(Q)) = A’”%Z(QR).
On obtient I’expression de la bande passante B :
B=Q,—Q, =28 (IV.15)
A A
AITI&‘
Amax
V2
Qi Qr X Q

Figure IV.2 Amplitude A en fonction de () (bande passante)
I1V.3.4 Coefficient de qualité

Le coefficient de qualité est défini par le rapport de la pulsation propre wg a la largeur de

bande passante B.

0=—=— (IV.16)
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

IV.3.5 Excitation périodique
Soit une excitation périodique appliquée a un systéme amorti a un degré de liberté. L’équation
différentielle qui régit ce systéme s’écrit :

G+ 286G+ wiq = A(t) (Iv.17)

La fonction A(t) étant périodique, de période T, son développement de Fourier s’écrit :

a
A(t) = 70 + Z a, cos(nwt) + b, sin(nwt) (IV.18)
n=1

L’équation différentielle s’écrit alors :

a
G+ 28+ wiq= 70 + Z a, cos(nwt) + b, sin(nwt) (Iv.19)

n=1

La réponse permanente peut €tre calculée par :

a - a, cos(nwt + + b, sin(nwt +
a(0) = Oz+z n €0( ¢) + by sin( ) av. 20)
2w} ]

V(w3 —Q2) 2 + (26Q)2
IV.4 Impédance mécanique
Un systéme mécanique soumis a une force sinusoidale F(t) = Fycos(Qt), le point
d’application de cette force se déplace avec une vitesse v(t) = Vycos(Qt + @) .
L’impédance mécanique d’entrée du systéme mécanique, le rapport des amplitudes complexes
de la force F et de la vitesse v.
Zy =2 av.21)
v
IV.4.1 Impédances mécaniques
% Masse

La relation fondamentale de la dynamique s’€écrit :

F = dv V.22
=m— (Iv.22)
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

L’impédance complexe d’une masse est :

T
Zm = jmQ = mQe’2 (IV.23)
La force appliquée f appliquée au ressort s’exprime en fonction de 1’allongement par

F =kx (IV.24)
k : La constante de ressort

L’impédance complexe d’un ressort est donné par :

k k k _mx
—jg=ge (IV. 25)

7., =
< Amortisseur :

La force appliquée est reli¢e a la vitesse par :
F=av (IV.26)

On en déduit I’impédance complexe d’un amortisseur : Z, = «

1V.5 Exercices résolus

Exercice N°1 :

Un systéme mécanique est constitué¢ de masse m=0.5 kg et

d’amortisseur de coefficient de frottement & = 2 kg/s reli¢ a des K K
ressorts de méme constante de raideur K=20N/m. F(t
y l’ m (©

Le systéme est soumis a une excitation extérieure de mouvement

K
F(t) = Fycos(Qt).

i

1- Calculer la constante de raideur ¢quivalente Keg. K
2- Trouver I’¢énergie cinetique E, I’énergie potentielle E, et la A\Y

fonction de dissipation Ep.
3- Trouvez le Lagrangien puis [’équation du mouvement.
4- Trouvez sa solution en régime permanant (Préciser son amplitude A et sa phase o).
5- Donnez la condition de résonance et la pulsation de résonance ()p.

6- Donner la bande passante B pour un amortissement faible : § < w,
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

Solution N°1 :

1- la constante de raideur équivalente K :

% % Keql ch
y F(t) —_— yl_ m —IF(t) — %

yl— m —IF(t)
e Keq2 Ha H o

Keqr = K+ K = 2k

1 1+1 < K x K
= — = = =
Kegz K K eal TR 4K

N R

K 5K
Keq = Keq1+ Keqz = 2k+§=7

2- L’¢énergie cinétique E, I’énergie potentielle Ep, et la fonction de dissipation Ep :
5 . .. 1 2 1 )
= [’énergie cinétique: E. = EmV = E. = S my
= ]’énergie potentielle: Ep = Ep =K. y% = l(—) y? = ZKy?
: (Keq) 2 €q 2

» ]’énergie de dissipation : E = %a(ym)2 = %ayz
3- Le Lagrangien puis I’équation du mouvement :
Fonction de Lagrange: L=E.—Ep =L = %myz — %Ky2

Formalisme Lagrangien : Cl (%) dL__%,g

dt \ady 0y ay
aL_M_ﬁd(6L>_ .
ay Y T a\ay) — Y
oL 5K
dy 2 Y

66



Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

JEp .

ay Y
. 5 . . .5

my+§Ky= —ay+F = My+ay+§Ky= F

Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit sous la forme :

y+ %y + %y = %cos(ﬂt).

L’équation est de la forme : § + 28y + wiy = Aycos(Qt)

Par identification on trouve :

2w=20n5=2 2 -1
:—:) =
2m 2x05 °°
, 5K [100 .
woz—zwo = —=10rad.s~
Fo
Ay =—
" 'm

4- La solution de I’équation de mouvement en régime permanant :

y(t) = yp(t) = Acos(Qt — @)

Fo

L’amplitude est : A = Ao > A= m = fo

\/(mg—ﬂ.z) 24(260)2 J(mg—nz) 24(260)2 mJ(wg—nz) 24(260)2
La phase est donnée par : ¢ = Arctg (l-0)

() Fo (Qt Arct 200 >
yp(t) = cos — Arctg

my/ (w2 — Q%) 2 + (260)2 (w§ — Q?)
5- La condition de résonance et la pulsation de résonance () :
La pulsation de résonance est Q telle que : Z—;| 0 = 0= 0z =/ wj — 262

R

6- La bande passante B pour un amortissement faible : § < wq
Pour un amortissement faible § < wy:

chz(l)o—é\et chza)o+6,etB=QCZ—QC1=28.
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

Exercice N°2 :

Soit une masse ponctuel de masse m est soudée a

I’extrémité de la tige de masse négligeable et

de longueur 3L. Le point A de la tige tel que

OA = L, est reli¢ a un bati fixe par un amortisseur

de coefficient de frottement visqueux «.

Le point B de la tige tel que OB = 2L, est relié

a un bati fixe par ressort de raideur K. Le systéme

est soumis a une excitation extérieure de mouvement F(t) = Fycos(Qt).

1- Trouver I’énergie cinétique E, potentielle E, et la fonction de dissipation Ep (6<<1).

2- Etablir I’équation différentielle du mouvement en 0, déterminer les constantes &, wg et A,.

3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.

4- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance (1.

5- Représenté graphiquement la variation de I’amplitude A en fonction de Q.

6- Donner les pulsations de coupure Q¢ , {, et la bande passante B pour un amortissement

faible : § K wy.

7- Calculer Qp, B et le facteur de qualité Q si m=1 Kg, K=15 N/m, L=0.5 m, @=0.5 N.s/m,

g=10m.s™2.

Solution N°2:
1- L’¢énergie cinétiqueE,, 1’énergie potentielle E;, et la fonction de dissipation Ep :
= Energie cinétique :

1 .
Ec =Ecm = Elm/oeza Jm = m(SL)Z = 9ml?
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

1 . 9 .
E. = = (9mL?)6? = = mL?6?
2 2
* L’énergie potentielle Ep:
Ep = Epm) + Epx)

1 2
E, = mgh + EKXK

2
Faibles amplitudes 6 < = sinf = 6, cos® = /1 —sin?(0) ~ 1 — 67

Xg =X, = 2Lsin® = x = 2L6

02 3
h=3L(1—C059)$h=3L<1—1+7>:h=§L92

3 1 3
E, = EmgLe2 + E1(41]62 =>E, = EmgLe2 + 2KL*9?

1 2 2
E, = 5 (3mglL + 4KL?) 6

=  Fonction de dissipation Ep:

1 : 2 -2
Ep = Ea(Xa) =5 0%

Xqg =X; =Lsin0=>x=1L60
1 .

Ep == alL“6?

D 20(

2- L’équation différentielle de mouvement :
Fonction de Lagrange : L=E.,—Ep=> L = % mL262 —%( 3mgL + 4KL?) 62

Formalisme Lagrangien :

d (aL) oL_ 0By .-
w\38) "8~ "3 (Fext)
d(aL) 6L+6D_MF
at\a8) " a0 T 55 = M ext)
oL 2 d oL -
(—.)=9mL 0 :>—<—.)=9mL 8
00 dt\go
aL )
Fri —(3mgL + 4KL")6
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

OE .
—2 = aL%8

a6

M (F,y) = F.3L

9 mL?6 + al?6 + (3mgL + 4KL?)® = F,cos(Qt)3L

al? . N (3mgL + 4KL?) ~ 3F,L

0+ =
9ml2 9ml.2 9ml.2

cos(Qt)

Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit sous la forme :

é+aé+(g +4K>e— Fo Qt
9m 3mL  9m _3mLCOS( )

L’équation est de la forme : 6 + 266 + w36 = Aycos(Qt)

Par identification on trouve :

(04
20=— > §=——
om _ °” 18m
,__8 4K _ |8 4K
w°_3mL+9m:>w0_ 3mL+9m
Fo
A, =
° 7 3mL

3- La solution de I’équation de mouvement en régime permanant :

0(t) = 0p(t) = A(Q)cos(Qt — @)

_Fo_

L’amplitude est : A = Ao =>A= Sml = Fo
\/(wg—m) 24(26Q)2 \/(wg—m) 24(26Q)2 3mL\/(u)g—.O.2) 24(250)2
. o 280
La phase est donnée par : ¢ = +Arctg @0
Fo 260
0(t) = cos | Qt — Arctg ———=
(wy —02)

3mL\/(m§ —02) 2+ (260)2

4- La condition de résonnance :

dA(Q)

BT =0

0=0p

-La pulsation de résonance (), :
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

d Ay

d 2
G = =0=>d—Q[(oo%—QZ) +(260)%| = 0=
J(mg—ﬂ) + (26Q)2

—4Q[(w; — Q% —26%| =0 = Qz = /wg — 262

5- la variation de I’amplitude A en fonction de ()

AITHI\

. —0) =2 - _Fo ‘ SN

A(Q - O) o w3 - 3mLw} \\

Amax(Qp) = —Re = 0

maxi=“R 28 ,m(z]—é‘z 6mLSw \\\
\
Avec w = /w3 — 82 c’est la pseudo-pulsation / \
= Jim A(Q) =0 A0 \\_\
Or

6- Les pulsations de coupure Q¢ , Q, et la bande passante B pour un amortissement faible :
§ K wy:

Pour un amortissement faible § < wy:
ch zwo_é‘et QCZ z(,()()‘l‘é\,etB =‘Q‘CZ_QC1 =26
7- AN:

La pulsation de résonance () :

o 2

= f=—= =0,111s1
18m 18x1
4K 10 4x20 -
" Wy = £ + = 3,94 rad.s™!
3mL om 3X1x0.5 9x1

Qp = |w?—2682=,/3,942 —2x (0,111)%2 = 3,937 rad.s"!

La bande passante B :

= Qg ~wy— 8 ~394—0,111 ~ 3,829
" Qg ~wo+ 8 =394+ 0,111 =~ 4,051

B =Q¢, — Q¢, = 4,051 — 3,829 = 0,222

Le facteur de qualité est :

Wy 3,94

Q_%_2><0,111

=17,74=> Q=17,74
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

Exercice N°3 :

On considere le systeme mécanique représenté a la figure
ci-contre. La tige de masse négligeable et de longueur 2L

peut tourner autour de 1’articulation O dans le plan de la

figure. Le milieu de la tige (point b) est reli¢ a un bati par

un amortisseur de coefficient de frottement o et son

extrémité libre porte une masse m a laquelle est attaché un

ressort de raideur K. On applique une force extérieure

-

Fext = Focos(Qt) sur la masse ponctuelle m. Equilibre

1- montrer que I’équation différentielle du mouvement peut se mettre sous la forme :

0 + 286 + w20 = Aycos(Ot)

2- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase .

3- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance (1.
4- Représenté graphiquement la variation de I’amplitude A en fonction de Q.

5- Si on enléve I’amortisseur , que ce passe-t-il ?

Solution N°3 :

1- L’équation différentielle du mouvement :
= L’énergie cinétique E.:
1 .
Ec = Ecm = 3Jm/o0% Jm = m(2L)? = 4mlL?
1 .
E.= §(4mL2)92
* L’énergie potentielle E:
Ep = Epm) + Epx)
12
E, = mgh + > Kxg
2
Faibles amplitudes 6 < = sinf = 6, cos 0 = /1 —sin?(0) = 1 — 97

Xg = 2Lsin 0 = xx = 2L 6
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

2

0
h=2L(1—cose):>h=2L<1—1+7>:>h=L62

1 1
E, = mgLo? + §K4L292 = E, = 5 (2mgL + 4KL?) 62
= La fonction de dissipation Ep:

X, =Lsin0=>x, =L6

1 S 2 & 2
Ep =7 ake)” = S akg
1 .
Ep = = al?6?
D=5«

La Fonction de Lagrange : L = %(4mL2)92 - %( 2mglL + 4KL?) 62

Le Formalisme Lagrangien :

d (aL) oL 0Ep + M(F

dt aé ae - aé ( ext)

Ou:

d (0E, JEp 0Ep B

&(aé) PYYRFT = M(Fext)
0E . d /0L ..

( .C> = 4ml?0 = —(—.) = 4ml?%6
00 dt \9e

0Ep 5

% = (2mgL+ 4KL )6

0E )

“D_ 126

09

M (Fext) = 2LFycos(Qt)
4mL?6 + al?6 + ( 2mgL + 4KL?)6 = 2LF,cos(Qt)
Donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

0+ O(9+(g+K)e— Fo Qt
4m 2L m _2mLCOS( )

L’équation est de la forme : 0 + 280 + w30 = Aycos(Qt)

Par identification on trouve :

26=2 o 5=
" 4m " 8m
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

) +K g+K
=4 —> = | =4 —
®o 2L m ®o 2L m
Fo
A, =
7 2mL

2- la solution permanente de 1’équation du mouvement :

B(t) = 6p(t) = A(Q)cos(Qt — @)

Fo_
= AQ) = ZmL =
J(mg—ﬂz) 24(260)?

L’amplitude est : A(Q) = 2o

\/(mg—nz) 2+(260)2
Fo

2mLJ(m§—QZ) 24(280)2

. S _z280
La phase est donnée par : ¢ = Arctg @i-07)
o(t) fo ' (Qt Arctg —222 )
= sin —Arctg ———<
2mLy/ (w2 — 02) 2 + (260)2 (0§ — 0%)

3- La condition de résonnance :

dA(Q)
dQ

=0
Q=0g

-La pulsation de résonance (1 :

o ,
dQ| /(w2 — 02) 2 + (260)2]

—4Q[(w3 — 0% — 25621 =0 = Qp = /w2 — 252

4- la variation de I’amplitude A en fonction de () 1

= ;—Q[(wg —0%) %2+ (260)*]=0=>

Ao Fo
u = = —_—= Amax TN
A(Q=0) ol = ZmLa / N
_ Ao _ Fo \\_
Amax('QR) - ZSng—é‘z - amLéw // \.\‘\
— 2 s .
Avec w =/ w§ — 62 c’est la pseudo-pulsation / // \
- éim AQ) =0 A(0) \
5- Si on enléve I’amortisseur : Qr

6 =0= 0 = wg et A(Qg) = A(wy) = lim[ . ]:oo
_Q—)O)()

w3-02

L’amplitude t’envers I’infini , signifier le systéme se casse.
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Exercice N°4 :

Un systeme mécanique est constitu¢ d’une tige

de longueur 2L et de masse négligeable peut tourner autour
d’un axe passant par O dans le plan de la figure.une masse

ponctuelle m est soudée a I’extrémité de la tige.

Aux deux extrémités de cette tige. Sont ¢galement attachés

un ressort de raideur K et un amortisseur de coefficient de

frottement visqueux a.

Le systéme est soumis a une force extérieure Foy; = Fysin(Qt).

Lorsque la tige est écartée de sa position d’équilibre, le systeme effectue des oscillations de

faibles amplitudes.

1- Déterminer I’énergie cinétiqueE,, I’énergie potentielle Ej, et la fonction de dissipation Ep.

2- Calculer le moment de la force M.

3- Etablir I’équation différentielle du mouvement en 0, déterminer les constantes &, wg et A.

4- Trouver la solution permanente de 1’équation du mouvement (Préciser son amplitude A et
sa phase o).

5- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Q.

6- Pour 6 = 0, que ce passe-t-il ?

Solution N°4 :

1- L’énergie cinétique, potentiel et la fonction de dissipation :
= [’¢énergie cinétique E:
— 1 \2 — mI2

EC - ECm - E]m/oe s ]m/o = mL

1 .
E. = —mlL?6?
C 2m

= L’¢nergie potentielle Ep:

Ep = Epm) + Epx)
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12
Ep =mgh+§Kx

. : 62
il ~ — 200) ~
Faibles amplitudes 8 < = sinf = 0, cos 0 = /1 —sin?(6) = 1 >

x=Lsin0=>x=L6

62 Lo?
h=L({1—-cosf)>h=L 1—1+? :,hzT

E —1 K 1KLZG2 E —1 L + KL?) 62
p—zmg +E = p—z(mg + )

= La fonction de dissipation Ep:
Xq =Lsin0=>x, =x=1L60

1 1

ED = EO(().(O()Z = E(X)'(Z
1 .

Ep = = al“6?

D 20(

2- Le moment de la force :

M; = ||[Om'a F|| = F.d.sin(Om, F) = F.L.sin (g —0) =F.L.cos = F.L

3- L’équation du mouvement :
La Fonction de Lagrange : L = %mLzé2 — % ( mgL + KL?)6?2

Le Formalisme Lagrangien :

d (GL) oL 0Ep + M(F
dt\op/ a0 a6 (Fext)
d(aL)+aD aL_MF
dt\ap/ 96 06 (Fext)
JdL ) d /oL .
(—) =mL%0 = —(—) = mL28
00 dt\go
oL 5
%z—(mgL+KL )e
[5))) .
—_— = (XLZG
00

M (Fexr) = FoLsin(Qt)

mL?8 + aL?6 + (mgL + KL?)6 = F,Lsin(Qt)
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Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

Donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

6+—0 (K+g)e—F° in(Qt
m * m L/ mL sin(0)
L’équation est de la forme : 8 + 280 + w30 = A,ysin(Qt)

Par identification on trouve :

(04 (04
20=—= 6 =—
m 2m
g K g
wi=—+ L2 ®= [=+7
" mL

4- la solution permanente de 1’¢équation du mouvement :

0(t) = 6p(t) = A(Q)sin(Qt + @)

Fo
= A(Q) = mL =
J(mg—ﬂz) 24(260)2 mLJ(mg—QZ) 24(26Q)2

Ao Fo

L’amplitude est : A(Q)) =
\/(wg—m) 2+(260)2

La phase est donnée par : ¢ = —Arctg——
(wo_ﬂ )

F, , 260
yp(t) = sin| Qt — Arctg ————
(wy — Q2)
mL\/(w(z) —02) 2 + (26Q)2 0

5- la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Qp:
= La condition de résonnance :

dA(Q)

a0 =0

Q=0

= La pulsation de résonance Qp :

d Ao

_oo 0% 2 _
. = _O:E[(m% 0% "+ (260)?| = 0=
J(wg—ﬂ) + (260)?

—4Q[(w} — Q% —26%] =0 = Qp = /wg — 262

6-Pourd = 0= Qg = wy = Apax(Qr) = © = le systéme se casse.

77



Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

Exercice N°5 :

Dans le systéme ci-contre, un disque homogene de masse

M et de rayon R peut tourner librement avec un angle 0

autour de son axe fixe. La masse m sur le plan horizontal

a
T
-4

est reliée a un amortisseur de coefficient a et au disque

Y7177 e777777ies

ARERRRRRRRRRRRRRRRNNS

par un fil inextensible et non glissant. A 1’équilibre le ressort s
X
était non déformé. Une excitation sinusoidale F(t) = F,cosQt

est appliquée sur la masse m. Le moment d’inertie du disque autour de son

axe est : J =% MRZ2.
1- Trouver I’énergie cinétiqueE, 1’¢nergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep

en fonction de la variable x.

2- Trouver le Lagrangien et déduire 1’équation du mouvement.

3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.
4- Déduire la pulsation de résonance Qp et donner le facteur de qualité Q du systéme
faiblement amorti.

5- Représenté graphiquement la variation de I’amplitude A en fonction de ().

Solution N°5 :

1- L’¢nergie cinétiqueE, I”énergie potentielle E, et 1a fonction de dissipation Ep en fonction
de la variable x :
= L’énergie cinétiqueE. :

Ec=Emnm+Ecm

1 .2 1
EC=§]/09 + Z M

x=R0O=x%=R0

1/1 . 1 1/1 . 1
——(ZMR2)82 &+ Zmw2 = —[ZMR2A2 2
EC—2<2MR>9 +2mx 2(ZMR6>+2mX
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1/1 5
ECZE<EM+m)X

= L’¢nergie potentielle Ep:

1 2 1 2
Ep = EP(K) :EKXK = EKX

=  L’énergie de dissipation Ep:

1 . ) 1 5
ED:E(X(X(X) ZE(XX

2- Le Lagrangien est :

1/1 L1
L=EC—EP=§<§M+m)x —EKX

Le Formalisme Lagrangien :

d(aL) oL aED+F

dt\ax) ox = 9%

ou

d (dE.\ 0Ep 0Ep

&(ax) % Tax ¢

(59) = GM+m)x=5(5) = (GM+m)s
ox) 2 TM)XF ik ) T2 Tm)x
OEp

E—O(X

9Ep

E—KX

M
<m+7)§i+0()'(+KX=F

donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

a K Fo
X + X = cost
mr> Mmr3 mT3

X+

L’équation différentielle de systéme est de la forme : 8 + 260 + w26 = A,cos(Qt)

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 6 :
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a o
= 6

m+% M + 2m

26 =

La pulsation propre w, :

,__K K
m+% m+%
Fo
A0= M
m+7

3- La solution permanente de 1’équation du mouvement :

x(t) = xp(t) = A(Q)cos(Qt + )

Fo
M
L’amplitude est : A(Q) = 2o = AQ) = n =
\/(wﬁ—ﬂz) 2+(260)2 J(w%—ﬂz) 24(26Q)2

Fo
(m+3) J(w%—ﬂz) 24(260)2
La phase est donnée par : ¢ = —Arctg -

® o (m arceg—220 )
Xy = cos —Arctg ———<
M 2 _ .QZ
(m + 7) V(w2 —02) 2+ (26Q)2 (wp )

4- La pulsation de résonance est (1 telle que : %| geqn 0 = Qg = wi — 262

Le facteur de qualité Q: Q = ‘;_g

5- La variation de I’amplitude A en fonction de Q :

Aser S—
N\
A F \
= AQ=0)=2=_To // \
( ) 0)(2) (m+%)m% / ‘.\}
A F
Amax(Qg) = ° = 2(m+&)5w //
26 |w2-52 2 // \
Avec w = /w3 — 62 c’est la pseudo-pulsation  A® \
- lim 4@ =0 o )
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Exercice N°6 :

Soit un disque de masse négligeable enroulé par un fil

inextensible et non glissant, comme le montre la figure ci-
contre , On admet que les frottements existent, la masse

m, effectue des oscillations forcées sous I’effet d’une force

sinusoidale : F(t) = FycosQt.

On donne le moment d’inertie ] o = %MRZ.

1- Etablir I’équation différentielle du mouvement en fonction
de variable 6.

2- Donner sa solution en régime permanent.

3- Quelle est la fréquence de résonance pour que le module de I’amplitude soit maximum.

4- Donner les pulsations de coupure ()¢ , (¢, et la bande passante B pour un amortissement
faible : § K w,.

5- Calculer la pulsation de résonance (1 , la bande passante B et le facteur de qualité Q
si:my = 2kg,m, = 1kg, K=10N/meta = 0.1 N.s/m

6- Pour 6§ = 0, que ce passe-t-il ?

Solution N°6

1- I’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 0:

= [’¢nergie cinétique E. :
Ec =Ecm, + Ecm,

I
E. = Emlx + Emzx

x=RO=>x%x=RH

1 . 1 .
E. = EmlRZGZ + EmZRZBZ

E =1(m + m,)R?62
C 2 1 2

» L’¢nergie potentielle Ep:
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Ep = Ep) + Epm,) + Ep(m,)

1
Ep = EKXZ + m; gx — m,gx

1
Ep = EKRZOZ + m;gRO — m,gRO
La condition d’équilibre élimine tous les termes linéaires

1
Ep = 5 KR?6?

= ]a fonction de dissipation Ep :

1 ,. 2 1.
EDzza(Xa) = 5 oX?

1 .
ED:E(XRZGZ

Le Lagrangien est :
1 . 1
L=E.—Ep = E(ml + m,)R%6% — EKRZG2

Formalisme Lagrangien :

d (GL) oL 0Ep LR
dt\gp/ a6 96
d (6L)+6D aL_F
dt\gd/ 98 a0
oL ) d /0L .
<%) = (m; + my)R*6 = a(%) = (m; + m,)R?6
oL = —KR?%0
90
aD )
—_ = (XRZG
a0

Foxt = FocosQt
(m; + m,)R?0 + aR?6 + KR?0 = F,cosQt
donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

a . K
0+ 0=
(m; + mjy) (m; + mjy) (m; + m;)R?

0+ cos(Qt)

82



Chapitre IV Oscillation forcées des systémes a un degré de liberté

L’équation est de la forme : 6 + 286 + w30 = Aysin(Qt)

Par identification on trouve :

= a4 = 0= 4
~ (m; +my) ~ 2(my +my)

5 K R K
W =—— Wy = [————
0 (m; + my) 0 (m; + m;)

~ (m; + m,)R?

28

Ao

3- La solution permanente de I’équation du mouvement :

B(t) = 0p(t) = A(Q)cos(Qt + @)

Fo

= A(.Q.) — (m1+my)R2 —
J(mg—gz) 24+(280)2

Ao

L’amplitude est : A()) =
J(m%—ﬂz) 2+(260)2

Fo

(m1+m2)R2\/(w(2)—Q2) 24(260)2

269

La phase est donnée par : ¢ = —Arctg w2-09)
F, . 260
6(t) = sin| Ot — Arctg —5——<
(m; + my)R2,/ (w2 — 02) 2 + (26Q)2 (w5 —Q2)

3- La fréquence de résonance pour que le module de I’amplitude soit maximum :

L’amplitude A(Q) est maximale si :

dA(Q) .\

dQ 1o=qz
La pulsation ou la fréquence de résonance (p, :

d Ao d
— —[(w2 - Q2) 2+ (260)%] = 0
dﬂlJ(wg—92)2+(z59)Zl Za' )T @=0=

—4Q[(02 — 02 —252]=0 = Qp = /mg — 2682

4- Les pulsations de coupure (¢, , (¢, et la bande passante B pour un amortissement

faible : § K w,.
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Pour un amortissement faible § < wy:
ch z(,l.)o_6et QCZ %a)0+6,etB =‘Q‘C2_‘Q‘C1 =26
7- La pulsation de résonance () , la bande passante B et le facteur de qualité Q :

La pulsation de résonance () :

- _ 04 _ 0.3 _ -1
6= 2(m;+m,)  2X(1+0,5) 01s

K 15 _
" g = = =6 rad.s™?!
(mq+my) 1+0.5

Qp = w3 —262=.62 —2x(0,1)2=599rad.s™!

La bande passante B :
" QO ®wy— 6 ~599—-0,1~5,89
" Q¢ ®wo+6~599+0,1= 6,09

B =Qc, —Qc, = 6,09 —5.89 = 0,2

Le facteur de qualité est :

Wy 6
286 2x0,1

Q =30= Q=230

7-Pourd = 0= Qp = wy = Apax(Qg) = 0 = le systéme se casse.

IV.6 Exercices supplémentaires

Exercice N°1 :

F(t)
Le systéme de la figure ci-contre est constitu¢ d’une |i|l- K
L
masse M attachée a un amortisseur de coefficient YVA
, . ) . L
d’amortissement visqueux « et a deux ressorts : X

le premier de masse négligeable et de constante de raideur 2K, le deuxi¢me de masse m et de
constante de raideur K. On applique a la masse m une force F(t) = FysinQt.
1- Donner I’énergie cinétiqueE, I’énergie potentielle Ej, et la fonction de dissipation Ep.
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2- Ecrire I’équation différentielle du mouvement, ainsi les constantes §, wg et Ag.

3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.

4- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Q.
5- Donner la bande passante B pour un amortissement faible : § < w,

Exercice N°2 :

On considere Le systéme mécanique représenté a la figure

ci-contre. La tige de longueur 2L et de masse négligeable
(peut tourner autour de I’articulation O).
Le milieu de la tige (point b) est relié a un bati par un

ressort de raideur K et sont extrémité libre porte une masse

m a laquelle est attaché un amortisseur de coefficient de i m
. , @ F©
frottement visqueux a. Le systéme est soumis a une
1
excitation extérieure de mouvement F(t) = Fysin(Qt). Equilibre

1- Trouver 1’énergie cinétique E., I’énergie potentielleE,. et la fonction de dissipation Ep.

2- Trouver le Lagrangien puis 1’équation du mouvement et les constantes §, wg et Ay.

3- Trouver la solution permanente de 1’équation du mouvement (Préciser son amplitude A et
sa phase o).

4- Déduire la pulsation de résonance (.

5- Représenté graphiquement la variation de I’amplitude A en fonction de ().

6- Donner les pulsations de coupure Q¢ , {, et la bande passante B pour un amortissement
faible : § K w,.

7- Calculer Qg, B et le facteur de qualité Q si m=0.5 Kg, K=50 N/m, L=0.5 m, a=0.2 N.s/m,

g=10m.s 72
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Exercice N°3

La figure ci-contre représente un systéme mécanique
faiblement amorti formé d’une masse m a I’extrémité
d’une tige de masse négligeable est attaché a

un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a.

Le point A de la tige est relié a un bati par un ressort de

raideur K, et aussi le point B est relié¢ a un bati par un

ressort de raideur K. Avec (OA=AB=BC=L/3)

On applique a la masse m une force F(t) = FysinQt

1- Etablir I’équation différentielle du mouvement en 0.
2- déterminer les constantes 8, wg et Ag.
3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.

4- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance (1.
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