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Matiere : Equations Aux Dérivées Partielles
Dimanche 28/04/2025 - Durée : 1 h et 30 m
Examen Partiel N°1

Exercice 1 :
Soient R > 0 et g(#) une fonction réelle 27 périodique et continue. On consideére le probléme suivant,
(r,0) désignant les coordonnées polaires :

{ Uy + LU, + gy = 0, sur D(O, R), P)

uw(R,0) = g(0), sur C(O, R).

1. En utilisant le théoréme des valeur moyenne sur dD(0, R) = C'(0, R) pour les fonctions harmo-
nique, montre que u(0,0) = 1 pour g(f) = 14 3sin(26) et R = /2.

2. La solution de (P) est donnée par la méthode de séparation des variables par :

+oo

u(r,0) =>_ (;%)n (ay, cos(nf) + by, sin(nf)) .

n=0
Ecrire les coefficients a,, et b, et en déduire que,

1 2 2 _ .2
u(r,0) = — Ro—r

d
2w Jo R? —2Rrcos(f — «) + 7"29<a) “

3. Soit G(r,7’,0,) la fonction de Green pour le laplacien (en coordonnées polaires) relative au
disque de centre O(0,0) et de rayon R, D(O,R) C R?. Déduire des questions précédentes

expression explicite de
0G(r, R, 0, «)

or'

Exercice 2 :
On considere les deux le probleme de Cauchy suivants :

Uy — Qg =+ 1, 2 €ER >0
u(z,0) = u(x,0) =0 (CIH).

Utt—4umx:O, xGR,t>0
u(z,0) = e, u(z,0) =1 (CINH).
1. De quel type sont ces deux problémes et que représente chacun deux ?.

2. En utilise la formule de D’Alembert donner la solution du problem suivant :

Uy —4U,, =0, 2 € Rt >0
{ tt X (PDH)

U(z,0,s) =0, Uyx,0,s) =x+s (CIH).

ou’ s est une paramétré réel positive, et en déduire celle du probléme (Pyg)
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3. Ecrire la solution du probléeme (Dnp), et en déduire celle du probléme

4 —
{ m Upeg =T +t, x €ER,E>0 (Paw)

u(z,0) = e, u(z,0) = 1 (CINH).

Exercice 3 :
On considéré le probleme suivante :

Up — Uge =2, 0<z<1,t>0
u(0,t) =1, u(1,t) =0, t > 0 (CL) (S)
u(z,0)=0,0<z <1 (CI)

1. Déterminer une fonction u, indépendante de ¢ solution de (S).

2. On pose v(z,t) = u(z,t) — uo .

— Monter que v(z,t) est alors solution du probléme auxiliaire suivante :

Vi — Ve =0, 0<2z<1,t>0
0(0,4) = 1, v(1,£) = 0, £ > 0 (CL) (So)
v(z,0)=22—-1,0<z <1 (CI)

— Résoudre le probleme (Sp) par la méthode de séparation de variables et en déduire u(z, 1)
solution de(S).
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Matiere : Equations Aux Dérivées Partielles - Examen Partiel N°2
Dimanche 30/04/2025 - Durée : 01 h

Exercice 1 :
(7 pts) Soit le probleme de la chaleur suivant :

Uy — 2um—h(q:,t), O<z<1,t>0
(H) u(z,0) = f(z), 0<z<1
(O t)=0=wu(l,t),t>0
1. Résoudre le probléeme (7—[’}) pour h =0 et f(x) = sin(mz).

2. On prend h(z,t) = e 'sin(rx) et f = 0.
— Déterminer une solution de (H?) sous la forme wu(x,t) = Cte 'sin(mz), ou C est une
constante réelle.
3. En déduire la solution de (H’}) pour h(z,t) = e 'sin(rz) et f(x) = sin(nz).
Exercice 2 :
Soit D(0,2) := {(z,y) € R? : * + y? < 4} et on note dD(0,2) par S(0,2) le cercle de centre O(0,0)
et de rayon r = 2.
Considérer le probleme de Neumann (BVP) :

Au = 0, sur D(0,2)

(BYP) { Su(x,y) = ax® + Bz +~, pour (z,y) € S(0,2)

avec «, 3 et v sont des nombres réels.
— Si le (BVP) admit une solution u € C?(D(0,2)) N C*(S(0,2)), alors trouvée une relation entre
les nombres réels «, 5 et v qui doit étre satisfaits.
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