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Module : Equations de la Physique Mathéematique - Examen Partiel
Dimanche 08/12/2024 - Durée : 1 h et 30 m

Corrigé : Suijet 1

Exercice 1 :
1. Résolvons le systeme différentiel suivant :

2dx dy dz
x+2 Y Z

La premiere équation nous donne

/ 2dx _/dy
z+2 J oy
D’ou

In(z +2)? =In|\y|, A € R* (Ipt)

et par suite

2 2
@+ (0, 5pt)
Y
Une intégrale premiere est
2 2
Ulz,y,2) = M, r>-2, y>0. (0,5pt)
)

De la deuxieme équation, en procédant de la méme maniere, nous obtenons la deuxieme
intégrale premiere :

Vi(z,y,z) = ; y>0, z>0. (2pt)

Ces deux intégrales premieres sont fonctionnellement indépendantes, en effet

DUV 2(z+2) _ (z+2)? 9 9
Mf y v :M¢0...(1pt)
D(z,y) 0 — Y
dans un ouvert de R?, par exemple dans = |—2, +oo[ x R% x R*. Les solutions du systéme

donné sont les courbes 7, intersection des surfaces d’équations U(z,y, z) = a et V(z,y,z) = b.
(0,5pt) ou La forme implicite est donnée par

(2,9,2)) = F(U(x,y,2),V(z,y,2)) = C

ou F est une fonction quelconque 2. Déterminons I'équation du graphe de la solution de 'EDP
suivante :
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0z 0z
(x+2)%+2ya—y =2z

passant par la courbe initiale ( v ) définie par :

$0:—1,y02872’0:\/§, s2>0

Le systéme caractéristique associé a ’'EDP est

dx dy dz
=—=— (0,5pt
r+2 2y 2z (0, 5p1)
qui est équivalent au systeme
2dr dy  dz

T+2 g z

déja résolu. La solution de 'EDP est donnée implicitement par la formule

F (M Z) —0. (0,5pt)
y Y

Par le théoreme des fonctions implicites, il existe une fonction d’une seule variable, de classe

C' sur R% telle que
z x+2)?
Y Y

Ainsi les solutions de 'EDP sont :

(v +2)°

z(z,y) = yp ( ;

) . (0,5pt)

Déterminons la solution dont le graphe passe par la courbe (7) définie par

xoz—l,yozs,zoz\/g, s>0

On a z(xg,yo) = 20 d'out z2(—1,s) = /s. En portant dans l'expression de la fonction z nous
obtenons

Vs = sp (i) , (0, 5pt)

D’ou

B3

Posons 7 = 1/s alors (1) = /7, (0, 5pt) et la solution cherchée est
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2(z,y) =y <(I 22)2>

(x+2)?
Y
2(z,y) = (x +2)y/y;2 > =2,y > 0. (Ipt)

Auter Méthoud :Introduisons un nouveau parametre dans le systeme caractéristique.

)

2d d d
v :ﬁzi:dt...(o_@t)
x+2 Y z
Il en découle
o =dt In(z+2)=t+a r = Ae' —2
W—9dt V=< Iny=2t+b = { y = Be* -+ (1pt)
%Zth Inz=2t+c 2z = (Ce*

z

Déterminons les constantes A, B et C. Pourt =0onaxz=—-1dou—-1=A—-2et A=1.
On a y(0) = s d’ou B = s. De méme z(t) = /s donne C' = /s. La solution de 'EDP dont le
graphe passe par la courbe ( 7 ) est définie par

r=¢e" —2
y=se**  (0.5pt)

7 = /se

Eliminons le parameétres s et ¢ :
On a
eh=x+2

d’ou
y=s(x+2)? z=+vs@+27? (Ipt)

y y
y=slrta) s s = oy :ﬁ:x{Q

En portant dans I’expression de z, nous obtenons

z=/s(z+2)*= VY

22
x+2(x+ )

i.e.

2(e,y) = (a +2)y/5.(1pt)
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Exercice 2 :
Soit n un entier naturel non nul. On considére 'EDP d’ordre 2 suivante :

2@ . an@ — ny2n71@
0x? 0y? dy
1. Type I'équation ( E ). (3 x 1pt)-Le discriminant de 1’équation est

(n—1)

A = 4(n — 1)%y*.

- Ainsi si n = 1, A = 0 est I’équation est parabolique.
-Sin>2ety+#0,A >0 et 'équation est hyperbolique en dehors de 'axe des abscisses.
2. Pour n = 1 I’équation (F£) s’écrit :

e _ 0u
y@yQ ~ Oy
*u  Ou 0 [ Ou
g 5y =0 gy (V) =0 X
D’ou
ou
y@ = C()

Ou C est une fonction d’une seule variable (ne dépendant que de z ). L’équation (1) peut-étre
regardée comme étant une EDO d’ordre 1 :

V== G = = du= Sy = ulay) = Cla) gl + K(a) (19t
Ou K est une fonction d’une seule variable.
3. Pourn > 2 en posant X = z+y' et Y = z—y'™" I'équation ( F') se ramene a I'équation
( F') suivante :

Pu 0
0XoYy
Résolution de I'équation (F) :
0*u d [ ou du
axay ~ 7 ax (ay) =0= 5y =40 4p0)

ou’ A est une fonction d’une seule variable ne dépendant que de y.

g;ﬁ = A(Y) = u(X,Y) = B(Y)+ D(X) (ipt)

Avec B une primitive de A et D est une fonction de X. Les fonctions B et D sont de classe
C?. Les solutions u de I’équation ( E ) pour n > 2 sont données par :
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u(z,y) =B (x - yl_"> +D (1’ + yl_”) (1pt)

Corrigé : Suijet 2
Exercice 1 :
( 6.5 pts ) Soit le systeme différentiel suivant :

de dy dz
L_N_Z )

yz Tz Ty

De la premiere équation

d d d d 1 1
& —yé—x:—yéxdx:ydyéfmj:fyz—kc
Yz  xz Y T 2 2

D’ott 22 — y* = C. Une premiere intégrale premiere est u(z,y,z) = 22 — y?. De la méme

maniere, de la deuxiéme équation nous avons la deuxiéme intégrale premiere, v(z,y,z) =

y? — 2%, (2 x 1pt) Remarquons que

D(u,v) |2z —2y
D(,y) | 0 2

Donc u et v sont fonctionnellement indépendantes dans au moins un ouvert de R?, par exemple
Q=] 0, 4+00[x]0, +oo[xR. (0, 5pt)

Les solutions du systéme donné sont les courbes ( 745 ) intersection des surfaces de R d’équa-
tions 22 —y*> =a, y?>—22=0b. (0,5pt)

2. Solutions de 'EDP suivante

| = 4zy.(0, bpt)

Le systeme caractéristique de cette EDP d’inconnue z est

d d d
W (0,5p)
yz Tz ay

ayant, d’apres la premiere question, pour intégrales premieres u et v. Les solutions de 'EDP
sont données implicitement par

F(U(I7y7 Z)7 U(l’,y72’>> =0ie F (CEQ - y27y2 - Z2) = 07 (075pt)

oll F' est une fonction de deux variables de classe C*. Il existe alors une fonction ¢ de classe
C! telle que y* — 22 = p (22 — y?). D’ott 'en tire

Pw,y) =y = (¢ —y*) - (0,5pt)

3. Déterminons les solutions z dont le graphe contient le point A(v/2,1,v/2). A est un point
du graphe de z & V2 =1- ® <\/§2 - 1) < (1) = —1. Les solutions z dont le graphe
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contient le point A sont les fonctions z pour lesquelles p(1) = —1. (1 pt) Exemples (1 pt) :
Pour ¢(t) = —t, nous obtenons

Payy) =y* +a® —y’ =2’

Pour ¢(t) = cos(t), nous obtenons

22(z,y) = y* — cos (7? (x2 - y2>)

Exercice 2 :
( 7 pts ) On considere le probleme de Cauchy suivant

ou ou __
{ o ~Woy = ()
u(0,y) = y°.

1) Une courbe caractéristique associé a ( £y ) est une solution de son systéme caracatéristique
(S) (0.5pts)

dr = —@, dz=10
Y

2) Le probleme de Cauchy est posé sur la courbe C; = {(z,y) € R?* z = 0} (I’axe des ordon-
nées) : (1pts)
a) Si la courbe (Cy) n’est pas caractéristique, le probleme ( E; ) admet une solution unique.
b) Si la courbe (C;) est une courbe caractéristique, le probleme ( E; ) peut ne pas avoir de
solution ou il peut en avoir une infinité.
3)On définit les caractéristiques comme des courbes R? données par (z.(s), y.(s)). Les équa-
tions qui satisfassent (z.(s),y.(s)) sont

#(s) =1
yr(s) = —xc(8)ye(s), ... (1pts)
2 (s) =0.

4) Déterminons les courbes caractéristiques de ( E; ).
Intégrons 1’équation

d d 1
dx:——yﬁxdm:——yﬁff—klny:c
Ty Y 2
Ceci donne
yeT =K..., KecR.. (Ipts)

une intégrale premiere. Comme l’équation est linéaire homogene, I'équation cartésienne des
courbes caractéristiques est

yxk = Ke™ 7, K € R.
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eqt

B(0; }-‘1) le pont d'intersection de Courbe de Cauchy

Courbe de Cauchy
CI ={xy ER*R|x=0} P » et La caractéristique passant par le point A
(L'axe des ordonnés) \\ e

AN

V- - la caractéristique passant par le point A

a2
Sur la courbe de Cauchy ulCl =Y | et coupe la courbe de Cauchy au point B (x;=0, v;)

- - A(IU :}_0.)

x2

(M) :yk=ke 2

Courbes
caractéristique

Courbe de Cauchy C, ={x,y ER*R[y=0}
(L'axe des abscisses)
sur les courbes (k) , u=C'

FIGURE 1 — les courbes caractéristiques
Pour tracer cette courbe, on trace la graphe des fonctions (0.5pts)

yk = Ke~ 7, K e R

5)Démontrons que la solution de (Ej) est constante le long (z.(s),y.(s)). Le long des caracté-
ristiques, la solution vérifie

ou o

= g (Tels) Ue(8)) = els)yels) g (we(5), we(s)) = 0. (1pts)

ce qui implique que les solutions sont constantes le long des caractéristiques.

6)Résolvons (E)) si c’est possible : Comme la courbe (C) n’est pas caractéristique et comme
toutes les caractéristiques coupent la courbe (C}), le probleme (F;) admet une solution unique.
Soit. A(x,yo) un point du plan correspondant a s = sg. Soit (2.(s);y.(s)) la caractéristique
passant par ce point et coupe la courbe de Cauchy au B(xy, ;) avec x; = 0, alors on obtient

IQ
ywe?r =K,
Yy = K*
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=3

ce qui implique que y; = yoe=z . Comme la solution est constante le long de (z.(s);y.(s)), il

en resulte qu

8
“‘ow

w (2(5),5(5)) = u (@0, 50) = (0, 31) = (Oy

) =y 60$0

On obtient donc pour tout (z,y) € R?.

u(,y) =y
7)Le probleme de Cauchy suivant
ou
ox LEy 8y =0

n’admet pas de solution d’aprés le théoreme d’existence et d’unicité car il es posé sur un
caractéristique

Exercice 3 :
On considere 'EDP d’ordre 2 suivante :

62:0@ oyt D?u N , 0% —x@— u
0x? Y 0xdy Y oy? oy Yor

1. Type de cette EDP : Calculons son discriminant

A = (ye¥)® — e*y? = 0.(1pt)

L’EDP est donc parabolique. (1 pt)
2. La forme standard des EDP paraboliques d’ordre 2 est :

0*u :F<0u ou

9*u ou Ou

ox2 ~ T \ox oy’ “XY>'(lpt)

3. Déterminons ses courbes caractéristiques : Ses courbes caractéristiques sont solutions de
I’EDO suivante,

dy\’ d
s 2ye”—= +y? = 0.(1pt
<dx> +2yet oty 0.(1pt)

Cette EDO s’écrit sous la forme

dy 2
T = =0
(i)

Donc
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dy
= = 0(0, bpt
e* Ty =0(0,5pt)
d d
e 4 y=0= Yo —emdr = In ly| = e " + k(0, 5pt)
dx Y
D’ou

y = Cexp (e‘x) - (0, 5pt)

Il y a une seule famille de courbes caractéristiques :

W(w,y) =yexp (=) (0,5pt)
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