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Section 1

Objectif




Objectif

A la fin de cette séquence, I’étudiant sera capable de :

m Identifier, formuler et résoudre une équation aux dérivées partielles linéaire par la
méthode de séparation des variables, en reconnaissant les types d’EDP adaptés a
cette méthode.

m Décomposant la solution en produits de fonctions d’une seule variable,appliquant
les conditions aux limites pour obtenir les constantes.

m interprétant la solution obtenue dans son contexte physique ou mathématique.
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Section 2

Résumé
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Résumé

Orientation : Une équation aux dérivées partielles peut admettre des solutions particu-
liéres qui sont des produits de fonctions d’une variable. Si 1’équation est linéaire, une
somme de telles solutions particuliéres est encore une solution. De cette maniéere on
peut résoudre un certain nombre de problémes intéressants mais la vraie portée de la
méthode n’est réalisée que lorsque I’on utilise des sommes infinies des ces solutions
particuliéres. Cet aspect sera exploré plus tard, notamment dans I’atude des séries de
Fourier.

A titre d’exemple, on va traiter un probléme concernant 1’équation de la chaleur en
détail. D’autres application de la méthode seront présentées plus briévement.

Mots clés :Forme séparable ; Condition aux limites ; Condition initiale ; Séries de
Fourier et coefficients de Fourier...
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Section 3

I’équation de la chaleur
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I’équation de la chaleur

Situation du probleme

On décrit maintenant la méthode de séparation des variables et examine les conditions
d’applicabilité de la méthode aux problemes qui impliquent des EDPs de second ordre
de deux variables indépendantes. On considére donc le probléme aux limites dont
I’inconnue u(x, f) posé sur un domaine de la forme / X J, ou I et J sont des intervalles de
Rtelsquel = [a,b] , —0 <a < b < +co.

L(ulx, 1) =hx1, @1)elxd,
u(x,0) = f(x), x eI, Condition initiale (&)
Condition aux limites,
avec L (u(x, 1)) est une opérateur linéaire Défini comme la suivante
8u 2u ou
L (u(x, 1) = ap (X) +h1 (t) ) (X) +bz (t) +(az () + b3 (1)) u(x, 1) = h(x, 1),

ou a by, az, by, as, bz, h(x, 1), et f(x) sont des fonctions données.
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I’équation de la chaleur I

Condition aux limites :
On distingue différents types de conditions aux limites (C.L)
Conditions de Dirichlet : u est fixée sur le bord de domaine Q c R" s’exprime par :

u(x) = f(x), VxeFrQ)

ou fi est une fonction connue définie sur la frontiere Fr(Q). la condition aux limites de
Dirichlet sur I’intervalle / s’exprime par :

u(a, 1) = u(b,t) = 0. 3.1)

Conditions de Neumann : La dérivée normale de u fixé sur le bord de domaine Q c R”
s’exprime par :

a—bi =fH(x), VYxeFr(Q)
on
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’équation de la chaleur II

ol fi est une fonction scalaire connue définie sur la limite Fr(Q) et 77 est le vecteur
normal a la frontiere Fr(€2). La dérivée normale dans le membre de gauche de 1’équation,
est définie par :

0 -
a—li(x) = grad u(x) - 7i(x). La condition aux limites de Neumann sur I’intervalle I s’ex-
i

prime par :
u(a,t) = u(b,1) = 0. (3.2)

Conditions de Robin : une condition aux limites de Robin (ou de troisieme type) est
un type de condition aux limites portant le nom du mathématicien frangais Victor
Gustave Robin (1855-1897), qui a travaillé dans le domaine de la thermodynamique.
Elle est également appelée condition aux limites de Fourier. Imposée a une équation
différentielle ordinaire ou a une équation aux dérivées partielles, il s’agit d’une relation
linéaire entre les valeurs de la fonction et les valeurs de la dérivée de la fonction sur le
bord du domaine.

Une condition aux limites de Robin est une combinaison pondérée d’une condition aux
limites de Dirichlet et d’une condition aux limites de Neumann. Ceci contraste avec la
condition aux limites mélée, constituée de conditions aux limites de types diflgrept:

imposées chacune sur une partie du bord du domaine. La condition aux limites g ‘
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L’équation de la chaleur II1

est aussi appelée condition d’impédance, en raison de son rdle dans les problemes
d’électromagnétisme. La condition aux limites de Robin est de la forme :
au+b— =g sur Fr(€Q2) ou a, b et g sont des fonctions définies sur Fr(€2).

on
En dimension un, si, par exemple, sur [0, 1], la condition aux limites de Robin s’écrit :

(3.3)

au(0,1) — bu,(0,1) = g(0)
au(l,t) + bu,(1,1) = g(1).

Remarquons que le signe devant le terme dérivé change selon la partie du bord consi-
dérée : la raison est que le vecteur normal a [0, 1] au point O pointe vers la direction
négative (gauche), tandis qu’en 1 ce vecteur pointe vers les positifs.
La condition aux limites de Robin est souvent utilisée dans la résolution des problemes
de Sturm-Liouville.

ci(@u(a, t) + co(x)u(b,t) = 0.
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I’équation de la chaleur I

Condition aux limites :

Une condition aux limites mélée ou mixte : pour une équation aux dérivées partielles

définit un probleme aux limites dans lequel la solution de 1’équation donnée doit
satisfaire différentes conditions aux limites sur des parties disjointes de la frontiere du
domaine ou la condition est énoncée. Précisément, dans un probléme aux limites mixtes,
la solution doit satisfaire une condition limite de Dirichlet ou de Neumann de maniere
mutuellement exclusive sur des parties disjointes de la frontiere.
Par exemple, étant donné une solution « a une équation aux dérivées partielles sur un
domaine() de frontiere Fr(Q2), on dit qu’elle satisfait une condition limite mixte si,
constituée Fr(Q) de deux parties disjointes, I'; et I';, telles que Fr(QQ) =T’y U T, u
vérifie les équations suivantes :

ou
6_n|r‘ =g, ulr, =1ug

Condition aux limites dynamique : une condition aux limites dynamique correspond a
une combinaison linéaire entre la dérivée temporelle et la dérivée spatiale de la solution
d’une équation aux dérivées partielles aux bords du domaine d’étude, la condit
limites dynamique s’écrit dans sa forme générale
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’équation de la chaleur II

a(x, t)% + 6_11 = h(x, 1) pour tout x € Fr(Q2) et >0
ot on
pour tout
ol le coeflicient a désigne une fonction dépendant des variables x et t. Lorsque a > 0,
on dit que la condition est dissipative.
Ce type de condition correspond a une interpolation entre la condition aux limites

de Neumann (en prenant a = 0) et la condition aux limites de Dirichlet (en divisant

) ou u . P
I’équation aa + Fria h par a et en faisant tendre a vers I’infini).
il

De telles conditions se rencontrent dans des problemes modélisant une répartition de la
chaleur dans un milieu dont le bord est entouré par une tres fine paroi possédant une
grande conductivité. Dans ce cas, si I’on note a la conductivité de la paroi, la condition
modélisant le phénomene est alors une condition aux limites dynamique s’écrivant
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I’équation de la chaleur I

Condition aux limites :
Conditions périodiques

u(a,r) = u(b,t)etuy(a,t) = u(b, 1) (3.4
Domaine infini :Condition de décroissance, tels que :
crx?

lim u(x, 1) < cie”

X—+00

pour un probleme bien formulé, nombre de conditions pour chaque variable (¢, x,y, - - )
égale au degré de dérivation le plus élevé par rapport a cette variable
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I’équation de la chaleur I

les principales étapes de la méthode séparation des variables(Un systéeme avec des
conditions aux limites homogenes et sans termes source)

Voici les principales étapes :

On considere un terme source nul et des conditions aux limites (Neumann ou Dirichlet)
homogenes dans notre systeme d’équation &

1. On recherche les solutions séparées de . Ces solutions sont de la forme spéciale

u(x, ) = X)T(6)

et satisfont les condition aux limites et la condition initiale. Il se trouve que X et T
doivent étre des solutions des problemes aux limites linéaires (P;) et (P,) relatives aux
X et T, respectivement. Il apparait de plus un parametre réel que 1’on note A.

2-On résout les probleme (P;) et (Py), les solutions de (P) nous permettent de construire
une base hilbertienne (X;);en(fonctions propres) . On désigne par (7;);en les solutions de
(P2)

3-On utilise le principe de superposition générale pour générer a partir de (X;);en et
(T})ieny une solution plus générale du probleme, sous la forme d’une série 1nﬁn1e
solutions séparées.
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’équation de la chaleur II

4-Dans la derniere étape, on applique les conditions initiales pour déterminer les coeffi-

cients présents dans cette série avec I'utilisation de 1’orthogonalité de X; et étudie sa
convergence.

Théoreme 3.1 (Principe de superposition :)

Si uy et uy satisfont une EDP linéaire homogene, alors une combinaison linéaire
arbitraire ciuy + cau, ¢1, ¢y € R satisfait également la méme équation.

siug,up, - ,u, sont p solutions d’'une EDP homogene linéaire homogéne alors
Cluy + Couty + -+ + Cplty, €1, €2, -+, Cp € R satisfait également la méme équation.

si Luy = hy et Luy = hy = u = uy + uy est solution de Lu = hy + hy
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L’équation de la chaleur II1

Exemple 3.2

H équation de Laplace : L = A = a =+ 0 L Lu=0
B u,(x,y) = cos(nx) sinh(ny)n = 1,2,3--- : solution
alors :
N
u(x,y) = Z YV, cos(nx) sinh(rny)
n=1

est aussi solution

Soit u, solution de EDP linéaires non homogenes Lu = f et u;, solution de EDP
linéaires homogenes Lu = 0 alors u = cuy, + u,, est aussi solution

Dans la suite, on va rappeler quelques notions essentielles sur les séries de Fourier qui
serons utilisées dans le reste de ce chapitre.
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I’équation de la chaleur I

Rappel sur les séries de Fourier

Définition 3.3

Une suite de fonctions ¢,(x), n > 0 définit sur un intervalle [a, b], décrit un systeéme
orthonormal par rapport a la fonction de poids q(x) si et seulement si

b .
Osim # n,
VYn>0,Ym > 0,f On(X)Pm(x)g(x)dx = { lsim=n }

Exemple 3.4

On va voir que les fonctions cos et sin peuvent former une base orthonormal. Pour cela,

5 . 1 cos(x) sin(x) cos(2x) sin(2x) . cos(nx) sin(nx)
1ensembledesfonctlons{z‘/;r, INE Ve 2V 2V IR 2vE est un

systeme orthogonale de fonctions sur I’intervalle [, ] pour la fonction de poids
qg=1.
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’équation de la chaleur II

Ceci est affirmé par les calculs suivants. Sim,n > 1, on a

fﬂ sin(mx) sin(nx)dx = fﬁ cos((m — n)x) — cos((m + n)x) _ { Osim #n

n - 2 lsim=n

Sim,n>0,0ona

f” B f” cos((m — n)x) + cos((m + n)x) { Osim # n
cos(mx) cos(nx)dx = > =< nsim=n

2nsim=n=0

Sim>0etn>1,0na

f " cos(m) sin(u)dx = f " cos((m + my) - cos(tm =mx) _
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L’équation de la chaleur II1

Soient f une fonction et Dy son ensemble de dénition. On dit que la fonction f est
périodique s’il existe un nombre réel non nul p vériant la propriété suivante

Six € Dy alors x + p € Dy et f(x + p) = f(x).

Le nombre p est appelé la période de la fonction f.

Séries de Fourier et coefficients de Fourier
Le but de cette sus-section est d’écrire une fonction f(x) continue par morceaux et
2n—périodique sous la forme

Sl = % + Z (@, cos(nx) + by, sin(nx))
n=1

ou ay, b, pour n > 0 sont appelés les coeflicients de Fourier associés a la fonction f.
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L’équation de la chaleur IV

Les coeffcients de Fourier associé a la fonction f sont donnés par

ap = %f fx)dx, a, = :_rf f(x) cos(nx)dx, b, = %f f(x)sin(nx)dx sin > 1.
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L’équation de la chaleur V

Exemple 3.7

Soit f(x) = x + x% sur I’intervalle [, 7] , alors

T 2
-+ [ rwa=
TJrn

Sin > 1, alors

_! f (x + x%) cos(nx)dx = i ((x +x%) sin(nx)]” _ 1 f (1 + 2x) sin(nx)dx
T J_x nm - onm J_,

4cos(mr) 4(-1)"

= _%T (— (1 +2x) cos(nx)I”, + (2 sin(mx)]", = p
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L’équation de la chaleur VI

et

1 T 2 _1 n+l
b, = — f (x + xz) sin(nx)dx = L
- n

Tt 7r

Donc la série de Fourier de f(x) est

2 sl _1\ _1\ytl
% + Z ((4 (nzl) )cos(nx) + (%) sin(nx))

n=1

Une remarque importante pour faciliter les calculs
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L’équation de la chaleur VII

Si f est une fonction paire, alors sa série de Fourier est

(o) 2 T
el + Z a, cos(nx)aveca, = — f f(x)cos(nx)dx, pourn > 0.
2 = T J s

Si f(x) est une fonction impaire, alors sa série de Fourier est

(o) 2 T
Z by sin(nx) avecb, = ~ f F(x)sin(mx)dx, pourn > 0.
n=1 -
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables I

Probléme de diffusion

Commencaons par 1’équation de la chaleur. Considérons un fil (ou une fine tige métal-
lique) de longueur L qui est isolé sauf au point de terminaison. Soit x la position le long
du fil et soit ¢ le temps. Regardons la Figure??

-@ ot~

Ficure 1 — Chaleur sur un fil isolé
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables II

soit u(x, t) la température au point x et au temps #.L’équation régissant cette configuration
se nomme 1’équation de la chaleur a une dimension :

2

%—k%=0,0<x<L,t>0 3.5)
ol k > 0 est la constante (de conductivité thermale du matériel). Ainsi, le changement
de chaleur en un point spécifique est proportionnel a la seconde dérivée de la chaleur le
long du fil. C’est logique puisque, en effet, si, a un ¢ fixe, le graphe de la répartition de
la chaleur a un maximum (le graphe est concave vers le bas), alors la chaleur s’échappe
du maximum (et vice versa). On utilise généralement une notation plus pratique pour
les dérivées partielles. On écrit u; au lieu de % et ’on écrit u,, plutdt que 327’;. Avec
cette notation, 1’équation de la chaleur devient

U —ku,, =0, 0<x<L,t>0
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables III

Pour I’équation de la chaleur, il faut aussi avoir quelques conditions aux limites. On
suppose soit que les extrémités du fil sont exposées et touchent a un corps ayant une
chaleur constante, soit que les extrémités sont isolées. Si les extrémités du fil sont
maintenues a la température 0, alors les conditions sont

u(0,¢) = u(L,t) =0, t > 0, (CL)- conditions aux limites de type Dirichlet)  (3.7)
Si les extrémités sont également isolées, alors les conditions sont
u(0,1) = u(L,1) = 0, t > 0, (CL)- conditions aux limites de type Nueman) (3.8)

Voyons pourquoi ¢’est ainsi. Si u, est positive a un certain moment, alors, a un certain
moment, est plus petite a gauche de et plus grande a droite de . La chaleur passe d’une
température élevée a une température basse, c’est-a-dire vers la gauche. Par contre, si
u, est négative, la chaleur circule de nouveau du feu vif au feu doux, c’est-a-dire a
droite. Donc, quand est nulle, ¢’est un point ol la chaleur n’est pas conduite. En d’
termes, u,(0, 1) = 0 signifie qu’aucune chaleur ne circule dans le fil ou hors -k




Premier applications de la méthode de séparation des

variables IV

point . On a deux conditions le long de 1’axe x, car il y a deux dérivées dans la direction
x . On dit que ces conditions secondaires sont homogenes (c’est-a-dire que ou sa dérivée
est nulle). On a également besoin d’une condition initiale( CI) : la distribution de la
température au temps ¢ = 0, c’est-a-dire

ux,0)=fx), O0<x<L (3.9)

pour une certaine fonction connue f(x) . Cette condition initiale n’est pas une condition
homogene. Les conditions aux limites (3.7) impliquent que

fO0) =u0,0) =u(L,t)=0

et

f() = u(L,0) = u(L,0) = 0.

Ces deux conditions s’appellent les conditions de compatibilité.
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables V

e Equation de la chaleur homogénes avec conditions (3.5) avec CI et CL homo-
genes type Dirichlet

Etapel :

1-Formulation de I’EDP et des conditions aux limites :

Considérons une équation de diffusion (3.6) avec des CL et CI (3.7) et (3.9) respective-
ment.

2- Hypothese de séparation des variables :

On commence a chercher des solutions de (3.6) sous la forme

ulx,t)=Xx)T () (3.10)

qui satisfont les conditions (3.7) ou X et T sont des fonctions de x et ¢, respectivement.
Dans cette étape, on ne prend pas en compte la condition initiale (3.9) et on n’est pas
intéressé par la solution zéro u(x, t) = 0. On cherche donc des fonctions X et 7 qui ne
s’annulent pas identiquement. Par différentiation de (3.15) par rapport a ¢ et deux fois
par rapport a x et par substitution dans (3.6), on obtient
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables VI

XT' &) =kX" (x)T(t), O0<x<L, t>0.
On peut réécrire
e X" (x)
T@D XM
Puisque x et ¢ sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe une
constante A (appelée constante de séparation) telle que

,0<x<L,t>0. 3.11)

7@ X' () 3
0 = X0 =-A,0<x<L, t>0. (3.12)

Comme on cherche des solutions ne s’annulent pas identiquement, alors il existe ) € R
tel que 7'(f) # 0. Conséquemment, on obtient

= X0)=XL)=0

u(0,t9) =X0)T () =0
u(L,t9) =XWUL)T (ty) =0
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables VII

L’équation (3.12) conduit au systéme d’EDOs suivant

d’X
d—+/lX=O, O0<x<L,

{ X(0)=X(L)=0 (.13
62—?+k/lT=0, t>0, (3.14)

ou A est une constante.

Etape 2 :

Résolution des équations différentielles ordinaires par application des conditions aux
limites :

On commence d’abord a résoudre le systeme (3.13). Une solution non triviale de (3.13)
est appelée fonction propre avec la valeur propre A. On distingue 3 cas :
Cas1:1=—y?<0,alors

X (x) = ae™™ + Bet*
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables VIII

ou a, 8 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites donnent

{ a+pB=0,

ae™ L + Betl = 0.

De la premiére équation, on a @ = —f8. La seconde équation implique donc ae ™ = qett
, alors si @ # 0 on obtient e?L = 1. Ceci n’est pas possible car u et L sont différents de 0
et par conséquent @ = 8 = 0. Alors, dans ce cas X = O et u(x,#) = O pourtout 0 < x < L
et > 0. On doit donc exclure le cas 1 < 0.

Cas 2 : Si A =0, on obtient

X (x) = a+ Bx,

ol a, B sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent

a+B=0,
a+pBL=0.
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables IX

Comme L # 0, il est claire que @ = 8 = 0. Alors, dans ce cas X = 0 et u(x, r) = 0 pour
tout 0 < x < Lett > 0. On doit donc exclure le cas 2 = 0.
Cas 3: 1 =y? > 0, on obtient

X (x) = acos (ux) + Bsin (ux)

ol «, 3 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent que

a=0,

Bsin(ul) =0
pour éviter la solution triviale X = 0, on suppose que § # 0. Ceci implique que
sin(uL) = 0. Conséquemment

uL =nm, A = (nn/L?,neZ

Il en résulte que
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables X

Ay = (nm/Ly?
sont les valeurs propres de et les fonctions

X, (x) = B sin (nmx/L)

sont les fonctions caractéristiques du probleme (3.13). Comme sin(—x) = — sin(x) pour
tout x € R, il sut donc de considérer

A, = (nm/L)?, X, (x) = B, sin (nmx/L), n € N*.

Il reste maintenant a résoudre le probleme (3.14), sa solution est donnée par

T (1) = ye ¥ p e N

A la fin de cette étape, on peut considérer qu’on a bien construit une base hilbertienne
(X
Etape 3 :
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables XI

1-Solution générale : On utilise le principe de superposition générale pour générer a
partir de (X;)n+ et (T;)n- une solution plus générale du probleme, sous la forme d’une
série infinie de solutions séparées. On a ainsi obtenu la suite suivante de solutions
séparées

. _ 2 .
u, (x,1) = 8, sin (nax/L) e ¥ p e N*.
Par le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire

N
u(x,t) = Z S, sin (nzx/L) e <! Lyt
n=1
de solutions séparées est également une solution de 1’équation de la chaleur qui satisfait
les conditions aux limites de Dirichlet.
2-Application de la condition initiale :
Considérons maintenant la condition initiale. Supposons qu’il ait la forme
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables XII

N
fx) = Z 0, sin (nnmx/L)
n=1

c’est-a-dire qu’il s’agit d’une combinaison linéaire des fonctions propres. Ensuite, une
solution au probléme de chaleur (3.6)-(3.7) est donnée par

N
u (x, t) = Z 6n sin (mrx/L) e*k(mr/L)v
n=1

L’idée brillante de Fourier était qu’il était possible de représenter une fonction arbitraire
f satisfaisant les conditions aux limites (3.7) comme une combinaison linéaire infinie
unique des fonctions propres sin(nmx/L) . En d’autres termes, il est possible de trouver
des constantes J, telles que

fx) = Z 0, sin (nnx/L)
n=1
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables XIII

Une telle série est appelée une série (ou extension) de Fourier (généralisée) de la fonction
f par rapport aux fonctions propres du probleme, et d,,n = 1,2--- sont appelés les
coefficients de Fourier (généralisés) de la série. Dans ce cas, le principe de superposition
généralisée implique que I’expression formelle

u (.X, t) = Z 511 sin (”UTX/L) e—k(mr/L)Zt

n=1

est un candidat naturel pour une solution généralisée du probleme (3.6)-(3.7). On
explique maintenant comment représenter une fonction arbitraire f sous la forme d’une
série de Fourier. En d’autres termes, comment calculer les coefficientsd,. Remarquons

L

L (]
i L dx = On
fo sin (max/L) f (x)dx ; j(;

Par conséquent, les coefficients de Fourier sont donnés par

O;m#n

sin (mmx/L) sin (nx/L) dx = { L/2,m = n.
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables XIV

L
. L d L
5, = fo im (rzmrx/ )f(x)dx _2 f sin (nmx/L) f(x)dx.
[ sin® nax/Lyds L Jo

On obtient la formule explicite de la solution formelle, qui est donnée par

u (x, t) = Z 6n sin (nJTx/L) e*k('lﬂ/L)zt

n=1

ol

2 L
op = — f sin (max/L) f(x)dx.
L Jo

Conclusion : La méthode de séparation des variables permet de résoudre le probléme
(3.6), (3.9) et (3.7) pour des fonctions f € ev{x, : n € N} 0’u X,, est une fonction propre
du probléme aux limites (3.13). i
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables I

e Equation de la chaleur homogénes avec conditions avec CI et CL homogenes
type de Neumann Etapel :

1-Formulation de I’'EDP et des conditions aux limites : Supposons maintenant que les
extrémités du fil sont isolées. Dans ce cas, on résout 1’équation

Ju 0*u
E—kﬁ 0,0<x<L,t>0, (2.6)
avec
1w (0.8) = u (L) =0, >0, CLN 2.8)
u(x,0) =f(x),0<x<L CL, 2.9)

ol f est une condition initiale donnée et k est une constante positive. Afin de rendre
(3.8) consistant avec (3.9), on suppose la condition de compatibilité : f,(0) = f,.(L) =0
2- Hypothese de séparation des variables :

Encore une fois, on essaie une solution de(3.6)sous la forme
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables I1

u(, ) =X T (3.15)

qui satisfont les conditions (3.8) ou X et T sont des fonctions de x et ¢, respectivement.
Dans cette étape, on ne prend pas en compte la condition initiale (3.9) et on n’est pas
intéressé par la solution zéro u(x, #) = 0. On cherche donc des fonctions X et T qui ne
s’annulent pas identiquement. Par différentiation de (3.15) par rapport a ¢ et deux fois
par rapport a x et par substitution dans (3.6), on obtient

XT' () =kX"(x)T(@®), O<x<L, t>0.

On peut réécrire
' _ X" ()
T@®H X&)

,0<x<L,t>0.
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables 111

Puisque x et ¢ sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe une
constante A (appelée constante de séparation) telle que

o X' () B
0 _kX(x) ==, 0<x<L,t>0. (3.17)

Puisque x et ¢ sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe une

constante A (appelée constante de séparation) telle que

ONES N
0 = X0 =-A,0<x<L, t>0. (3.18)

Comme on cherche des solutions ne s’annulent pas identiquement, alors il existe #p € R
tel que 7'(f) # 0. Conséquemment, on obtient
u(0,10) = X" (0)T (1) = 0 YN = Y (T —

{ uLto) =X ()T (y=0 % W=XD=0
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables IV

L’équation (3.12) conduit au systéme d’EDOs suivant

&x
d—+/lX=O, O0<x<L,
{ X' (0)=X (L) =0 (3.19)
dT
o +kAT =0, >0, (3.20)

ou A est une constante.

Etape 2 :

Résolution des équations différentielles ordinaires par application des conditions aux
limites :

On commence d’abord a résoudre le systeme (3.19). Une solution non triviale de (3.13)
est appelée fonction propre avec la valeur propre A. On distingue 3 cas :
Cas1:1=—y?<0,alors

X (x) = ae™™ + Bet*
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables V

ou a, 8 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites donnent

{ p(-a +pB) =0,

p(—ae ™t 4 Betty = 0.

De la premiére équation, on a @ = —3. La seconde équation implique donc ae ™ = aett
, alors si @ # 0 on obtient e?** = 1. Ceci n’est pas possible car y et L sont différents de 0
et par conséquent @ = 8 = 0. Alors, dans ce cas X = O et u(x,#) = 0 pour tout 0 < x < L
et # > 0. On doit donc exclure le cas 4 < 0.

Cas 2 : Si 1 =0, on obtient

Xx)=a+px,etX (x) =8,

ol a, 3 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent

X'(0)=0 )
{ x@y=0 —F=0

Donc A = 0 est une valeur propre avec la fonction propre X(x) = « (constante)-—
Cas 3: 1 = u* > 0, on obtient \
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables VI

X (x) = acos(ux)+ Bsin (ux)
X" (x) = u(—asin(ux) + Bcos (ux))

ol «, 3 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent que

X'(0) = 0 Bcos(0) = 0
X(L)=0 | —asin(ux) + Bcosux) = 0

= p=0
—a sin(ul) + Bcos(ul) =0
= B=0etasin(ul) =0

Comme « sin(uL) = 0, alors sin(uL) = 0. Conséquemment uL = nwret A = (%)2 avec
n € Z* . On obtient

A, = (%)2 etX, (x) = a, cos (nmx/L)
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables VII

Parce que cos(—x) = cos(x) pour tout x € R, et on prend en considération la valeur
A =0, les valeurs et les fonctions propres sont dénies par :
A, = (nr/L)? et X, (x) = @, cos (nnx/L), n € N.

On passe maintenant a 1’équation (3.20) dont la solution générale est donnée par

T(t) = yne_k("”/L)Z’, neN.
Etape 3 :
1-Solution générale : On a ainsi obtenu la suite suivante de solutions séparées
2
uy (x,1) = 8, cos (nmx/L) e K/D e N.

Le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire

N
u(x,t) = Z 8, cos (nx/L) e XLy e N

n=1
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables VIII

2-Application de la condition initiale :
Supposons que I’on a

(e

f(x) = Z cos (nnx/L)

n=1

Dans ce cas, le principe de superposition généralisée implique la solution formelle

6 (o)
u(x,t) = 24 Z 6, cos (nmx/L) e km/Lyt
2
n=1
On sait que sim,n > 0, on a

sim=n
2 2

L L _ 0,sim#n
f cos(mx) cos(nx)d = f cos((m — n), x) + cos((m + n), x) _Je
0 0 L, sim =[giy)
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables IX

On passe maintenant a expliquer comment calculer les coefficients ¢,,,m = 0,1,2, - --
Pour m = 0, multiplions f par cos(Omx/L) et on integre sur (0, L),on obtient

L L © L
f cos (Omx/L) f(x)dx = % f cos (Omx/L)dx+ > 9, f cos (Omx/L) cos (nmx/L) dx
0 0 g 0

&L

0
>t

Car fOL cos(0Ommx/L) cos(nmx/L)dx = O puisque n # m (m = 0). alors

2 [t 2 ("
8o = Z.fo cos (Orx/L) f(x)dx = Zj(; J(x)dx

Pour m # 0, multiplions f par cos(mnx/L), m # 0 et on integre sur (0, L), on obtiLS
=l
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables X

L

L L )
f cos (max/L) f(x)dx = 5—0 f cos (mmx/L) dx+z On f cos (mnx/L) cos (nmx/L) dx
0 2 Jo p 0

L L
= 6L [sin (0) — sin (mm)] + 6,y f cos (mnx/L) cos (mnx/L) dx
2mn 0
L
= 5m§

ce qui donne

et




Premier applications de la méthode de séparation des

variables XI

00

L L
fx) = % L fx)dx + % Z cos (nzrx/L)jO‘ cos (nmx/L) f (x)dx

n=1
Par conséquent, la solution formelle est maintenant donnée par

00

L L
u(x,t) = % jo‘ fx)dx + % Z cos (nnx/L) ¢~kn/L)t j(; cos (nmx/L) f(x)dx

n=1
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Premier applications de la méthode de séparation des
variables XII

Exemple 3.8
Soit f(x) = x + x2 sur I'intervalle [0, 7] , alors L = 7 et

Sin > 1, alors

O, = 1 f”(x + xz) cos(nx)dx = i ((x + x2) sin(nx)]ﬂ - i fO” (1 + 2x) sin(nx)dx
T J nm 0 nr

= —% {(— (1 + 2x) cos(nx)] 0" + ! (2 sin(nx)] 0”} = —% {—= (1 + 27) cos(nn) + 1}
n-m n n-m

1
= {1 +2m)(-1)" - 1}

Ny
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Premier applications de la méthode de séparation des

variables XIII

Donc

[oe]

fx) == (n+ n) Z

=1

(1 + 20 (1) - 1)] cos (/L)

Dans ce cas, le principe de superposition généralisée implique la solution formelle

0

u(x,t) = —0 Z

=1

- 1)] cos (nmx/L) e </’
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Section 4

Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire I

L’équation de Laplace

La méthode de séparation des variables permet de résoudre I’équation de Laplace dans
une région rectangulaire lorsque I’on impose une condition sur la solution sur chaque
coté du rectangle.

Exemple 4.1

Trouver u telle que

Au(x,y) =0pourO<x<Let0<y<K “4.21)
u(0,y) = u(L,y) = 0pour 0 <y < K (4.22)
u(x,0) = px) et u(x, K) = y(x) pour 0 < x < L (4.23)

ou ¢, ¥ : [0,L] — R sont des fonctions données. Dans ce cas les conditions de
compatibilités sont

@(0) = (L) = ¥(0) = (L) = 0 (4.24)

(1) Séparation des variables : Cherchons des solutions de (4.21) et (4.22) de 1a\ St




Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire II

ux, y) = f(x)g(y)
L’équation (14) devient

7 ()g(y) +f(x)g”(y) =0pour0 < x < Let0<y<K

et donc ily a une constante A telle que

J70) =) =g" () +18(») =0
La condition (4.23) devient f(0) = f(L) = 0, sinon g(y) = 0 pour tout 0 <y < K.
Cherchons les valeurs propres et les fonctions propres du probleme aux limites
f/x) = Af(x)=0pour0 <x < L
FO)=fL)=0

On trouve que le spectre est
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire III

o = (A, : n € N\{O}} ou’ A, = -(%)2

et une fonction propre associée a 4, est
. nm
fu(x) = Asin zx
Pour A = 4, la solutionn générale de g"”’(y) + Ag(y) = 0 est

80) = Pt + Qe B

ou P et Q sont des constantes arbitraires. Les solutions de (4.21) et (4.23) ayant la forme
(4.24) sont

nmn n -
_ o (T o, _omy,
u(x,y)—sm(Lx){PeL + Qe }

(2) Superposition : On voit que
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire IV

u(x,y) = Zm: sin(%x) {Pnenfﬂy + Qne’"r”.V}

n=1

est une solution de (4.21) et (4.23), quelque soit m € N et les coefficients P, et Q,,. On
essaie de choisir m, P, et Q, afin de satisfaire (16) qui devient

o(x) = u(x,0) = i sin(%x) (P, + O,) et

n=1
Y(x) = ux,K) = Zm: sin(nL—ﬂx) {Pne%K + Qne’%K}
n=1

Ceci montre que forcément ¥, ¢ € ev {f, : n € N}. Dans ce cas on peut déterminer m, P,
et O, de la maniere suivante. Si ¢, ¥ € ev {f, : n € N} on peut écrire

= . nmw - . nmw
wx) = Zl a,, sin Ix et y(x) = Z;ﬂ” sin fx
n= n=
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire V

ou tous, sauf un nombre fini, des coefficients «, et 8, sont nuls. On les calcule en
multipliant par sin ’%x etintégrantde O a L :

L
k kr

fo (x) sin Iﬂxdx = f Z a, sin fﬂx sin —xdx

= Z a, f sin —x sin —xdx

L
= akE

De la méme facon,

L J ©
k k
fo Y(x) sin f”xdx = fo Zl S, sin ”L—”x sin andx

L
=.3k§
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire VI

Donc il suffit de choisir P, et Q, telles que

N L .
P, + 0, =@, 0 @, = 7 [ p(x)sin Zxdx,
nr _nx N 2 L .
[Pt + 0, TK) =B, ou B, = 2 [ () sin .
La solution de ce systéme est
_ ,Bn - a’ne_%,( _ a/neTK _ﬁn

T et n = T me -
2sinhe X 2sinhezX

(4.25)
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire I

Conclusion : La méthode de séparation des variables permet de résoudre le probleme
(4.21)-(4.23) pour des fonctions i, ¢ € {f, : n € N}. En ce cas, la solution est

(]
. nmw arn ., _br
u(x,y) = Zsm —x{PneLy + Qe Ly}

L
n=1
&) _ nx
. ﬂn_ane K oy a'neLK_Bn
= Z s —Xx - K eL’ + p p
o L 2sinhet 2 sinh eTKe_Ty}

i sin % x
2sinhe’T" (B, sinh 2y — a, sinh 2 (y — K)}

ol

= . nmw - . nmw
o(x) = Zl a,, sin fx et y(x) = Zlﬁn sin fx.
n= n=
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire II

L’hypothese que ¢, i € ev{f, : n € N} assure que seulement un nombre fini des constantes
a, et B, sont non nulles et donc il s’agit des sommes finies. Notons que la solution
vérifie les conditions de compatibilité (4.24) et elle est infiniement dérivable.

Comme pour I’exemple 1, le généralité de 1’approche serait augmentée d’une maniere
importante des que 1’on puisse traiter des sommes infinies.

Quand peut-on utiliser la méthode ?

A travers les exemples ci-dessus, on peut comprendre le cadre dans lequel cette approche
est utile.

L’équation aux dérivées partielles doit étre linéaire et homogene. C’est une somme
d’opérateurs différentiels portant sur les variables séparément.

Le domaine dans lequel on cherche la solution de I’équation aux dérivées
partielles doit &tre un produit d’intervalles.

Sauf pour une des variables, les conditions imposées sur le bord du domaine
doivent etre linéaires et homogene. Parfois on peut se ramener a cette situation par
un travail préparatoire. 3
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Equation de Laplace homogenes dans une région
rectangulaire III

Exemple 4.2

Considérons le probleme,

Ou(x,t) = cé)%u(x, Hpour0<x<Lett>0
u(0,7) = a et Ou(L,t) = bpourt>0
u(x,0) = p(x) pour 0 < x < L
ou’ a,beRety:[0,L] — R sont donnés. Ce probleme n’a pas la propriété(3). Or, il

suffit de chercher u sous la forme u = v + w ou’ v(x) = a + bxpour0 < x < L et w est
une solution du probleme

ow(x,t) = cc'))zcw(x, Hpour0<x<Lett>0
w(0,1) =0 et d,w(L,t) =0 pourt >0
u(x,0) = p(x) — v(x) pour 0 < x < L
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Equation de Laplace homogenes dans une région
rectangulaire IV

Exemple 4.3

Considérons le probleme,

Au(x,y) =0pourO<x<Let0<y<K (4.26)
u(0,y) = &(y) et u(L,y) =n()pour0 <y <K 4.27)
u(x,0) = p(x) et u(x, K) = y(x) pour 0 < x < L (4.28)

ou’ les fonctions ¢, ¢ : [0,L] —» Rete,n: [0, K] — R sont données. e

Encore une fois ce probleme n’a pas la propriété(3), mais il suffit de chercher u sous la
forme u = v + w ou’ v est une solution du probleme

Av(x,y) =0pourO<x<LetO<y<K 4.29)
v(0,y) =v(L,y) =0pour0 <y <K (4.30)
v(x,0) = o(x) et v(x, K) = y(x) pour 0 < x < L
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Equation de Laplace homogenes dans une région

rectangulaire V

et w est une solution du probleme

Aw(x,y) =0pourO<x<Let0O<y<K 4.32)
w(0,y) = &(y) et w(L,y) =n(y) pour 0 <y < K (4.33)
u(x,0) =0 et u(x,K) =0pour0 <x <L 4.34)

Les problémes pour v et w ont les propriétés (1) a (3) et peuvent &tre traiter comme
I’exemple 2. Parfois la propriété (2) peut étre récupérée par un changement de variabl
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Conclusion

La méthode de séparation des variables constitue un outil fondamental pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles linéaires, notamment dans des contextes physiques
classiques tels que la chaleur, les ondes ou I’électrostatique.

Ce test a permis de :

Identifier les types d’équations pouvant étre résolues par séparation,
Appliquer la méthode a des cas concrets en respectant les conditions aux limites,

Justifier les étapes de séparation en ramenant une EDP a deux EDO,
et analyser les formes générales de solutions obtenues.

B Une bonne maitrise de cette méthode prépare 1’étudiant a aborder les séries de

Fourier, les problemes spectraux, ainsi que les modeles physiques décrits par des
EDP avec des conditions variées.
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Exercices
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Exercices I

Exercice 1 :

Résoudre 1’équation

ou 8u
=722
ot 76x2’

avec les conditions aux limites

O<x<mt>0,

u(0,1) = u(r,t) =0, t >0,

et les conditions initiales

0,;0<x<?Z,
u(x,O)_{ 2,55 <x<mt>0.
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Exercices 11

En utilisant la méthode de séparation des variables, trouvez une solution (formelle)
au probleme

= k& 0<x<Lt>O

az o2’
ux(0,1) = uy(L,1) = 0, t>0,
u(x, 0) = f(x)
décrivant le dégagement de chaleur d’un tige unidimensionnel isolé (probleme de

Neumann).

Résoudre I’équation de la chaleur % S =12 ’9—2 0 <x <mt> 0, sous réserve du
conditions limites et initiales

1,(0,1) = u,(m,1) =0, t 2 0,
u(x,0) = 1 + sin’(x)

Trouve lim,_,., u(x, t) pour tout 0 < x < 7, et explique I’interprétation physique de
ce résultat.

N
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Exercices III

Considérons le probleme

2
% =%+hu,0<x<n,t>0,
u0,1 = u(r,1)=0,,,t>0,

ux,0)=x(r—x),0<x<nm

ou h est une constante réelle.
Résoudre le probleme en utilisant la méthode de séparations des variables.

lim;_,, u(x, t) existe-t-elle pour tout 0 < x < & ? Distinguer les cas suivants :

()h < 1, Gk = 1, (iii) h > 1.
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Exercices IV

Résoudre le probleme

2
= kT4, 0<x<L,it>0,

u(0,1) = u (L, 1) =0, t >0,
u(x,0) =f(x), 0<x<1

Chercher la solution de probleme dans les cas suivants :
f(x) = sin® (S—Zx) s fx)=1- cos(g—l’fx).

Exercice S :
Résoudre le probleme

du _ Pu _
=5 U O<x<l1,t>0,

w0, =u(1,=0,t>0,
ux,0)=x2-x),0<x<1

NGy
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Exercices V

Exercice 6 :

En utilisant la méthode de séparation des variables, trouvez une solution (formelle)
au probleme de chaleur périodique suivant

@:g—z— u,,,0 <x<2m,i1>0,
u(0, 1) = u2r, 1), u(0, 1) = u, (27, 1), t > 0,
u(x,0) = f(x), 0 < x < 2

ou f est une fonction périodique. Ce systeme décrit I’évolution de la chaleur sur
une fil isolé circulaire de longueur 2.

Trouver lim,_,, u(x, f) pour tout 0 < x < 27, et explique I’interprétation physique
de ce résultat.
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Exercices VI

Solutions des exercices(Chapitre 4) :Exercice 01

D’aprés le résultat du cours dans le cas des conditions aux limites du type
Dérichlet avec k = 17 et L = 7, la solution est donnée par la formule suivante

u(x,t) = Z 8, sin(nrx/L)e™\ "1

n=1

ou
4 (7 4 4
Oy = — f sin(nx)dx = —[—cosnx]s = — (cos e cos mr)
nJs mn X 7n 2
4
=— (cos = (—1)”)
mn 2
d’ou

u(x,t) =

RS

i ! (cos ——(- 1)”) sin(nx)e”! 7"

S
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Exercices VII

Solution d’exercice 2

D’aprés le résultat du cours dans le cas des conditions aux limites du type
Neumann avec k = 17 et L = 7, la solution est donnée par la formule suivante

6 (o)
u(x,t) = 7+ Z 8, cos(nmx/L)e </’
n=1

L
o = % f f(x)cos(nmx/L)dx,n > 1
0

5o Jy FOdx
2 L
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Exercices VIII

2 (7 1 (7
Op = — f (1 + sin’ x) cos(nx)dx = — f (1 — sin 3x + 3 sin x) cos(nx)dx
T Jo 2r 0

Pour calculer cette intégrale, voir la section (Rappel sur les séries de Fourier).

3 Sif est continue, la fonction u est une solution classique de 1’équation pour tout
t > 0. La décroissance exponentielle implique que pour chaque € > 0 la série et
toutes ses dérivées convergent uniformément pour tout # > & > 0. Pour la méme
raison, la série (sans %0 ) converge uniformément vers zéro (en fonction de x ).
Donc

. )
tlgg u(x,t) = >
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Exercices IX

solution d’exercice 3 :
1-On pose
u(x,t) = X(x)T (1)

ou X et T sont des fonctions des variables x et ¢, respectivement. Par Differrenciations,

on obtient

XT; = kX, T + hX(x)T(t)
On peut la réécrire sous la forme

T Xoox
LA A S
T X

Ceci implique que

1(T, X
N Bl =
k(T ) X

Cette derniere équation conduit au systeme d’EDOs suivant




Exercices X

i;X—X+AX:O,O<x<L,X(O):X(L):O
& =—kd+h

D’apres les résultats du cours, on obtient

X, (x) = B, sin(nzx/L), A, = (nm/L)?

La solution générale du seconde équation est donnée par

T(t) — ,yne[fk(lﬂr/L)?‘Jrh]t’ ne N*

On a ainsi obtenu la suite suivante des solutions séparées

uy(x,1) = 0, sin(nﬂx/L)e(_k(””/ LMWy e N*

Le principe de superposition généralisée dans le cas k = 1 et L = & implique que la
solution est donnée par

u(x,t) = Z Sy sin(nx)e )
n=1
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Exercices XI

4[=D"-1]
3

n

n>1

s

Oy = % fnf(x) sin(nx)dx = % fﬂx(n'—x) sin(nx)dx =
T Jo 0

T

2. Lalimite lim,_,, u(x, ) existe si et seulement si 4 < 1. Lorsque /& < 1 la série converge
uniformément vers 0 . Si & = 1, la série converge vers 0 sin x.

solution d’exercice 5 :

On raisonne comme dans 1’exercice précedent, mais cette fois-ci avec des conditions
aux limites mixtes. La solution s’écrit

6 (o)
u(x,t) = 30 + Z 8, cos(nmx/L)el - 11t
n=1

oupourn > 1
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Exercices XII

1 1
0, =2 f f(x) cos(nmx)dx = 2 f x(2 — x) cos(nmx)dx
0 0

3 1 1
=2 [x(2 ») sin(mrx)] _ 4 f (1 = x) sin(nmx)dx
n. 0 nw Jo
1 1
— _i [_(1 —%) cos(nmx)| + i f cos(nmx)dx
nw nm o () Jo
_ ALy . 4D
= (2 + ) [sin(nmx)], = (2
et
: » 13 "4
do :ZL f(x)dsz[x - gx‘L =3
Alors

cos(nmx/L)el - +11r

2 o =)
u(et)= 3 - 42; e
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Many thanks for your attention. J
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