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Objectifs

Ce chapitre a pour objectif de développer une analyse rigoureuse des équations aux
dérivées partielles (EDP) du second ordre.

Il s'articule autour des axes suivants :

® |a classification des EDP linéaires du second ordre selon leur nature
(elliptique, parabolique, hyperbolique),

® |L'identification et I'analyse des caractéristiques associées a chaque type
d'équation.

® |La réduction des EDP a leurs formes standards a I'aide de changements de
variables adaptés.

® Et une étude approfondie du probleme de Cauchy dans le cas des équations
linéaires, mettant I'accent sur les conditions d'existence et d'unicité des

solutions.

L'approche adoptée combine des outils théoriques fondamentaux et des techniques
analytiques classiques, en vue d'une compréhension approfondie des
comportements typiques des solutions selon la nature de I'équation.



Introduction

Carte Conseptulle de Cour d'équation da la physique mathématiques

Il existe une infinité d’équations aux dérivées partielles, mais il n'existe pas une méthode univers pour résoudre toutes

celles-ci . Beaucoup de domaines sont fortement dépendants de la théorie des EDPs*L'aérodynamique, la dynamique
des fluides, I'électrodynamique, la géophysique, la mécanique.

Ce cours est organisé en sept chapitres principaux. Dans le premier chapitre, on a rappelé les notions de base et
apporté des définitions concernant ce type des équations. Des exemples des EDPs ont été formulés en utilisant des
principes physiques. Le deuxiéme chapitre est réservé exclusivement aux équations du premier ordre dont le contenu
est divisé en deux parties. Dans la premiere partie, on a fait un rappel important sur les systéemes différentiels, qui sert
aprés a comprendre la maniére de résoudre les EDPsdu premier ordre. Ensuite, on a présenté des théorémes sur la

résolution implicites des équations quasi linéaires.

Dans la seconde partie, on a introduit une méthode de la résolution de certains types des EDPs non linéaires. Ce
chapitre est conclu par une étude compléte sur le probléme de Cauchy relative a une équation quasi linéaire ou un
théoreme important a été démontré. Cette étude a été illustrée par des exemples d'existence et de non-existence.



Chapiter03 :Equations aux dérivées partielles du second ordre

| Chapiter03 :Equations
aux dérivees partielles du
second ordre

Ce chapitre est organisé en quatre sections principales. Dans la premiére section, nous rappelons les notions
de base et présentons des définitions fondamentales relatives a ce type d'équations. Des exemples d'équations

aux dérivées partielles (EDPs*) sont également formulés a partir de principes physiques. La deuxieme section
est consacrée a la classification des équations. Dans la troisieme section, nous abordons la réduction des
équations a une forme standard et démontrons que le type de I'équation est préservé. Enfin, la derniere section
traite de I'étude du probléme de Cauchy.

Mots clés: Classification des équations; La méthode des caractéristique; Réduction & la forme standard;
Changement de variables; Probleme de Cauchy...

1. Classification des équations

& Définition : Equations aux dérivées partielles du second ordre

La forme générale d'une EDP d'ordre 2 et de dimension 2 est:

F(x],xz,u, Oy tt, Oy, 1, 6izu, 8zzu VL u) =0 (1)
e | )

Y FX1X2° T XX

ou' (x1, x2) € Q C R la fonction u(x, y) est continue dans un domaine D € R?, ainsi que ses dérivées.
En transformant cette équation en identité, elle s'appelle la solution réguliére ou classique de

cette équation.

Q Fondamental : Classification des équations semi-linéaire :

On appelle équation aux dérivées partielles semi-linéaire du second ordre, d'inconnue u sur un ouvert £ de
mathbbR?, une équation de la forme :

2 2 2

o“u o“u o°u
a(x, y)@ + b(x,y) xdy + c(x, y)c,)—y2 =F (x, Vi,

ou 314) : ©

ox’ 9y



Classification des équations

ou a, b, ¢ sont des fonctions données, et F une fonction définie dans un ouvert de R2.

© Complément

La classification des EDPs du second ordre est issue de la classification de I'équation quadratique des sections
coniques en géométrie analytique. L'équation

ax’> +bxy+cy’ +dx+ey+ f=0

représente I'hyperbole, la parabole ou I'ellipse selon le signe de b* — 4ac (positif, nul ou négatif). Alors, La
classification de I'équation ( &) dépend des coefficients a(x, y), b(x, y) et c(x, y) en un point donné (X, y).

N Remarque

Suite aux Définition précédant avant la matrice A est définie sous cette forme: partie principal (avec u différentiable

- 0'u u
deux fois , — = —):
xy  Oxy
, d
2alx, , 9
T A R
EREP ) Y Oxdy By a2~ \dx oy
b(x,y)  2c(x,y)

2l

Classification fondée sur sesV.p* ( A réelles, car A est symétrique), alors le polyndme caractéristique de cette
matrice :

det(A — AI) = 2> = 2(a + ¢)A + 4ac — b?
donc il y a deux valeur propre A et A, avec :

4ac — b?
/11)(/12:“# et /L1+Ah=a+c

indépendant de systéme de coordonnées.

Conséquemment, on donne la définition suivante.

&, Définition

Soit A(x, y) = b%(x,y) — 4a(x, y)c(x, y), on ales cas suivants
1. SiA(x,y) > 0, I'équation est dite hyperbolique = A; X A, < 0.
2. Si A(x,y) = 0, I'équation est dite parabolique = A; = 0 or A, = 0.
3. SiA(x,y) < 0, I'équation est dite elliptique = A; X A, > 0.

O Exemple
L'équation des ondes
u  Ou 0
—_— —C— =

or? 0x?

est une équation hyperbolique sur le domaine D = R, X R.



Réduction a la forme standard

O Exemple

Pour I'équation
zazu 0’u N Ozu
- X
72 Vot
Six = 0ouy = 0, A s'annule. Alors sur le domaine , ou y = 0} cette EDP est parabolique et elliptique sur R?\ D.

= sin(x + y)

Pour transformer I'équation (&) en une forme canonique, on a besoin de faire un changement de variables

indépendantes.

Quelques équations du second ordre de la physique mathématique

2

ou
1. Equation des ondes W = c?Au, ou' u(x, y, z, t) est utilisé pour modéliser de petites oscillations, elle joue

un grand role dans la dynamique des fluides et dans I'électromagnétisme.

, ou
2. Equation de la chaleur E = kAu,ou' u(x, ¥, Z, 1) est utilisée dans I'étude de la conduction thermique.

3. Equation de Laplace ou du potentiel Au = 0$, ou' u(x,y, z,t), apparait notamment dans: astronomie,

électrostatique, mécanique des fluides et la mécanique quantique.

2. Réduction a la forme standard

¥ Fondamental : Changement de variables

On considére le changement de variables (£(x, y), 7(x, y)) supposé deux fois continGment différentiable et tel que
le Jacobien J ne s'annule pas, alors il existe des fonctions a’, b’, ¢’ et F’ telles que

2 62
+c(x, y) “_ F'(f,n,u

ou Bu) @)

u
a'(x, y)— +b'(x,y) ; 6_5’ 5_77

e dEdn

ou

H

. a(gi) +b(ai)(af)+ (gf)
e R 2l o R )
<=5 ++(G)() ()
La premiére finalité de cette transformation ( &’ ) est souvent de préserver la nature de I'équation (elliptique,

hyperbolique, parabolique). De plus, on a

N m) =D& n) = 4d' € e’ n) = A, Y).

© Complément

L'équation exprimée dans le nouveau systéme de coordonnées $(\xi, \eta)$ poursuit deux objectifs fondamentaux :

1. Préserver la nature de I'équation initiale(elliptique, hyperbolique ou parabolique), grace a la relation :
N (& m) =b*(En) - 4d (&€ n) = TPAx, y),
ou A(x,y) = b? — 4aC est le discriminant de I'équation initiale, et A’ (£, 17) celui de I'équation transformée.

Comme J? > 0, le signe du discriminant est conservé, ce qui garantit l'invariance du type de I'équation.



Réduction a la forme standard

2. Faciliter la réduction de I'équation & une forme canonique, propre a chaque type d'EDP, afin de permettre
I'utilisation de méthodes analytiques classiques telles que :

- séparation des variables,
- les séries de Fourier,
- les transformées de Fourier ou de Laplace.

Cette simplification rend I'analyse qualitative et la résolution de I'équation plus accessibles comme le monter dans le

tableau suivante :
Situation Nom d'équation

Changement de variables appliqué, sans simplification Equation transformée

supplémentaire

Changement de variables suivi d'une simplification Equation réduite ou forme simplifiée

partielle (par exemple, élimination du terme mixte)

Changement de variables suivi d'une simplification Forme canonique (ou forme standard, ou forme normale)
compléte adaptée au type de I'EDP (elliptique,
hyperbolique, parabolique)

Tableau : Nomenclature de I'équation aprés changement de variables

Forme standard ou canonique :

L'écriture d'une EDP du second ordre sous la forme canonique permet de la mettre sous une forme plus simple. Elle
consiste d'éliminer certaines dérivées secondes. Cette procédure va aider a chercher des solutions comme I'équation
des ondes (voir chapitre 6). La forme canonique d'une EDP du second ordre dépend du type de I'équation. Pour cela
on a besoin d'introduire la notion d'une courbe caractéristique associe a I'équation $\mathcal{E}$.

&, Définition : Les caractéristique de I'équation de second ordre :

Une caractéristique de I'équation (&) est la courbe satisfaisant & I'équation différentielle

dy 2 dy 3
Cl(a) —ba-l—C—O (1)

Q Fondamental

Dans ce qui suit, on traite chaque cas indépendamment en donnant la forme correspondante.

- 1% Cas hyperbolique:

Soit (E},) une équation de type hyperbolique. On sait que dans ce cas b> — 4ac > 0 et par conséquent I'équation
(1) admet deux solutions séparées. Donc, il existe deux courbes caractéristiques réelles des équations

Ui(x,y) = cretp(x,y) = c; pour I'équation (1).



Réduction a la forme standard

© Complément : Théoréme 1(cas hyperbolique) :

Les équations des courbes caractéristiques sont données par

Q_ b+ Vb? —4ac

dx 2a
Enposant & = Y1 (x,y)etn = Yr(x,y)out;,i = 1,2, laforme canonique de (&) s'écrit
9? ov 0
_ -G §,n,v,—v,—v :
0éon 0¢ on

Pour la preuve de cette théoréme, on cherche des coordonnées (&, n7) tels que @’ = 0 ou ¢’ = 0. Les expressions
de d’ et ¢’ sont de la méme forme

AN AT AV A
() E)E) () -
Par factorisation, on obtient

é [a(g—‘i) +(p- Vb2 - 4ac)(3—f:)} [a(g—‘i) +(p+ Vb2 - 4@(3—'5)] = 0. sous hypotypose quea # 0, sinonc # 0.

O Exemple

Considérons I'équation suivante :
Vo =5 =0 (1)

A(x,y) = b?(x,y) — 4a(x,y)c(x,y) = 4x*y? Donc si x = 0 ou y = 0, cette EDP est parabolique an point
(x,y), sinon elle est hyperbolique an point (X, ¥). Considérons un domaine D pour lequel I'EDP est hyperbolique &
tous ses points. A ces points, les équations caractéristiques sont

dy 0+ dx2y? I

dx 2y? Ty

En utilisant la méthode de séparation de variables, on obtient: % (x2 + yz) =Cjet 5 (x2 - y2) =Cr.Ciet(Cy
sont des constantes. Les courbes caractéristiques sont

(p1(X,y) = x2 + y2’
@a(x,y) = x* =y~

On pose
£=x"+y,
n= X - yz.

etu(x,y) = v(&,n). En utilisant ce changement de coordonnées, on obtient

{ xzzﬂ—fa
=&+



Réduction a la forme standard

© Complément

ce qui implique aprés simplification
AN S S S
oson  2(£-n*) 05 2(£-n*)on

C'est la forme canonique de I'EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyperbolique.

- 2°Me Cas parabolique

Soit (&, ) une équation parabolique. On sait que dans ce cas b?> — 4ac = 0 et par conséquent I'équation (1) admet
deux solutions confondues. Donc, il existe une seule courbe caractéristique réelle d'équation 1 (x,y) = ¢ pour
I'équation 1.

¢ Fondamental : Théoreme 02(cas parabolique)

L'équation de la courbe caractéristique est donnée par :

dy b
dx 2a
En posant
{ £=g1(x,),
n=e2Ax,y)
ol ¢, satisfait J(&, n7) # 0, la forme canonique de (817) s'écrit
o%v ov ov
v N G slfs Ve 5297 |-
3 =0lenr 5 5)
® Conseil

Dans ce cas, il faut trouver deux fonctions ¢1(x,y) et @,(x, ) telles que b'(&,17) = ¢’(€,17) = 0 pour tout
(x,y) € D. Il suffit de rendre ¢’ = 0, ceci implique que

A 33 - -

Il en résulte que 77 est une solution de I'équation linéaire du premier ordre

on\ b(on\
a(<9X)+2(6y)_0

Par conséquent, la solution $\eta$ est constante sur chaque caractéristique, c'est-a-dire sur une courbe qui est une
solution de I'équation

dy b
dx ~ 2a

En trouvant la solution de cette équation, on a la premiére courbe caractéristique > (x, y) = C. Pour choisir ¢y, il
suffit seulement de prendre en considération la contrainte sur la seconde variable indépendante, est que le

J(&,m) #0enD.

10



Réduction a la forme standard

O Exemple : sur une équation parabolique

L'équation suivante

0*u 0*u 0u  Ou ou
6 9 - —+2— =0
o 0xdy " oy?  ox " dy

est parabolique sur R,

© Complément : Solution

L'équation des caractéristiques est donnée par
dy
dx

dont la solution est 3x —y = C. La premiére courbe caractéristique est ¢1(x,y) = 3x —y. On pose donc

3

& = 3x — y. Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique 77, on a beaucoup de choix. Pour cet exemple, on
prendra 17(x, y) = x. Cette fonction a bien des dérivées partielles d'ordre m < 2 continues et

3 -1
J = 1 o |7 1#0.
pour tout point de $\mathbb{R}*2$. En utilis ant ce changement de coordonnées
§&=3x-y,
n=x
et on pose u(x,y) = v(€, 1), on obtient
b=
y=3n-¢.

En utilisant la regle de chaine, on obtient

3™ cas Equation elliptique:

Soit ( &, ) une équation elliptique. On sait que dans ce cas b* — 4ac < 0 et par conséquent I'équation (1) admet
deux solutions complexes. Donc, les courbes caractéristiques sont définies a partir des parties réelle et imaginaire
des solutions.

© Complément : Théoréme 03 :

Soit ¢ une solution de I'équation

dy bxiVbh?—4ac
dx 2a

11



Réduction a la forme standard

La forme canonique de (&, ) s'écrit
u  Ou oy Ov
— t= = G sIfs Ve 5297 |-
o o (5 LT an)
ou (&, n) sont données par

&§=Reyp

n =Ime.

O Exemple

Considérons I'équation de Tricomi

0*u 0’u
ﬁ + )Ca—yz = O,X > 0.

© Complément

$br2(x, y)-4 a(x, y) c(x, y)=-4 x=4 i*2 x$. Comme $x>08$, cette EDP est elliptique sur le domaine $D$. A ces points,
les équations caractéristiques sont

$$
\frac{d y}{d x}= \pm i \sqrt{x}
$$
3
En utilisant la méthode de séparation de variables, on obtient Ey + ix2 = C oiC est une constante complexe. On
pose
3
é: = Ey’
3
n=-x2.

etu(x,y) = v(&,n). En utilisant la régle de chaine, on obtient

et finalement

oAb i it i
_9(v, Lov o
T 4\opr  3yon 082

1
Pu  Pu 9 v 3 756\/ 9 &v

La forme canonique de I'équation de Tricomi est

v 0%y 1 ov

o T ee " oy

12



Probléme de Cauchy

Q Fondamental

La vidéo suivante explique et donne des exercices autour des équations aux dérivées partielles les plus célébres et

comment l'extraire.

[cf. Formes standard]

3. Probléme de Cauchy

A Rappel

Soit f une fonction d'une seule variable et (v ) la courbe définie par I'équation y = f(x). Posons
F(x,y) = f(x) —y. Alors, le vecteur ii = VF (xq, f (x0)) = (f" (x9),—1) est perpendiculaire & (y) en
(x0, f (x0))-

&, Définition

Le probléme de Cauchy relatif & une courbe (7y) réguliére consiste & chercher (si elle existe) la solution de I'équation

ou ou
ox’ 8

0%u 62u Zu
a(x,y) 5 + b(x, y) + c(x y)— = F(x,y, u, —

qui vérifie
u(x,y) = g(x,y) sur(y)

et

d

d—”(x, y) = h(x, y) sur(y).
n

u
ou an désigne la dérivée normal et f et g sont des fonctions de classe CletC?sur Y, respectivement.
n

A Rappel

1-Soit y : t —> (x = @(1),y = ¥(t)) une courbe de R? dont tout point est régulier c'est a dire tel que

d *
(_‘ﬁ + _'7[’ > (). On cherche une solution de Pb de cauchy qui vérifie des conditions supplémentaires sur la

dt dt
ou ou
ox’ 6y

a) Soient x(7), y(t) les coordonnées du point M(t) parcourant la courbe y(t). On appelle abscisse curviligne une

ds\* (dx\* (dq\’
primitive de \/(x’(t))2 + (y’(t))z; c'est une fonction s telle que (d_:) = (_x) + (—q) i

courbe y : On suppose connue la valeur de u sur ‘y ainsi que celle de ses dérivées —

dt dt
b) Soit
A
ds ds ds | dt dt
avec ||f|| = 1. Le vecteur T est tangent a la courbe y, de plus le vecteur normal N = —%31 + Z—sez N s'obtient

- T
a partir du vecteur tangent T’ par une rotation de 5

13



Probléme de Cauchy

. dlxt —
c) On appelle dérivée normale la grandeurd— =< grad(u), N >
n

2. ¢ une fonction de classe
. 1 d
C!. limy o —[(M + hN) — p(M)] = - (¢(M)

On pose maintenant

H(t) = ulp(0), y(1)]
o

U = S lp(t).y(0)]
ax
du

V() = —[e(0), y(n)]
ady

d
WD) = T lp(0). (1)
n

nous avons alors:

du O o o
%(so(t),t!/(t)) == ax(sO(t), Y (1) T o (@), ¥(0) i (gradu, N >
Done
dy dy

W) =-U@lt)— + V(t)—

(@) (@) o5t (1) P

dH dy dy

— =U()— + V() —

dt ( )ds W )ds

S Remarque : L'idée de I'étude

1. Sion connait U, V et H on connait W et H, réciproquement si on connait W et H on connait W et —. Le

2 2
dx d
systéme linaire précédent permet de déterminer U et V car tout point de y est régulier (d_) + (d_y) >0
s s
).

ou ou
2. Si on suppose H, U,V connues, c'est & dire u, 6_’ 3_ sur y. Si u est complétement déterminée, ses
X 0y

dérivées secondes doivent étre déterminés sur .

& Méthode

En dérivant le systéeme précédenton a:
v = o000 0 + L o0 wow 0
()= Z5COUON 0+ Fo(6(0.
Pu &u
V(1) = F(w(t).d/(r)kp’(t) + = (@), ()Y (1)
Xy ay? )
F(@(0).w(0). H®). U1). V(1) = a(g (1), wu»%wm, v+
& 9*
BUp(0). 00) 50,00 + (D). U(0) 5 (60, ().
XAy ay?

Le déterminant A est :

') W' (1) 0
A= 0 @(1) W' (1)
a(p@®), Y1)  ble(®),Y(1))  cle@), ¥(1)

A=clg ) —by'OY ® +aly' ®)]
En résumé si A # 0 les dérivées secondes sur $igamma$ sont déterminées de facon unique. Si A = 0O le systéme
précédent a soit aucune, soit une infinité de solutions.

14



Exercice : Travaux dirigés (TD)

&, Définition : Résolution des EDP simples

1. Les courbes caractéristiques sont les courbes $\gamma$ qui annulent $\Delta(t)$ :

A1) = (@), () [¥' O = 2b(p(0), y(1)) [¢' (' ()] +
a(e@, v W @) .

2. On dit que y n'est caractéristique en aucun point si Yt A(t) # 0.

Q Fondamental : Théoreme

Si la courbe (7y) n'est pas caractéristique, le probléme de Cauchy admet une solution unique.

15



Exercice : Travaux dirigés (TD)

4. Exercice : Travaux dirigés (TD)
Exercice : 01

[solutionn®°1 p.20]

Classer I'équation suivante :

Ugx + 2Uyy + Uy, = 0
O Equation elliptique
O Equation parabolique

O Equation hyperbolique

Exercice : 02

Classer I'équation suivante :

Xy — yzuyy =0
O Equation elliptique
O Equation hyperbolique dans tout R?

O Type dépend du point (x, y)

Exercice : 03

En général, la réduction d'une EDPs linéaire du second ordre a une forme canonique est :

O Toujours globale

O valable dans une région ou un domaine spécifique des variables indépendantes

O Impossible sans conditions supplémentaires

Exercice : 04

La réduction canonique d'une EDP elliptique a la forme uzy; + unn = f estvalide :

O Sur tout le domaine €2
O Pour toute équation elliptique

O Localement autour d'un point régulier

Exercice : 05

Pour I'EDP linéaire d'ordre 2 suivante

0*u . 0*u , 0%u ou
— COS% X—— — COS X— =

Ox? Oxdy 0y? dy

® Vérifier que cette équation est parabolique sur R2.

® Déterminer les courbes caractéristiques de cette équation.

16



17

Exercice : Travaux dirigés (TD)

® Effectuer le changement de coordonnées correspondant afin d'obtenir la forme canonique
correspondante.

® Trouver la solution générale de cette équation dans le domaine R% u(0;y) = f(y);
ux(0,y) = g(y);

ou f et g sont des fonctions données.

Exercice : 06

Quelle condition permettrait une réduction globale ?
O Coefficients constants
O Discriminant constant

O Equation parabolique uniquement

Exercice : 07

Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies ?
O

La nature (hyperbolique, elliptique...) d'une EDP est conservée sous un changement de variables régulier.
O Lediscriminant A’ = J?A permet de conclure sur la conservation du type.
O toute EDP peut étre globalement réduite a une forme canonique.

O Laréduction locale est inutile si I'équation est linéaire.

- Dans ce chapitre, nous avons appris a reconnaitre les types d'équations aux dérivées partielles d'ordre02
linéaire(Elliptique , parabolique, hyperbolique), ce qui est essentiel pour choisir les méthodes de résolution
adaptées.

- Les équations de la physique (chaleur, ondes, Laplace) en sont des exemples importants, décrivant des
phénomenes réels. Parmi les méthodes, les approches directes comme le changement de variables et les
courbes caractéristiques simplifient ces équations tout en gardant leur lien avec la réalité physique.

- Le chapitre suivant présentera la méthode de séparation des variables pour donne une solution analytique sous

certains condition imposée



Test d'auto-évaluation de chapitre 3

Il Test d'auto-évaluation de

chapitre 3

1. Exercice : La nature des EDPs

Pour I'EDP linéaire d'ordre 2 suivante

262u 5 0%u N 262u N ou N ou 0
xf— —2x x— — =

ox? y@x@y Y 0y?  0x yay
Question 1

Déterminer le domaine D ou cette équation est parabolique.

Question 2

Déterminer les courbes caractéristiques de cette équation sur D.

Question 3

Effectuer le changement de coordonnées en basant sur (2) pour obtenir la forme canonique correspondante.

Question 4

Trouver la solution générale de cette équation dans le domaine D

2. Exercice :
Réduction des équations aux dérivées partielles

Considérons I'EDP linéaire d'ordre 2 suivante

2 2 2
%Jrzaaa” +[1—a(y)]‘372’ -0
ou

-l,y< -1
aly) =4 0,y <1
I,y>1

1. Trouver le domaine ou cette EDP est hyperbolique, parabolique et elliptique.
2. Pour chaque domaine, trouver la forme canonique correspond ante.
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Exercice :

3. Exercice :

Pour I'EDP linéaire d'ordre 2 suivante
0*u N 0%u 3
Ox? y5y2 a

1. Trouver le domaine ou cette EDP est hyperbolique et elliptique.

0

2. Pour chagque domaine, trouver la forme canonique correspondante.

4. Exercice : Probleme de Cauchy ( corde vibrante°
T

Donner la forme d'une corde vibrante au moment f = — si son mouvement est défini par I'équation
a
o*U o0’U
> = a’ 5 et par les conditions initiales :

ot ox

U L0

or? T o2

U(x, D=0 =sinx

ou

—(x,t =1

ot ( )z—o
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Solutions des exercices

Solutions des exercices

> Solution n°1

Exercice : 01
Classer I'équation suivante :

Upx + 2Uyy + Uy, = 0
O Equation elliptique

® Equation parabolique
O Equation hyperbolique

La valeur du discriminant est
A=2%x2-4-1-1=0,doncl'équation est parabolique.
Exercice : 02

Classer I'équation suivante :

Xy — yPityy =0

O Equation elliptique

O Equation hyperbolique dans tout R?

®© Type dépend du point (x, y)

Discriminant
A =0%—4x*(=y*) = 4x*y* > 0six,y # 0
, donc type variable selon les points.

Exercice : 03

En général, la réduction d'une EDPs linéaire du second ordre a une forme canonique est :

O Toujours globale
® valable dans une région ou un domaine spécifique des variables indépendantes

O Impossible sans conditions supplémentaires

Exercice p. 16
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Solutions des exercices
Des techniques telles que la méthode des caractéristiques, la séparation des variables et I'analyse de symétrie de Lie
peuvent étre utilisées, et leur efficacité dépend souvent de la forme spécifique de I'EDP et de la région choisie.
Exercice : 04

La réduction canonique d'une EDP elliptique a la forme ug,; + unn = f est valide :
O Sur tout le domaine €2
O Pour toute équation elliptique

® Localement autour d'un point régulier
Exercice : 05

Pour I'EDP linéaire d'ordre 2 suivante

0*u ) 0*u 5 0*u ou
—cos“ x—— —cosx— = 0.

Ox? Oxdy 0y? dy

® Vérifier que cette équation est parabolique sur R2.

® Déterminer les courbes caractéristiques de cette équation.
® Effectuer le changement de coordonnées correspondant afin d'obtenir la forme canonique correspondante.
® Trouver la solution générale de cette équation dans le domaine R% 1(0; y) = f(y); u(0,y) = g(y);

ou f et g sont des fonctions données.

Exercice : 06

Quelle condition permettrait une réduction globale ?
® Coefficients constants
O Discriminant constant

O Equation parabolique uniquement
Exercice : 07

Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies ?

& La nature (hyperbolique, elliptique...) d'une EDP est conservée sous un changement de variables régulier.
& Lediscriminant A’ = J2A permet de conclure sur la conservation du type.

O toute EDP peut étre globalement réduite a une forme canonique.

O Laréduction locale est inutile si I'équation est linéaire.

Seules les deux premiéres affirmations sont correctes. La nature de I'équation est préservée localement par un
changement de variables régulier (jacobien non nul). Mais la réduction globale n'est pas toujours possible.
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Signification des abréviations

Abréviations

EDO : Equation différentielle ordinaire
EDPs : Equations aux dérivée partielles
Pb : Probléeme

V.p : Valeurs propre
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