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Objectifs

Ce cours vise a I'étude des équations aux dérivées partielles (EDPs) pour un
étudiant de licence est de lui permettre d'identifier les concepts fondamentaux,
comprendre les méthodes analytiques et numériques utilisées pour leur résolution,
et appliquer ces techniques a des probléemes concrets issus de la physique et des
sciences de l'ingénieur.

L'étudiant doit étre en mesure de formuler des problemes sous forme d'EDPs,
analyser |'existence et I'unicité des solutions, et évaluer |'efficacité des différentes
méthodes de résolution en fonction de la nature des équations (elliptiques,
paraboliques ou hyperboliques).

Ce cours I'améne également a synthétiser les connaissances acquises pour créer
des modeles mathématiques adaptés a des situations réelles, renforgant ainsi ses
compétences en mathématiques appliquées et en physique mathématique.



Introduction

Carte Conseptulle de Cour d'équation da la physique mathématiques

Il existe une infinité d’équations aux dérivées partielles, mais il n'existe pas une méthode univers pour résoudre toutes
celles-ci . Beaucoup de domaines sont fortement dépendants de la théorie desEDPs . L'aérodynamique, la
dynamique des fluides, I'électrodynamique, la géophysique, la mécanique.

Ce cours est organisé en sept chapitres principaux. Dans le premier chapitre, on a rappelé les notions de base et

apporté des définitions concernant ce type des équations. Des exemples des EDPs ont été formulés en utilisant des
principes physiques. Le deuxiéme chapitre est réservé exclusivement aux équations du premier ordre dont le contenu
est divisé en deux parties. Dans la premiére partie, on a fait un rappel important sur les systémes différentiels, qui sert

apres a comprendre la maniére de résoudre les EDPs du premier ordre. Ensuite, on a présenté des théorémes sur la
résolution implicites des équations quasi linéaires.

Dans la seconde partie, on a introduit une méthode de la résolution de certains types des EDPs non linéaires. Ce
chapitre est conclu par une étude complete sur le probleme de Cauchy relative a une équation quasi linéaire ou un
théoréme important a été démontré. Cette étude a été illustrée par des exemples d'existence et de non-existence.



| Pré-requis

Les principaux préalables recommandées pour suivre ce cours d'équation de la physique mathématique sont les

suivants :

- Une solide connaissance en analyse réelle.
- Des bases en algébre linéaire
- Une bonne compréhension en topologie



Test de pré-requis

Il Test de pre-requis

1. Exercice

Soit la fonction

. {R2—>R

(x,y) — x2 +y2

Le vecteur gradient de f au point (x, y)est

0 x)
Yy
2x

0 2y)
2x

O
yz)

O 2xi + 2yjou:

- (i) est le vecteur unitaire selon I'axe (x),
- (j) est le vecteur unitaire selon I'axe (y).

2. Exercice :

Soit la surface S définie par I'équation :
x% + 2 + 72 = 9 et on considere le vecteur V = (=1, 2, 0).
Question 1
. . _ 2 2 2 N
Montrez que le vecteur gradient de la fonction f(x,y,z) = X~ + ¥ + z° est normal & la surface S .
Indice :

Rappelez-vous que le vecteur normal a une surface f(x,y,z) = ¢ estle gradientV f(x,y, z) .

Question 2
Calculez le vecteur normal & S au point (2, 1, 2)
Indice :

Remplacez x =2, y =1, et z =2 dans le vecteur gradient pour obtenir le vecteur normal au point
2,1,2).



Exercice : Opérateur linéaire

Question 3
Déterminez un vecteur unitaire normal a la surface en ce point.

Indice :

Divisez le vecteur normal trouvé par sa norme pour obtenir un vecteur unitaire. La norme est donnée par

= 2422
|n|| = ny +ny +n; .

Question 4

Concluez que V = (—1, 2, 0) appartient au plan tangent & la surface au point (2, 1, 2).

3. Exercice : Opérateur linéaire

Soit W' un espace vectoriel de dimension finieet T : W — W un opérateur linaire.

Quel est I'ensemble des propriétés qu'un opérateur T  doit satisfaire pour étre un opérateur linéaire ?
O T(w+v)=T)+T(v)etT(cu) =cT(u) pourtousu,v e Wetc € K.

O Tw+v)=T)+T(v) maisT(cu) =cT(a)+ 1 pourtousu,ve W etc € K.

O T(u+v)=cT()+cT(v) pourtousu,ve W etc e K.

O T(wu+v)=Tu)+T(v)etT(cu) =T(u) pourtousu,ve W etc € K.



Il Objectif

1. L'objectif principal de ce chapitre est d'analyser les types des EDPs’ et d'explorer une méthode de résolution
appropriée pour certains EDPs’ simples
2. Les objectifs spécifiques incluent :

-Définir les principaux concepts et termes liées a des équations aux dérivées partielles (EDPs*)
- Connaitre des phénomenes physique liés a certaines des modales mathématiques

- Explorer une méthode de résolution appropriée au probleme mathématique qui lui est présenté en utilisant une
méthode de résolution appropriée.



Chapiter01 :Généralités

IV Chapiter01 :Généralitées

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) jouent un réle central dans la modélisation des phénomeénes
complexes impliquant plusieurs variables. Une EDPs établit une relation entre une fonction inconnue u et ses
dérivées partielles, permettant ainsi de décrire I'évolution de systémes dynamiques dans divers domaines tels
que la physique, l'ingénierie, la biologie et I'économie( Voire [1*,2*,3*,4*,5*,6*,7*,8*]. En effet, de hombreux
processus naturels et industriels obéissent & des lois fondamentales qui se traduisent mathématiquement par
des EDPs. Ces équations permettent d'exprimer la maniére dont une grandeur varie en fonction de plusieurs
paramétres, offrant ainsi un cadre rigoureux pour I'analyse et la prévision des comportements de systemes

complexes.

1. Concepts préliminaires et notions fondamentaux

L'exemple le plus simple d'équation différentielle se présente lorsque la fonction © dépend uniquement d'une seule
variable x.

Dans ce cas, la relation entre u et ses dérivées est décrite par une équation différentielle ordinaire ( EDO’ ).

&, Définition

Une EDO est une relation du type
F (x, u(x), u’ (x),u” (x),--- ,u"(x))=0 (1.1)
entre la variable x € R (parfois x € I C R) et les dérivées de la fonction inconnue u
point x telle que
F:R"™ R
(x,y) — F(x,y),
avecy = (Jo, Y1, »¥n) € R™

O Exemple

Le mouvement d'un objet sur une droite peut \"etre décrit par I'équation:
2 —
u(x) = g(u(x))
La variable x correspond au temps et la fonction u correspond a la position de I'objet.

Danscecasx € I C Ret



Concepts préliminaires et notions fondamentaux

F:R* —SR
(x,y) — F(x,y) = y2 — g0o),
avecy = (yo,y1,y2) € R?.

&, Définition

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique contenant en plus de la variable dépendante u
est les variables indépendantes (X;, X2, - - - ) une ou plusieurs dérivées partielles. Cette équation est ainsi de la
forme :

F(X],Xz,"' s Xns uaaxlu,axzus"' aaizu,aizu,az u ) =0 (12)
1 2

X1x77° :

© Complément

Ou' I est une fonction de plusieurs variables, (9x]. u$
ou
6xj

Si n est le nombre de variables indépendantes, alors nous

désigne la dérivée partielle par rapport a x; (6xj = ,j=1,-,n).

considérons le n-tuplet de variable indépendante (X, X2, - - - ) comme appartenant & un domaine D convenable (€2)
de R".

@ Fondamental : Dimension, degré et ordre d'une EDP

L'ordre d'une EDP: est le plus grand ordre de dérivation qui apparait dans I'équation
\egref{Gedp}.

La dimension d'une EDP est: le nombre de variables indépendantes dont dépend la
fonction inconnue u.

Le degré d'une EDP est le degré de la dérivée d'ordre le plus élevé

qui apparait dans celle-ci aprés que I'équation a été rationalisée.

O Exemple
- Ou Ou or o e .
a + 8_y = u + xy (EDP de 1 order, 1¢" degré et 2 demonsion).
- (ou\®  BPu ou ) ,
— | + — = 2x— (EDP de order, 1¢" degré et 2 demonsion).
Ox oy3 Ox
- Ou Ou Ou or or .
— + — + — = xyz (EDP de 1°" order, 1" degré et 3 demonsion).
ox 0Oy 0z
0’u ou\2
— =1+ = 2(2”d order, 2™ degree PDE and tow dimonsion).
0x? oy

10



&, Définition

Concepts préliminaires et notions fondamentaux

Une EDP (Equation différentielle aux dérivées partielles) d'ordre 1 ou du premier ordre d'inconnue u de n variables

indépendantesxy, X, - - - , X, est une équation de la forme:
F (X1, X2+, Xy hy Oy, Oyt - -+, 0y 1) = 0 (1.3)
ou(xy, -+ ,x,) € QCR"

© Complément

La forme générale d'une EDP d'ordre 2 et de dimension 2 est:

F (xl, X2, U, Oy U, Oy, éﬁzu, aizu, aquz, Bimu) =0 (1.4)
1 2

Ou' (x1,x) € QC R?

Linéarité et homogénéité

La notion de la linéarité pour les EDPs fait intervenir des opérateurs différentiels. Un opérateur différentiel est un

opérateur construit a partir des dérivées partielles des fonctions diférentiables.i.e un opérateur L désignera une

transformation qui associée a toute fonction

u = u(x,y,---)de plusieurs variables les x, y, - - - sur un domaine D ; une fonction Lu = Lu(x,y,---).

&, Définition

Une EDP d'une inconnue u est dite linéaire si I'on peut la mettre sous la forme

Luzf(x,y,---) (15)

ou

L est un opérateur linéaire différentiel,

f est une fonction de n variables indépendantes définie sur un domaine de R”".

Si f = 0, on dit que I'équation est linéaire homogéne. Sinon elle est non-homogéne.

Une EDP est dite linéaire si la variable dépendante et ses dérivées partielles n'apparaissent que dans le premier

degré et ne sont pas multipliées, sinon elle est dite non linéaire.

O Exemple
L'équation
0’u 0’u
I/l+ya—y2 +2yXﬁ =1 (16)

est linéaire non-homogéne sur R2 car elle peut s'écrire sous la forme \eqref{lin} ou’

0%u 0*u

=u+y— +2yx—
Lu=u Vo T

0x?

11



Construction d'une équation aux dérivées partielles

est un opérateur linéaire diférentiel et f(x,y) = L.

O Exemple

L'équation

2
(%) (%) + xu (%) = sin(y) (L.7)

n'est pas linéaire ne homogene sur R? car elle peut s'écrire sous la forme \egref{lin} ou'

_£ - @ @)4_ %
“Tlax)\az) T M 6y

et f(x,y) = sin(y). Pour vérifier cela, il suffit de prendrea = b = 1l et
u1(x,y) = us(x,y) = x% On obtient

L (aui(x,y) + buy(x,y)) = 16x et alui(x,y) + bLur(x,y) = 4x et clairement
L(aui(x,y) + buy(x,y)) # aLluy(x,y) + bLuy(x,y).

Quelques équations de la physique mathéematique

ou ou

1. Equation de transportE — ca— = 0 ou' u(x, t); est utilisée pour modéliser la pollution de I'air, la dispersion
y
des colorants ou méme le flux de trafic.
) ou ou . ) .
2. Equatlon de BurgersE — ua— = Oou'u(x, t)est issue de I'étude de la dynamique des gaz.
y
2
u

3. Equation des ondes W = czAu,ou' u(x,y, z,t) est utilisé pour modéliser de petites oscillations, elle joue

un grand rdle dans la dynamique des fluides et dans I'électromagnétisme.

ou
4. Equation de la chaleurE = kAu,ou' u(x,y, z, t) est utilisée dans I'étude de la conduction thermique.

5. Equation de Laplace ou du potentiel Au = 0, ou' u(x,y, z,t), apparait notamment dans: astronomie,

électrostatique, mécanique des fluides et la mécanique quantique.
2Lt 64
6. Equation d'Euler-Bernoulli— = —-, u(x, t) utilisée dans la théorie des poutres.

o  ort

2. Construction d'une équation aux dérivées partielles

EDP du premier ordre (Equation de transport) :

Dans cette sous-section, on illustre la maniere de dérivation de quelques EDPs citées ci-dessus en utilisant des lois
physiques.

Cette équation peut étre utilisée pour modéliser la pollution de I'air, la dispersion des colorants ou méme le flux de
trafic avec u représentant la densité du polluant (ou colorant ou trafic) a la position x et au temps f. Pour une
discussion du modéle physique, on considére I'exemple tiré de \cite{Walter}. Considérons un tube tres étroit de
longueur | conduit de I'eau a une vitesse constante c.

12



Construction d'une équation aux dérivées partielles

Supposons qu'il existe une substance chimique qui pollue de I'eau. Soit u(Z, x) la concentration de la substance
chimique a l'instant f et a I'abscisse X.

o = Th | s T
— == ==

Schema de Transport d'un polluant dans l'eau
On désigne par Q(?) la quantité de la substance chimique a l'instant 7.
L'expression de ( entre les points d'abscisse 0 et x est donnée par:
0 = [ ut,y)dy

Pendant une période A, une particule de la substance parcourt une distance ch. La quantité Q entre les points
d'abscisse ch et x + ch est la méme quantité entre O etx a l'instantt.

On a donc

x+ch

+ch
o = [, ut.y)dy = [, u(t. 1 + ch)dy
En dérivant par rapport a x; on trouve u(t, y) = u(t,t + ch).

En dérivant cette fois-ci par rapport & /1 et posant 4 = 0; on trouve

ou ou
= _ 27 2.1
o oy "0 @1

EDP du second ordre (Corde vibrante)

Prenons une corde de longueur L, qui subit des vibrations transversales relativement faibles.
Soient T'(x; t) la tension dans la corde et p la densité (masse par unité de longueur) de la corde.

Cet exemple a été traité de maniére détaillé dans [5*,8*]. On désigne par u(x;t) son déplacement transversal a
l'instant 7 et a la position x.

D'apres Ia loi de Newton' pour la partie de la corde entre deux points quelconques a x = x_0 et x = x_1. La pente de
Ou(xy, 1)
ox

La loi de Newton s'écrit

la corde en x_1 est

13



Résolution de quelque des équation aux dérivées partielles

T(@u(xl,t))

ox

ou(xy, t) 2
1+ (—8x )

X1 X (92
=[ pa—;dt(transversale)

X0 X0

Maintenant, on suppose que le mouvement est faible, alors par le développement de Taylor

> 2
1+ ulx, 1) = 1+l+ Quix1, ) +-o= 1,
O0x 2 ox

7]
ou les points représentent les puissances supérieures de 8_ On a négligé les quantités faibles
X

et ses puissances supérieures. Supposons que T est indépendant de x, on obtient

0 [ (a0))_ P
ox ox]] " or

C'est
0*u 0*u ‘ T
— =—c—ouc= [—.
Par = “ox o
<«

1-Pour un corps de masse m (constante) : I'accélération d subie par ce corps dans un

référentiel galiléen est proportionnelle a la résultante des forces .:E' qu'il subit, et inversement
proportionnelle a sa masse il . Ceci est souvent traduit par I'équation :

Z F = ma
»2
La vidéo suivante explique I'utilisation de I'une des équations aux dérivées partielles les plus célébres et comment

I'extraire.

[cf. La construction de I'équation de la chaleur][cf. Deuxiéme vidéo qui explique I'utilisation des EDP fondamentaux]

3. Résolution de quelque des équation aux dérivées partielles

Résoudre une EDP dans un domainef2 de R”, c'est trouver une fonction suffisamment différentiable dans €2, telle
que la relation (1.2) soit satisfaite pour toutes les valeurs des variables dans 2.

Si les différentes solutions d'une EDP s'écrivent sous la méme forme, cette forme est appelée solution générale de
I'équation. Comme la solution générale d'une EDO implique des constantes arbitraires, la solution générale d'une
EDP implique des fonctions arbitraires

O Exemple : Résolution des EDP simples

Résoudre I'équation de transport (2.1) .

La solution générale de cette équation sur €2 est u(x, 1) = f(x — ct) ou'f est une fonction arbitraire de classe

C!(R). La solution est trouvée en utilisant la méthode des caractéristiques qui sera 'objet du prochain chapitre.

14



Résolution de quelque des équation aux dérivées partielles

O Exemple : Résolution des EDP simples

On veut résoudre I'équation
o’u

o5 =0 (3.1)

ou
D'abord, on pose v(x,y) = g ce qui implique pour tout (X, y) que
X
ov
— =0.
0x
Ceci signifie que v(x, y) est constante pour tout y fixé. Alors v(x, y) = C(y), ou' C est une fonction arbitraire de .
ou
On se raméne & trouver U telle que E = C(y). Un raisonnement similaire conduit a u(x, y) = C(y)x + D(y). ou'
X

D est une fonction arbitraire.

O Exemple : Résolution des EDP simples

On s'intéresse a trouver la solution générale de I'équation

62_u +u=0 (3.2)

Ox?

On remarque que pour Y fixé, I'équation \egref{enn+} a I'aide d'un changement de variable
v(x) = u(x;y)s'écrit

vVi+v=0.

Il s'agit d'une EDO linéaire du second ordre dont la solution générale est donnée par

v(x) = A cos(x) + Bsin(x).

Ou' A et B sont des constantes arbitraires. Si on revient & u, on obtient

u(x,y) = A(y) cos(x) + B(y) sin(x), d'ou la solution de \egref{enn+}, A et B cette fois sont des fonctions

arbitraires.

O Exemple : Résolution des EDP simples

On s'intéresse a trouver la solution générale de I'équation
o’u

— =0 3.3
e (3.3)

Comme dans I'exemple au-dessus, on a

ou

6—y=c(y);

ou' C est une fonction arbitraire de y, alors

umw=jf@®+mm

15



Exercice : Travaux dirigés (TD)

ou' D est une fonction arbitraire. Si C admet une primitive E, la solution s'écrit

u(x,y) = E(y) + D(x)

2 Méthode : Méthode du changement de variables

Une EDP peut étre transformée parfois a une forme plus simple avec une solution connue par un changement de
variables approprié. Cette section discute la maniére de cette transformation.

O Exemple

Déterminons toutes les fonctions u € C 1(R}f) et satisfaisant I'équation aux dérivées

partielles
ou ou
2Xa - a =0 (34)

On peut considérer les nouvelles coordonnées: € = x etn = xyz. Il est facile de vérifier que £, > O et x = £ et

-
3
car xy > 0: Par la régle de chaines, on obtient
du_ oudE  oudn
ox 0&0x Onox

Ou _ 0uds  Oudn
dy 08y  dndy

© Complément

ou Ou
Ici il faut noter que les dérivées partielles % et (9_ sont continues. En remplagant x, y,
n
ou Ou . _ _
8_ et 8_ par leurs expressions correspondantes en fonction de £ et 17 dans \egref{enn223}, on obtient
X oy
ou
— =0 3.5
9 (3.5)

0
Comme £ est strictement positive, on obtienta—; =0ieu=hnhm),h:(0,00) >R

arbitraire et dérivable.

Alors 1 = h(xy?) est la solution de \eqref{enn223}.

4. Exercice : Travaux dirigés (TD)
Exercice : 01

1. Monter que pour tout fonction f € C1(R), u(x,t) = f(x — ct) est solution de L'EDP

16
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2. Trouver la solution qui satisfait la condition suivante: u(0, £) = #°.

Exercice : Travaux dirigés (TD)

3. Trouver la solution qui satisfait la condition suivante: u(0, f) = g(¢) telle que f € C'(R).

Exercice : 02

Soit u(x, t) une fonction de deux variables. Considérons les nouvelles variables suivant (7, 8) définies par

les équations suivantes:

r= Va2 +y?

0 = arctan ()—))
X

Noter que dans ce cas :

On a aussi
x = rcos(6)
y = rsin(6)

Montre en utilisant la régle de chaines les formules suivantes:

ou ou

1. Pl cos(Q)E -
ou . ou

2. 6_y = sm(@)E -
Pu  Pu  Pu

3. + + ——
ox*  dyr  orr  r? 06z

Exercice : 03

1u
r or

Soit L'EDP suivant

ou

ou
2 — - =
(x*+1 + 2xy

4.1

Déterminer toutes les solutions de \egref{eq1} de classe C 1(Rz) en utilisant les nouvelles coordonnées

= tn = ———
&= xetn x2+1

Exercice : 04

1. Déterminer la solution général de

Pu  0*u

=0,
ox*  0y?

en utilisant les nouvelles coordonnées &€ = x + yetn = x —y.

2. Résoudre I'équation :

Exercice : 05

(4.5)

Résoudre le probléme a valeur initiale suivant



Exercice : Travaux dirigés (TD)

du +ex@ =0
ot ox (4.6)
u(x,0) =x

- Dans ce chapitre, nous avons appris a reconnaitre les types d'équations aux dérivées partielles (ordre linéarité,
homogénéité), ce qui est essentiel pour choisir les méthodes de résolution adaptées.

- Les équations de la physique (chaleur, ondes, Laplace) en sont des exemples importants, décrivant des
phénomeénes réels. Parmi les méthodes, les approches directes comme le changement de variables et les
courbes caractéristiques simplifient ces équations tout en gardant leur lien avec la réalité physique.

- Le chapitre suivant présentera la méthode des caractéristiques, utile pour résoudre les équations quasi-linéaires
du premier ordre en construisant des solutions particuliéres le long des courbes caractéristiques.

18



Test d'auto-évaluation de chapitre 1

V Test d'auto-évaluation de
chapitre 1

1. Exercice : La nature des EDP selon leur order, leur degré, leur linéarité et
leur homogénéité, si possible.

On considérer les équations aux dérivées partielles suivantes :

0’u N ou 2) ou\* ou o*u L9 o*u 0
— +X— =y;2)| — =1 =
o2 oy T N\ax) Ty T e T “ax2ay

2 2 2 2,\2 2
4)6 “ +2 Ou + 0 th = sin(x); 5)(%) + (—) + sin(u) = exp(y).

1)

Question

Pour chacune des équations aux dérivées partielles au-dessous, indiquer son ordre, si elle est linéaire ou non,

si elle est linéaire homogéne ou non

2. Exercice :
Résolution directe des equatioins aux dérivées partilles

Déterminer la solution générale $u(x,t)$ des EDPs suivantes:

= I;
0x0y

o’u 3 @
oxdy  Ox’

3. Exercice :

Soinet g : R — R une fonction continue et 4 : R — R, une primitive de g

1. Déterminer toutes les solutions de classe C!(R?) de

ou Ou

g(y)a + pr 0 4.2)

en utilisant les nouvelles coordonnées & + h(n) = xetn = y.
2. Utiliser le résultat obtenu en \eqgref{eq2} pour résoudre I'EDP suivant :
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Exercice :

6_u
y@x

8
+(y2+1)6—;‘:0.

(4.3)
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Glossaire

Glossaire

la loi de Newton
Pour un corps de masse m (constante) : I'accélération $a$ subie par ce corps dans un référentiel galiléen est

proportionnelle a la résultante des forces F~ gu'il subit, et inversement proportionnelle a sa masse m. Ceci est

souvent traduit par I'équation :

\displaystyle{\sum\vect{F} =m\vect{a}

21



Signification des abréviations

Abréviations

EDO : Equation différentielle ordinaire

EDPs : Equations aux dérivée partielles
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