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Chapitre 1

Matrices et Déterminants

1.1 Matrices

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d�un certain nombre de

problèmes d�algèbre linéaire se ramènent à des manipulations sur les matrices. Comme

nous le verrons dans ce chapitre, cela est vrai pour la résolution des sytèmes

linéaires.

1.1.1 Dé�nitions et notions

Dans tout ce chapitre, | désigne le corps R ou C; n et p deux entiers naturels non nuls.

Dé�nition 1.1.1 On appelle matrice A de dimension (taille) n � p à coe¢ cients dans

| un tableau rectangulaire de nombres dans | comportant n lignes et p colonnes. Ces

nombres sont appelés coe¢ cients de la matrice A.

Notations

1. Les matrices sont représentées par des lettres majuscules (A;B;C; � � � etc.):

2. Une matrice A est représentée entre deux parenthèses ou deux crochets :
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Dr. L. Slimane Chapitre1. Matrices et déterminants

A =

0BBBBBBBBBB@

a11 � � � a1j � � � a1p
...

...
...

ai1 � � � aij � � � ain
...

...
...

an1 � � � anj � � � anp

1CCCCCCCCCCA
ou A =

266666666664

a11 � � � a1j � � � a1p
...

...
...

ai1 � � � aij � � � ain
...

...
...

an1 � � � anj � � � anp

377777777775
ou encore A = (aij)1�i�n

1�j�p
ou A = (aij):

3. On note aij l�élément ou le coé¢ cient de la matrice situé sur la i�eme ligne et la j�eme

colonne (ces indices donnent l�adresse ou la position de chaque élément).

4. La dimension (la taille, l�ordre) de la matrice est notée par dimA : dimA = n� p;

n désigne le nombre de lignes et p le nombre de colonnes.

5. L�ensemble des matrices de dimension n� p à coé¢ cients dans | est noté Mn;p(|):

Remarque 1.1.1 On ne doit pas confondre aij qui est un élément avec (aij) qui est une

matrice dont les éléments sont les aij:

Exemple 1.1.1 Soit A =

0B@ 1 0
p
3

� �2 1 +
p
5

1CA et B =

0BBBB@
i 3 + 2i 0

1 0 e

�7 0 11

1CCCCA :
On a dimA = 2 � 3 et dimB = 3 � 3: On a par exemple : a12 = 0; a23 = 1 +

p
5;

b11 = i; b12 = 1; b33 = 11:

1.1.2 Matrices particulières

1. La matrice nulle de dimension n � p est la matrice dont tous les coe¢ cients sont

nuls, on la note 0n;p. Par exemple :

03;2 =

0BBBB@
0 0

0 0

0 0

1CCCCA :
2. La matrice A est une matrice ligne (vecteur-ligne) si dimA = 1� p (n = 1) :

A = (a11; a12; : : : ; a1p) :Par exemple : A =
�
�7; 4;

p
3
�
:
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Dr. L. Slimane Chapitre1. Matrices et déterminants

3. La matrice A est une matrice colonne (veteur-colonne) si dimA = n� 1 (p = 1) :

A =

0BBBBBBB@

a11

a12
...

an1

1CCCCCCCA
: Par exemple : A =

0BBBB@
i

0

�

1CCCCA :

4. La matrice A est dite matrice carrée si n = p (le nombre de lignes est égal au nombre

de colonnes). On note Mn;n(|) par Mn(|): Les éléments a11; a22; : : : ; ann forment la

diagonale principale.

5. La matrice identité (ou unité) In est une matrice carrée d�ordre n où aij = 1 si i = j

et aij = 0 si i 6= j: Par exemple : I3 =

0BBBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCA :
6. La matrice A est une matrice diagonale si A est carrée et si aij = 0 quand i 6= j: Par

exemple : A =

0BBBB@
5 0 0

0
p
2 0

0 0 �1

1CCCCA :
7. A est une matrice triangulaire supérieure si A est une matrice carrée et

aij = 0 si i > j: Par exemple : A =

0BBBB@
5 �2 11

0
p
2 3

0 0 �1

1CCCCA :
8. A est une matrice triangulaire inférieure si A est une matrice carrée et

aij = 0 si i < j: Par exemple : A =

0BBBB@
� 0 0

�1 1 0

3 8 �1

1CCCCA :

1.1.3 Égalité de deux matrices

Deux matrices sont égales si elles ont la même dimension et si les coe¢ cients (ou les

éléments) situés à la même place sont égaux :

dimA = dimB = n� p et aij = bij; 8 1 � i � n; 1 � j � p:
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Dr. L. Slimane Chapitre1. Matrices et déterminants

Exemple 1.1.2 Soit A =

0B@ �1 0 5

�2 1 3

1CA et B =

0BBBB@
�1 �2

0 1

5 3

1CCCCA :
On a dimA = 2� 3 et dimB = 3� 2: Donc A 6= B car dimA 6= dimB:

Exemple 1.1.3 Trouver les valeurs des réels x et y tels que A = B; où :

A =

0B@ �2 7

y2 � 3 0

1CA B =

0B@ �2 2x� 1

6 0

1CA :

Comme les deux matrices ont la même dimension, on a A = B si et seulement si :

8><>: y2 � 3 = 6

2x� 1 = 7
)

8><>: y = �3

x = 4
:

1.1.4 Opérations sur les matrices

Dans cette section on va dé�nir quelques opérations sur l�ensemble des matrices Mn;p(|):

Addition des matrices

Dé�nition 1.1.2 Soient A = (aij) et B = (bij) deux matrices de même dimension n�p:

Leur somme est la matrice C = ( cij) de dimension n� p dé�nie par :

cij = aij + bij:

(On additionne les éléments qui ont la même position). On note C = A+B:

Remarque 1.1.2 � On ne peut pas additionner deux matrices de dimension di¤érentes.

� De même on peut dé�nir la soustraction de deux matrices : C = A�B est la matrice

de dimension n� p dé�nie par cij = aij � bij:
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Dr. L. Slimane Chapitre1. Matrices et déterminants

Produit d�une matrice par un scalaire

Dé�nition 1.1.3 Soit A = (aij) 2Mn;p(|) une matrice et � 2 | un scalaire. Le produit

de la matrice A par le scalaire � donne une matrice notée �A 2 Mn;p(|) et dé�nie par :

�A = � (aij) = (�aij) (i.e. on multiplie chaque coe¢ cient de A par �):

Exemple 1.1.4 Soit : A =

0B@ 2 5

�1 0

1CA ; B =
0B@ �3 0

2 1

1CA ; C =
0B@ 1 �5 0

7 0 8

1CA :
Evaluons A+2B; B+C: Les matrices A et B ont la même dimension (dimA = 2� 2 = dimB)

par la suite A et 2B ont aussi la même dimension donc A+ 2B est bien dé�nie :

A+ 2B =

0B@ 2 5

�1 0

1CA+ 2
0B@ �3 0

2 1

1CA =

0B@ 2 5

�1 0

1CA+
0B@ �6 0

4 2

1CA
=

0B@ 2� 6 5 + 0

�1 + 4 0 + 2

1CA =

0B@ �4 5

3 2

1CA :
Comme dimB = 2 � 2 6= dimC = 2 � 3; B + C n�est pas dé�nie (elle ne peut pas être

calculée).

Proposition 1.1.1 Soit A;B;C 2Mn;p(|) et �; � 2 |: On a les propriétés suivantes :

1. Commutativité : A+B = B + A:

2. Associativité : (A+B) + C = A+ (B + C) :

3. Elément neutre pour la somme : A+ 0n;p = 0n;p + A = A:

4. Elément symétrique : A� A = A+ (�A) = (�A) + A = 0n;p:

5. Associativité du produit par un scalaire : (��)A = � (�A) :

6. Distributivité sur l�addition des scalaires : (�+ �)A = �A+ �A:

7. Elément neutre pour le produit par un scalaire : 1A = A:

Remarque 1.1.3 On peut montrer que l�ensemble Mn;p(|) muni des deux opérations pré-

cédentes est un |-espace vectoriel.
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Dr. L. Slimane Chapitre1. Matrices et déterminants

Produit (multiplication) matriciel

Soit A = (aij) 2 Mn;p(|) et B = (bij) 2 Mp;q(|) deux matrices. Le produit matriciel de

ces deux matrices C = AB est une matrice de Mn;q(|) dont les coé¢ cients cij sont dé�nis

par :

cij = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j + � � �+ aipbpj =
pX
k=1

aikbkj:

Autrement dit l�élément cij est le résultat du produit scalaire de la ligne i de la matrice A

avec la colonne j de la matrice B:

Exemple 1.1.5 Soit : A =

0B@ 2 5

�1 0

0

3

1CA ; B =
0BBBB@
�3 0

2

4

1

�7

1CCCCA ; C =
0B@ 1 �5

7 0

1CA :
E¤ectuons le produit matrciel AB et AC si c�est possible.

On a : dimA = 2 � 3 et dimB = 3 � 2: Alors le nombre de colonnes de A est égal au

nombre de lignes de B donc le produit AB est bien dé�ni avec dimAB = 2� 2 et on a :

AB =

0B@ 2 5

�1 0

0

3

1CA
0BBBB@
�3 0

2

4

1

�7

1CCCCA
=

0B@ 2� (�3) + 5� 2 + 4� 0 2� 0 + 5� 1 + 0� (�7)

�1� (�3) + 0� 2 + 3� 4 (�1)� 0 + 0� 1 + 3� (�7)

1CA
=

0B@ 4 5

15 �21

1CA :
Comme le nombre de colonnes de A n�est pas égal au nombre de lignes de C; car dimA =

2� 3 et dimC = 2� 2, alors le produit AC n�est pas dé�ni.

Le produit matriciel a des propriétés di¤érentes de celles du produit de deux réels :

� Le produit AB n�est pas toujours dé�ni : il faut que le nombre de colonnes de A soit

égal au nombre de lignes de B:

� En géneral AB 6= BA : le produit n�est pas commutatif, même dans le cas de deux
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matrices carrées. Prenons : A =

0B@ 5 1

3 �2

1CA et B =

0B@ 2 0

4 3

1CA :
On a AB =

0B@ 14 3

�2 �6

1CA 6= BA =

0B@ 10 2

29 �2

1CA :
� AB = 0 ; A = 0 ou B = 0; i.e. il existe A et B non nulles telles que AB = 0: On a

par exemple : A =

0B@ 0 4

0 5

1CA , B =

0B@ 2 �3

0 0

1CA et AB =

0B@ 0 0

0 0

1CA :
� AB = AC ; B = C: Comme exemple on a : A =

0B@ 0 �1

0 3

1CA, B =

0B@ 4 �1

5 4

1CA,
C =

0B@ 2 5

5 4

1CA et AB = AC =

0B@ �5 �4

15 12

1CA :
Proposition 1.1.2 Soient A;B et C des matrices de dimension n� p; p� q et q �m

respectivement et � et � deux scalaires. On a les propriétés suivantes :

1. Associativité du produit matriciel A(BC) = (AB)C:

2. Distributivité à gauche sur l�addition matricielle : A(B + C) = AB + AC:

3. Distributivité à droite sur l�addition matricielle : (A+B)C = AC +BC:

4. Associativité pour la multiplcation par un scalaire : (�A)(�B) = ��(AB):

5. InA = AIp = A , A0p;r = 0n;r et 0r;nA = 0r;p:

Dé�nition 1.1.4 Soit A 2Mn(|) une matrice carrée. On dé�nit les puissances succecives

de A par : A0 = In; A1 = A; Ak+1 = AkA; k 2 N: C�est-à-dire :

Ak = AA � � �A| {z }
k fois

:

Proposition 1.1.3 Soit A;B 2Mn(|). On a

1) (A+B)2 = A2 + AB +BA+B2;

2) (A+ In)
2 = A2 + 2A+ In:

7
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Exemple 1.1.6 Soit A =

0BBBB@
1 0 1

0 �1 0

0 0 2

1CCCCA :
- Calculer A2; A3; A4:

- Déduire Ap; p � 4:

On trouve A2 = AA =

0BBBB@
1 0 3

0 1 0

0 0 4

1CCCCA ; A3 = A2A =
0BBBB@
1 0 7

0 �1 0

0 0 8

1CCCCA ;

A4 = A3A =

0BBBB@
1 0 15

0 1 0

0 0 16

1CCCCA :
- D�après les calculs précédents on peut déduire que

Ap =

0BBBB@
1 0 2p � 1

0 (�1)p 0

0 0 2p

1CCCCA : Cette formule peut être démontrée par le principe de récur-
rence.

Transposition de matrices

Dé�nition 1.1.5 Soit A = (aij) 2 Mn;p(|): La matrice transposée de A, notée At est

obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A :

A = (aij) 2Mn;p(|)) At = (aji) 2Mp;n(|):

Exemple 1.1.7 Soit A =

0B@ 2 5

�1 0

0

3

1CA : Alors sa transposée At =
0BBBB@
2 �1

5 0

0 3

1CCCCA : De
plus dimA = 2� 3) dimAt = 3� 2:

Proposition 1.1.4 Soit A et B deux matrices et � 2 | un scalaire. On a :

1. (At)t = A;

2. (A+B)t = At +Bt;

8
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3. (�A)t = �At;

4. (AB)t = BtAt:

Dé�nition 1.1.6 Soit A = (aij) 2Mn(|); une matrice carrée.

1) A est dite "symétrique" si et seulement si At = A:

2) A est dite "antisymétrique" si et seulement si At = �A:

Exemple 1.1.8 1) Soit A =

0BBBB@
1 2 3

2 4 6

3 6 5

1CCCCA : On a At =

0BBBB@
1 2 3

2 4 6

3 6 5

1CCCCA = A; donc la

matrice A est symétrique.

2) Soit B =

0BBBB@
0 5 7

�5 0 �6

�7 6 0

1CCCCA : On a Bt =

0BBBB@
0 �5 �7

5 0 6

7 �6 0

1CCCCA = �B; donc la matrice B

est antisymétrique.

Dé�nition 1.1.7 La trace de la matrice carrée A 2 Mn(|), notée trA; est le nombre

obtenu en additionnant les éléments diagonaux de A. Autrement dit :

trA = a11 + a22 + � � �+ ann:

Exemple 1.1.9 Soit A =

0BBBB@
2 �2 �7

2 6 3

8 �3 5

1CCCCA : Alors : trA = a11+a22+a33 = 2+6+5 = 13:

Proposition 1.1.5 Soit A;B 2Mn(|); alors :

1. tr(A+B) = trA+ trB;

2. tr(�A) = �tr(A);

3. tr(At) = tr(A);

4. tr(AB) = tr (BA) :

9
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1.2 Déterminants

Le déterminant est un nombre que l�on associe à une matrice carrée A 2 Mn(|): Le

déterminant est un outil très important dans le calcul matriciel et la résolution de systèmes

linéaires. Avant de donner son expression dans le cas générale on commence par donner

sa formule pour des matrices de petites tailles.

Cas d�une matrice d�ordre 1

Dans ce cas A = a11 et le déterminant est dé�ni par : detA = a11:

Cas d�une matrice d�ordre 2

Soit A =

0B@ a11 a12

a21 a22

1CA : Le déterminant de A est le nombre :

det(A) =

�������
a11 a12

a21 a22

������� = a11a22 � a21a12:

Cas d�une matrice d�ordre 3

Soit A =

0BBBB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCCA : Dans ce cas le déterminant est dé�ni par :

det(A) =

����������
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

����������
= a11

�������
a22 a23

a32 a33

�������� a12
�������
a22 a23

a32 a33

�������+ a13
�������
a21 a22

a31 a32

������� :
On dé�nit le déterminant dans le cas général d�une manière récursive.

Dé�nition 1.2.1 Soit A 2 Mn(|) une matrice carrée. On note Aij; 1 � i; j � n; la

matrice obtenue en supprimant la i�eme ligne et la j�eme colonne de A. En développant

10
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suivant une ligne i quelconque, le déterminant est le nombre :

det(A) =
nX
j=1

(�1)i+j aij detAij; 1 � i � n;

ou d�une manière équivalente en développant suivant une colonne j quelconque :

det(A) =

nX
i=1

(�1)i+j aij detAij; 1 � j � n:

Le nombre detAij est appelé le mineur d�ordre n�1 de la matrice A et (�1)i+j detAij est

appelé le cofacteur de A relatif au coé¢ cient aij: Le terme (�1)i+j donne une distribution

des signes + et � analogue à la distribution des cases noirs et blans sur un damier :

����������������

+ � + � � � �

� + � + � � �

+ � + � � � �

� + � + � � �
...

...
...

...
. . .

����������������
:

Exemple 1.2.1 Soit B =

0B@ 5 9

3 7

1CA : Alors det(B) =
�������
5 9

3 7

������� = 5� 7� 3� 9 = 8:

Exemple 1.2.2 Soit A =

0BBBB@
3 �1 0

1 2 3

4 �1 �3

1CCCCA :
En développant suivant la prmière ligne on obtient :

det(A) =

����������
3 �1 0

1 2 3

4 �1 �3

����������
= 3

�������
2 3

�1 �3

�������� (�1)
�������
1 3

4 �3

�������+ 0
�������
1 2

4 �1

�������
= 3(�6 + 3) + (�3� 12) + 0 = �24:

Développant maintenant suivant la troixième colonne :

11
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det(A) =

����������
3 �1 0

1 2 3

4 �1 �3

����������
= 0

�������
1 2

4 �1

�������� 3
�������
3 �1

4 �1

�������+ (�3)
�������
3 �1

1 2

������� = �24:
Règle de Sarrus

Cette règle s�applique uniquement pour les matrices d�ordre 3 :

Si A =

0BBBB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCCA alors on a :

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 � [a13a22a31 + a11a23a32 + a12a21a33] :

Exemple 1.2.3 Calculons le déterminant suivant par la règle de Sarrus :

����������
2 1 0

1 �1 3

3 2 1

����������
:

On a :����������
2 1 0

1 �1 3

3 2 1

����������
= [2� (�1)� 1 + 1� 3� 3 + 0� 1� 2]� [0� (�1)� 3 + 2� 3� 2 + 1� 1� 1]

= 6:

Proposition 1.2.1 Le déterminant d�une matrice diagonale ou triangulaire supérieure

(ou inférieure) A est égal au produit des termes diagonaux :

det(A) = a11 � a22 � � � � � ann:

Exemple 1.2.4 On a :

����������
1 2 3

0 �8 7

0 0 4

����������
= 1� (�8)� 4 = �32:

C�est facile à voir que det(In) = 1 et det(0n) = 0:

12
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Théorème 1.2.1 Soit A; B 2Mn(|) deux matrices et � 2 | un scalaire. Alors :

1. det(AB) = det(A)det(B):

2. det(At) = det(A):

3. det(�A) = �n det(A):

4. detA = 0 si A contient une colonne (resp. ligne) nulle.

5. detA = 0 si A contient deux colonnes (resp. lignes) égales.

6. detA = 0 si une des colonnes (resp. lignes) de A est une combinaison linéaire

d�autres colonnes (resp. lignes).

7. Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute à une colonne (resp. ligne)

une combinaison linéaire d�autres colonnes (resp. lignes).

8. Un déterminant change de signe si on e¤ectue un nombre impair de permutations

(si par exemple, on permute deux lignes uniquement ou deux colonnes uniquement).

Exemple 1.2.5 1) Le déterminant

����������
1 5 2

�1 7 4

0 6 3

����������
est nul car la deuxième colonne C2 est

une combinisant linéaire des autres colonnes : C2 = C1 + 2C3:

2)

����������
3 1 5

4 2 0

�1 0 0

����������
= �

����������
5 1 3

0 2 4

0 0 �1

����������
= 5� 2� (�1) = �10:

On a multiplié par �1 car on a permuté entre la première colonne et la troixième colonne.

1.3 Matrices Inverses

Dé�nition 1.3.1 Soit A 2 Mn(|) une matrice carrée. On dit que A est inversible s�il

existe une matrice B 2Mn(|) telle que :

AB = In et BA = In:

13
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On appelle B l�inverse de A et on la note A�1:

C�est facile à véri�er que la matrice In est inversible avec I�1n = In et que la matrice nulle

0n n�est pas inversible.

Exemple 1.3.1 Déterminer si la matrice A =

0B@ 1 2

0 5

1CA est inversible. On va étudier

l�existence d�une matrice B 2M2(R) telle que AB = I2 et BA = I2: On a :

AB = I2 ,

0B@ 1 2

0 3

1CA
0B@ a b

c d

1CA =

0B@ 1 0

0 1

1CA

,

8>>>>>>><>>>>>>>:

a+ 2c = 1

b+ 2d = 0

5c = 0

5d = 1

,

8>>>>>>><>>>>>>>:

a = 1

b = �2
5

c = 0

d = 1
5

.

Donc B =

0B@ 1 �2
5

0 1
5

1CA : De plus on a bien
0B@ 1 �2

3

0 1
3

1CA
0B@ 1 2

0 3

1CA =

0B@ 1 0

0 1

1CA ; c�est-à-dire BA = I2: Donc A est inversible et son
inverse est A�1 = B =

0B@ 1 �2
5

0 1
5

1CA :
Théorème 1.3.1 La matrice A 2Mn(|) est inversible si et seulement si detA 6= 0:

Exemple 1.3.2 Soit A =

0B@ � 3

9 �2

1CA : On a det(A) = �3�27: La matrice A est inversible
si det(A) = �3 � 27 6= 0 ) � 6= 3.

Proposition 1.3.1 Soit A;B;C 2Mn(|): On a les propriétés suivantes :

1. Si A est inversible, alors son inverse est unique et det(A�1) = 1
det(A)

:

2. Si A est inversible, alors A�1 est aussi inversible et on a (A�1)�1 = A:

14
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3. Si A est inversible, alors At est aussi inversible et on a (At)�1 = (A�1)t :

4. Si A et B sont inversibles, alors AB est aussi inversible et on a (AB)�1 = B�1A�1:

5. Si C est inversible, alors AC = BC =) A = B:

Soit A 2Mn(|) une matrice inversible et an; an�1; � � � ; a1 2 R: Si

anA
n + an�1A

n�1 + � � �+ a1A = In

alors :

A
�
anA

n�1 + an�1A
n�2 + � � �+ a1In

�
= In =) A�1 =

�
anA

n�1 + an�1A
n�2 + � � �+ a1In

�
:

Exemple 1.3.3 Soit A =

0BBBB@
�1 �2 0

2 3 0

0 0 1

1CCCCA : Calculer 2A� A2 et déduire A�1:

On a A2 =

0BBBB@
�1 �2 0

2 3 0

0 0 1

1CCCCA
0BBBB@
�1 �2 0

2 3 0

0 0 1

1CCCCA =

0BBBB@
�3 �4 0

4 5 0

0 0 1

1CCCCA ;

donc 2A� A2 =

0BBBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCA :
Par la suite 2A� A2 = I3 ) A(2I3 � A) = I3 ) A�1 = (2I3 � A)

A�1 =

0BBBB@
3 2 0

�2 �1 0

0 0 1

1CCCCA :

1.3.1 Calcul de la matrice inverse par la méthode de cofacteurs

On présente ici une méthode pratique pour calculer la matrice inverse.
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Dé�nition 1.3.2 Soit A 2 Mn(|). On appelle matrice des cofacteurs C = com(A)(ou la

comatrice) la matrice de coe¢ cients cij = (�1)i+j detAij où Aij est la matrice obtenue

en supprimant la i�em�e ligne et la j�eme colonne de A.

Théorème 1.3.2 Si A est inversible alors A�1 = 1
det(A)

(com(A))t :

Exemple 1.3.4 Appliquons ce théorème pour une matrice d�ordre 2. Soit A =

0B@ a b

c d

1CA :
Supposons que det(A) = ad� bc 6= 0; donc A�1existe.

On a com(A) =

0B@ c11 c12

c21 c22

1CA =

0B@ +d �c

�b +a

1CA ; (com(A))t =
0B@ d �b

�c a

1CA :
Finalement : A�1 = 1

det(A)
(com(A))t = 1

ad�bc

0B@ d �b

�c a

1CA :

Exemple 1.3.5 Soit A =

0BBBB@
1 1 1

1 2 3

0 1 0

1CCCCA : On a det(A) = �2 6= 0; alors A est inversible.
Evaluons la comatrice de A :

com(A) =

0BBBB@
c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

1CCCCA avec cij = (�1)i+j detAij:

c11 = +

�������
2 3

1 0

������� = �3 c12 = �

�������
1 3

0 0

������� = 0 c13 = +

�������
1 2

0 1

������� = 1
c21 = �

�������
1 1

1 0

������� = �1 c22 = +

�������
1 1

0 0

������� = 0 c23 = �

�������
1 1

0 1

������� = 1
c31 = +

�������
1 1

2 3

������� = 1 c32 = �

�������
1 1

1 3

������� = �2 c33 = +

�������
1 1

1 2

������� = 1

donc com(A) =

0BBBB@
�3 0 1

1 0 1

1 �2 1

1CCCCA) com(A)t =

0BBBB@
�3 1 1

0 0 �2

1 1 1

1CCCCA :
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Alors : A�1 = 1
det(A)

(com(A))t = 1
�2

0BBBB@
�3 1 1

0 0 �2

1 1 1

1CCCCA :

1.4 Matrices et applications linéaires

Les résultats fondamentaux développés ici décrivent un lien entre la notion de matrice et

celle d�application linéaire. Nous allons voir que dans le cas des espaces vectoriels de

dimension �nie, l�étude des applications linéaires se ramène à l�étude des matrices, ce qui

facilite les calculs.

Soient E et F deux espaces vectoriels, B = fe1; e2; :::; eng une base de E et B0 =

fe01; e02; :::; e0mg une base de F et f : E ! F une application linéaire.

On appelle matrice de f relativement aux bases B de E et B0 de F la matrice m�n dont

la j0i�eme colonne est constituée des coordonnées de f(ej) dans la base de B0 :

M(f;B;B0) =

0BBBBBBBBBB@

a11 � � � a1j � � � a1n
...

...
...

...
...

ai1 � � � aij � � � ain
...

...
...

...
...

am1 � � � amj � � � amn

1CCCCCCCCCCA
où :

f(ej) = a1je
0
1 + a2je

0
2 + � � �+ amje0m:

Exemple 1.4.1 Soit B = fe1 = (1; 0; 0); e2 = (0; 1; 0); e3 = (0; 0; 1)g la base canonique de

R3 et B0 = fe01 = (1; 0); e02 = (0; 1)g la base canonique de R2: L�application linéaire

f : R3 ! R2 dé�nie par : f(e1) = 2e01�e02; f(e2) = 5e02 a pour matrice : M(f;B;B0) =0B@ 2 0 �1

�1 5 3

1CA :
Remarque 1.4.1 � La matrice associée à une application linéaire n�est pas unique, elle

dépend des bases choisies dans les espace E et F .
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� La taille de la matrice dépend uniquement de la dimension de E et celle de F .

Exemple 1.4.2 Soit B = fe1 = (1; 0; 0); e2 = (0; 1; 0); e3 = (0; 0; 1)g la base canonique

de R3: L�application linéaire f : R3 ! R3 dé�nie par :

f(x; y; z) = (2x� y; 3z + x; y + 2z);

a pour matrice :

M(f;B;B) =

0BBBB@
2 �1 0

1 0 3

0 1 2

1CCCCA :
Car :

f(e1) = f(1; 0; 0) = (2; 1; 0) = 2e1 + e2;

f(e2) = f(0; 1; 0) = (�1; 0; 1) = �e1 + e3;

f(e3) = f(0; 0; 1) = (0; 3; 2) = 3e2 + 2e3:

On peut récuperer la formule de l�application f à partir de la matrice associée comme suit :

f(x; y; z) =

0BBBB@
2 �1 0

1 0 3

0 1 2

1CCCCA
0BBBB@
x

y

z

1CCCCA = (2x� y; x+ 3z; y + 2z):

1.4.1 Opérations sur les applications linéaires et les matrices

Proposition 1.4.1 Soient f; g : E ! F deux applications linéaires et soit B base de E

et B0 base de F . Alors :

�M(f + g;B;B0) =M(f;B;B0) +M(g;B;B0):

�M(�f;B;B0) = �M(f;B;B0):

Remarque 1.4.2 Les propriétés ci-dessus sont vraies à condition de considérer la même

base sur l�espace de départ pour les deux applications et la même base sur l�espace d�arrivée.

Proposition 1.4.2 Soient f : E ! F et g : F ! G deux applications linéaires et soit B

base de E, B0 base de F et B00une base de G. Alors :

M(g � f;B;B00) =M(g;B0; B
00
)M(f;B;B0):
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Exemple 1.4.3 On considère deux applications linéaires f : R2 ! R3et g : R3 ! R2. On

pose E = R2, F = R3 et

G = R2. On se donne des bases : B de E, B0 une base de F et B0 de G. Si les matrcies

de f et de g sont données par :

M(f;B;B0) =

0BBBB@
1 �1

1 1

0 2

1CCCCA et M(g;B;B0) =

0B@ 2 0 1

3 1 5

1CA :
Alors :

M(g�f;B;B00) =M(g;B0; B
00
)M(f;B;B0) =

0BBBB@
1 �1

1 1

0 2

1CCCCA
0B@ 2 0 1

3 1 5

1CA =

0BBBB@
�1 �1 �4

5 1 6

6 2 10

1CCCCA :
Proposition 1.4.3 Soit f : E ! E où E muni de la même base B au départ et à l�arrivée

alors

� f est bijective si et seulement siM(f;B;B) est inversible.

� Si f est bijective alors la matrice associée à f�1 dans la base B est (M(f;B;B))�1;

c�est-à-dire : M(f�1; B;B) = (M(f;B;B))�1:

1.4.2 Matrice de Passage d�une base à une autre

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n.

Dé�nition 1.4.1 Soit B une base de E. Soit B0 une autre base de E. On appelle matrice

de passage de la base B vers la base B0, notée PB;B0 ; la matrice carrée de taille n � n;

contient en colonnes les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B0 exprimé dans

l�ancienne base B.

Exemple 1.4.4 Soit l�espace vectoriel R2. On considère la base :

B = fe1 = (1; 0); e2 = (1; 1)g et la base B0 = fe01 = (�1; 3); e02 = (3; 4)g

exprimons e01 et e
0
2 en fonction de (e1; e2): On a :

e01 = �e1 + �e2 et e01 = �
0e1 + �

0e2
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Exemple 1.4.5 (�1; 3) = �(1; 0) + �(1; 1) et (3; 4) = �0(1; 0) + �0(1; 1):

On trouve : � = �4; � = 3; �0 = �1; �0 = 4: Donc la matrice de passage est donc :

PB;B0 =

0B@ �4 �1

3 4

1CA :
Proposition 1.4.4 � La matrice de passage d�une matrice d�une base B vers une base

B0 est inversible et son inverse est ègale à la matrice de passage de la matrice B0 vers

la base B :

PB0;B = (PB;B0)
�1:

� Si B;B0 et B00 sont trois bases alors :

PB;B00 = PB;B0 � PB0;B00 :

Proposition 1.4.5 Soit E un espace vectoriel de dimension n, B et B0 deux bases pour

E, f : E ! E une application linéaire et PB;B0 la matrice de passage d�une matrice de la

base B vers la base B0:. Alors :

M(f;B0; B0) = P�1B;B0M(f;B;B)PB;B0

:

Théorème 1.4.1 Soient E et F deux espaces vectoriels, f : E ! F; B et B0 deux bases

de E, et C et C 0; deux bases de F et PB;B0 (resp. PC0;C) matrice de passage de B �a B0

(resp. matrice de passage de C 0 à C): Alors :

M(f;B0; C 0) = P�1C0;CM(f;B;B)PB;B0 :

Exemple 1.4.6 On considère l�application f : R2 ! R2 :

f(x; y) = (3x� y; 2x+ 5y):

La matrice M(f;B0; B0) associée à f dans la base canonique B = fe1; e2g de R2 est :
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M(f;B;B) =

0B@ 3 2

�1 5

1CA :
On considère la base B0 = fv1; v2g de R2 où v1 = (1; 1); v1 = (�1; 1): Alors la matrice de

passage de B à B0 est :

PB;B0 =

0B@ 1 �1

1 1

1CA :
Par conséquent la matrice de l�application f dans la base B0 est donnée par :

M(f;B0; B0) = P�1B;B0M(f;B;B)PB;B0

=

0B@ 1
2

1
2

�1
2

1
2

1CA
0B@ 3 2

�1 5

1CA
0B@ 1 �1

1 1

1CA
=

0B@ 9
2

5
2

�1
2

7
2

1CA.
1.5 Valeurs propres et vecteurs propres

Soit A 2Mn(|) une matrice carrée de taille n� n:

Dé�nition 1.5.1 On dit que le scalar � est une valeur propre de A s�il existe un vecteur

colonne V 6= 0 tel que AV = �V . Dans ce cas, V est appelé vecteur propre de A associé à

la valeur propre �.

Exemple 1.5.1 Soit A =

0BBBB@
1 2 2

0 2 1

�1 2 2

1CCCCA et V =

0BBBB@
2

1

0

1CCCCA :
On a

AV =

0BBBB@
1 2 2

0 2 1

�1 2 2

1CCCCA
0BBBB@
2

1

0

1CCCCA =

0BBBB@
4

2

0

1CCCCA = 2

0BBBB@
2

1

0

1CCCCA :
Donc V est un vecteur propre de A de valeur propre � = 2:
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Théorème 1.5.1 Soient �i; i = 1; : : : n des valeurs propres distinctes de la matrice car-

rée A et soit Vi un vecteur propre associé à �i. Alors les vecteurs Vi; i = 1; : : : n sont

linéairement indépendants.

On expose maintenant la méthode de trouver les valeurs propres.

Dé�nition 1.5.2 Lorsque � 2 | est une valeur propre de A, alors l�ensemble suivant

E = fV 2 |n; AV = �V g :

est un sous-espac vectoriel de |n;c�est le sous-espace propre associé à la valeur propre �:

Proposition 1.5.1 Soient A 2Mn(|); I 2Mn(|) la matrice identité et � 2 |. Alors

� est une valeur propre de A, det(A� �I) = 0:

Dé�nition 1.5.3 Soit A 2Mn(|): Le polynôme caractéristique de A est

�A(X) = det(A�XI):

On note que �A(X) est un polynôme de degré n. Donc

� est une valeur propre de A, �A(�) = 0:

L�équation �A(�) = 0 est l�équation caractéristique de de A. Les racines de cette équation

sont les valeurs propres de A.

Corollaire 1.5.1 1. Si A 2Mn(R) alors A admet au plus n valeurs propres.

2. Si A 2Mn(C) alors A admet au moins une valeure propre.
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Exemple 1.5.2 Soit A =

0BBBB@
1 2 2

0 2 1

�1 2 2

1CCCCA alors A� �I =

0BBBB@
1� � 2 2

0 2� � 1

�1 2 2� �

1CCCCA :
Donc A a deux valeurs propres � = 1 et � = 2 (racine double): Pour � = 1 on a

AV � �IV =

0BBBB@
1� � 2 2

0 2� � 1

�1 2 2� �

1CCCCA
0BBBB@
x

y

z

1CCCCA

=

0BBBB@
0 2 2

0 1 1

�1 2 1

1CCCCA
0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
0

0

0

1CCCCA :

On trouve le premier vecteur propre

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
�1

�1

1

1CCCCA :
Pour � = 2 on a :

AV � �IV =

0BBBB@
1� � 2 2

0 2� � 1

�1 2 2� �

1CCCCA
0BBBB@
x

y

z

1CCCCA

=

0BBBB@
�1 2 2

0 0 1

�1 2 2

1CCCCA
0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
0

0

0

1CCCCA :

Donc le deuxième vecteur propre est

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
2

1

0

1CCCCA :
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Proposition 1.5.2 Lorsque une matrice A 2 Mn(|) possède n valeurs propres alors la

somme des valeurs propres vaut trA.

1.6 Diagonalisation

Dé�nition 1.6.1 Soit A 2 Mn(|): On dit que A est diagonalisable sur | s�il existe une

matrice inversible P et une matrice diaganal D telles que

A = PDP�1:

Théorème 1.6.1 (Théorème de diagonalisation)

Une matrice A 2Mn(|) est diagonalisable si et seulement si A n�a pas de vecteurs propres

linéairement dépendants.

En fait, A = PDP�1, avec D matrice diagonale, si et seulement si les colonnes de P sont n

vecteurs propres linéairement indépendants de A. Dans ce cas, les entrées de la diagonale

de D sont les valeurs propres de A rangées dans le même ordre que les vecteurs propres

dans P:

Théorème 1.6.2

Une matrice A 2Mn(|) a n valeurs propres disctinctes est diagonalisable.

Exemple 1.6.1 Diagonalisons la matrice A =

0BBBB@
2 0 0

1 2 1

�1 0 1

1CCCCA ; si c�est possible.
1ère�etape : trouvons les valeurs propres
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det(A� �I) = 0,

����������
2� � 0 0

1 2� � 1

�1 0 1� �

����������
= 0

, (2� �)2 (1� �) = 0:

Les valeurs propres sont � = 1 et � = 2 (double racine).

2ème étape : recherche des vecteurs propres linéairement indépendants

En résolvant (A� �I)V = 0; pour chaque valeur de �;on trouve

Pour � = 1; V1 =

0BBBB@
0

�1

1

1CCCCA et pour � = 2; V2 =

0BBBB@
0

1

0

1CCCCA et V3 =

0BBBB@
�1

0

1

1CCCCA :
3èmeétape Construction de P :

P =

0BBBB@
0 0 �1

�1 1 0

1 0 1

1CCCCA :

4èmeétape Construction de D à partir des valeurs propres correpondantes

D =

0BBBB@
1 0 0

0 2 0

0 0 2

1CCCCA :

On peut véri�er que on a bien A = PDP�1; en e¤et il su¢ t de comparer entre AP et

PD: On a

AP =

0BBBB@
2 0 0

1 2 1

�1 0 1

1CCCCA
0BBBB@

0 0 �1

�1 1 0

1 0 1

1CCCCA =

0BBBB@
0 0 �2

�1 2 0

1 0 2

1CCCCA
25
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PD =

0BBBB@
0 0 �1

�1 1 0

1 0 1

1CCCCA
0BBBB@
1 0 0

0 2 0

0 0 2

1CCCCA =

0BBBB@
0 0 �2

�1 2 0

1 0 2

1CCCCA :
Exemple 1.6.2

1.7 Exercices

Exercise 1.7.1 Trouver x; y; z;et w si :

3

0B@ x y

z w

1CA =

0B@ x 6

�1 2w

1CA+
0B@ 4 x+ y

z + w 3

1CA :
Solution.

L�équation initiale est équivalente à :

3

0B@ x y

z w

1CA =

0B@ x+ 4 6 + x+ y

�1 + z + w 2w + 3

1CA :
En égalant les éléments correspondants les uns aux autres :

3x = x+ 4

3y = 6 + x+ y

3z = �1 + z + w

3w = 2w + x

)

2x = 4

2y = 6 + x

2z = �1 + w

w = 3

La solution est donc : x = 2; y = 4; z = 1; w = 3:

Exercise 1.7.2 Soient les matrices :

A =

0BBBB@
�3 4

0 5

1 �1

1CCCCA ; B =
0BBBB@
1 �1

0 2

3 3

1CCCCA ; D =

0BBBB@
a b c

c b a

1 1 1

1CCCCA
0BBBB@
1 a c

1 b b

1 c a

1CCCCA :

1. Trouver une matrice C telle que A� 3B + C = 03�2:
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2. Calucler AB; AtB et BtA:

3. Calculer la matrice D.

Solution.

1. A�3B+C = 03�2 , C = 3B�A = 3

0BBBB@
1 �1

0 2

3 3

1CCCCA�
0BBBB@
�3 4

0 5

1 �1

1CCCCA =

0BBBB@
6 �7

0 1

8 10

1CCCCA :
2. Le nombre de colonnes de A est di¤erent du nombre de lignes de B donc on ne peut

pas e¤ectuer AB:

On a :

AtB =

0B@ �3 0 1

4 5 �1

1CA
0BBBB@
1 �1

0 2

3 3

1CCCCA =

0B@ 0 6

1 3

1CA ;
et

BtA =

0B@ �3 0 1

4 5 �1

1CA
0BBBB@
�3 4

0 5

1 �1

1CCCCA =

0B@ 10 �13

�13 42

1CA :

3. D =

0BBBB@
a b c

c b a

1 1 1

1CCCCA
0BBBB@
1 a c

1 b b

1 c a

1CCCCA =

0BBBB@
a+ b+ c a2 + b2 + c2 b2 + 2ac

a+ b+ c b2 + 2ac a2 + b2 + c2

3 a+ b+ c a+ b+ c

1CCCCA :
Exercise 1.7.3 Trouver pour quelles valeurs de t la matrice suivante est inversible :

A =

0BBBB@
t+ 3 �1 1

5 t� 3 1

6 �6 t+ 4

1CCCCA :

Solution. On a :

det

0BBBB@
t+ 3 �1 1

5 t� 3 1

6 �6 t+ 4

1CCCCA = t3 + 4t2 � 4t� 16 = (t+ 4)(t� 2)(t+ 2):
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A est inversible si detA 6= 0 , donc si t 2 R� f�4; 2;�2g:

Exercise 1.7.4 Trouver pour quelles valeurs de m la matrice suivante est inversible :

D =

0BBBBBBB@

m 0 1 2m

1 m 0 0

0 2m+ 2 m 1

m 0 0 m

1CCCCCCCA
:

Solution. On a :

detD =

�������������

m 0 1 2m

1 m 0 0

0 2m+ 2 m 1

m 0 0 m

�������������
:

En remplacant C4 par C4 � C1 on obtient :

detD =

�������������

m 0 1 m

1 m 0 �1

0 2m+ 2 m 1

m 0 0 0

�������������
En développant par rapport à la quatrième ligne on trouve :

detD = �m

����������
0 1 m

m 0 �1

2m+ 2 m 1

����������
= �m(m3 � 3m� 2) = �m(m+ 1)2(m� 2);

La matrice D est inversible si detD 6= 0; donc m 2 R� f0;�1; 2g :
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Exercise 1.7.5 Soit :

A =

0BBBB@
1 0 2

0 �1 1

1 �2 0

1CCCCA :
1. Calculer A3 � A:

2. En déduire que A est inversible puis déterminer A�1:

Solution. 1. On trouve :

A2 =

0BBBB@
1 0 2

0 �1 1

1 �2 0

1CCCCA
0BBBB@
1 0 2

0 �1 1

1 �2 0

1CCCCA =

0BBBB@
3 �4 2

1 �1 �1

1 2 0

1CCCCA

A3 = A2A =

0BBBB@
3 �4 2

1 �1 �1

1 2 0

1CCCCA
0BBBB@
1 0 2

0 �1 1

1 �2 0

1CCCCA =

0BBBB@
5 0 2

0 3 1

1 �2 4

1CCCCA :

A3 � A =

0BBBB@
5 0 2

0 3 1

1 �2 4

1CCCCA�
0BBBB@
1 0 2

0 �1 1

1 �2 0

1CCCCA =

0BBBB@
4 0 0

0 4 0

0 0 4

1CCCCA = 4

0BBBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCA = 4I3:

2. On a :

A3 � A = 4I3:

En factorisant par A on obtient :

A[A2 � I3] = 4I3

Donc :

A� 1
4
[A2 � I3] = I3:

Ce qui donne que A est inversible et :

A�1 =
1

4
[A2 � I3] =

0BBBB@
1
2
�1 1

2

1
4
�1
2
�1
4

1
4

1
2

�1
4

1CCCCA :
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Exercise 1.7.6 Claculer les inverses des matrices suivantes (si elles existent) :

A =

0B@ 5 2

9 3

1CA ; B =

0BBBB@
1 3 �1

�1 2 �1

5 3 �4

1CCCCA, C =
0BBBB@

1 3 �2

�1 2 �3

5 3 1

1CCCCA ; D =
0BBBB@
1 1 1

1 2 3

0 1 0

1CCCCA.
Solution.

1. On a detA = �3 6= 0 donc A est inversible. Son inverse est : A�1 =0B@ �1 2
3

3 �5
3

1CA :
2. On a detB = 19 6= 0 donc A est inversible. On a :

B�1 = 1
detA

(com(B))t:

com(B) =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

+

�������
2 �1

3 �4

������� �

�������
�1 �1

5 �4

������� +

�������
�1 2

5 3

�������
�

�������
3 �1

3 �4

������� +

�������
1 �1

5 �4

������� �

�������
1 3

5 3

�������
+

�������
3 �1

2 �1

������� �

�������
1 �1

�1 �1

������� +

�������
1 3

�1 2

�������

1CCCCCCCCCCCCCCCA
=

0BBBB@
�5 �9 �13

9 1 12

�1 2 5

1CCCCA :

B�1 = 1
�19

0BBBB@
�5 9 �1

�9 1 2

�13 12 5

1CCCCA =

0BBBB@
5
19

� 9
19

1
19

9
19

� 1
19

� 2
19

13
19

�12
19

� 5
19

1CCCCA :
3. Comme detC = 0 (la troisième colonne de C est égale à la di¤érence entre la

deuxième colonne et la première colonne). Donc C n�est pas inversible.

4. On a detD = �2 donc D est inversible. On sait que :

D�1 =
1

detA
(Com(D))t:
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Le calcul de la comatrice de D donne que :

Com(D) =

0BBBB@
�3 0 1

1 0 �1

1 �2 1

1CCCCA :

Donc :

D�1 = �1
2

0BBBB@
�3 1 1

0 0 �2

1 �1 1

1CCCCA :

Exercise 1.7.7 Soit A =

0B@ 2 3 4

�1 0 7

1CA : Déterminer l�application linéaire associée à la
matrice A dans les bases canonique de R2 et R3:

Solution. On pose (y1; y2) = f(x1; x2; x3): On peut l�écrire sous la forme matricielle :

(y1; y2) =

0B@ 2 3 4

�1 0 7

1CA
0BBBB@
x1

x2

x3

1CCCCA :
Ce qui implique :

y1 = 2x1 + 3x2 + 4x3:

y2 = �x1 + 7x3:

D�où l�application linéaire associée à la matrice A est :

f : R3 ! R2 et f(x1; x2; x3) = (2x1 + 3x2 + 4x3;�x1 + x3):

Exercise 1.7.8 On considère l�application f : R2 ! R2 :

f(x; y) = (2x+ y; x+ 2y):

1. Déterminer la matrice M(f;B;B) associée à f dans la base canonique B = fe1; e2g

de R2:
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2. On considère la base B0 = fv1; v2g de R2 où v1 = (1; 1); v1 = (�1; 1): Déterminer

PB;B0 la matrice de passage de B à B0:

3. Donner la matrice associée à f dans la base B0:

Solution.

1. La matrice associée à l�application f dans la base B est :

M(f;B;B) =

0B@ 2 1

1 2

1CA :
2. La matrice de passage de B à B0 :

PB;B0 =

0B@ 1 �1

1 1

1CA :
3. La matrice de l�application f dans la base B0 est donnée par :

M(f;B0; B0) = P�1B;B0M(f;B
0; B0)PB;B0

=

0B@ 1
2

1
2

�1
2

1
2

1CA
0B@ 2 1

1 2

1CA
0B@ 1 �1

1 1

1CA
=

0B@ 3 0

0 1

1CA.
Exercise 1.7.9 Soit A la matrice de M3(R) donnée par

A =

0BBBB@
2 1 1

1 0 2

1 1 �1

1CCCCA :

Trouver les valeurs propres de A et les sous-espaces propres correspondants.

Solution. On a

�A(�) = det(A� �I) =

����������
�3 0 1

1 0 �1

1 �2 1

����������
= �3 � �2 � 6�:
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Donc A possède trois valeurs propres �1 = �2; �2 = 0; �3 = 3:

Trouvons maintenant les sous espaces propres. On a

V = (x; y; z)t et V 2 E�i , AV = �iV; 1 � i � 3:

Pour �1 = �2; on a : 0BBBB@
2 1 1

1 0 2

1 1 �1

1CCCCA
0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
�2x

�2y

�2z

1CCCCA :
Ceci est équivalent à x = 0; y = �z:

E�1 =
�
(x; y; z)t 2 R3; AV = �1V

	
=
�
(x; y; z)t 2 R3; x = 0; y = z

	
=
�
(0;�z; z)t ; z 2 R

	
=


(0;�1; 1)t

�
:

Par la même méthode on trouve

E�2 =


(�2; 3; 1)t

�
; et E�3 =



(�5; 3; 2)t

�
:
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Chapitre 2

Systèmes d�Équations Linéaires

2.1 Dé�nitions et notations

Dé�nition 2.1.1 Soit n; p � 1 deux entiers. On appelle système d�équations linéaires à

n équations et p inconnues x1; x2; : : : ; xp le système :

8>>>>>>><>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + : : :+ a1pxp = b1

a21x1 + a22x2 + : : :+ a2pxp = b2
...

an1x1 + an2x2 + : : :+ anpxp = bn

: (S)

Les coe¢ cients aij et les seconds membres bi sont des éléments donnés de |. Les inconnues

x1; x2; :::; xp sont à chercher dans |.

Dé�nition 2.1.2 1. On appelle solution du système (S) tout vecteur X = (xj)1�j�p;

xj 2 | véri�ant les équations du système simultanément.

2. Résoudre (S) signi�e déterminer toutes les solutions possibles.

3. Deux systèmes sont dit équivalents s�ils ont le même ensemble de solutions.
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Exemple 2.1.1 Le vecteur X =

0B@ 2

3

1CA est solution du système

8><>: 2x� y = 1

5x� 2y = 4
;

car le vecteur X véri�e les deux équations du système simultanément :

8><>: 2� 2� 3 = 1

5� 2� 2� 3 = 4
:

Proposition 2.1.1 Un système d�équations linéaires n�a soit aucune solution, soit une

seule solution, soit une in�nité de solutions.

Un système linéaire qui n�a aucune solution est dit incompatible ou impossible.

2.1.1 Forme matricielle (écriture matricielle)

Le système (S) peut être écrit sous la forme matricielle suivante : AX = B où :

A =

0BBBBBBB@

a11 a12 � � � a1p

a21 a22 � � � a2n
...

...
...

an1 an2 � � � anp

1CCCCCCCA
; X =

0BBBBBBB@

x1

x2
...

xp

1CCCCCCCA
et B =

0BBBBBBB@

b1

b2
...

bp

1CCCCCCCA
:

X = (xj)1�j�p : le vecteur des inconnues,

B = (bj)1�j�p : le vecteur du second membre,

A = (aij)1�i�n
1�j�p

: la matrice des coe¢ cients de (S):
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Exemple 2.1.2 La forme matricielle du système d�équations linéaires suivant :

8>>>><>>>>:
2x+ 3y � 4z = 5

5x� y + 2z = �7

x+ 2y + 6x = 11

est : AX = B où : A =

0BBBB@
2 3 �4

5 �1 2

1 2 6

1CCCCA ; X =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA et B =

0BBBB@
5

�7

11

1CCCCA :

2.2 Méthodes de résolution

On s�intéresse à la résolution du système (S) dans le cas n = p. Dans ce cas le système (S)

peut prendre la forme matricielle : AX = B; A 2Mn(|) une matrice carrée. On distingue

deux cas :

I) si det(A) = 0 le système (S) n�a pas de solution ou le système possède une in�nité de

solutions,

II) si det(A) 6= 0 le système (S) admet une solution unique. On va présenter dans la suite

deux méthodes di¤érentes pour calculer cette solution.

2.2.1 Méthode de l�inverse

Cette méthode fait appel à l�inverse de la matrice des coe¢ cients. Comme det(A) 6= 0

implique que la matrice A est inversible (A�1 existe) alors on peut calculer la solution

comme suit :

AX = B , A�1 (AX) = A�1B

, (A�1A)X = A�1B

, InX = A�1B

, X = A�1B:
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Exemple 2.2.1 Considérons le système :

8>>>><>>>>:
x+ 3y + 4z = 50

3x+ 5y � 4z = 2

4x+ 7y � 2z = 31:

:

La forme matricielle du système est :

AX = B avec A =

0BBBB@
1 3 4

3 5 �4

4 7 �2

1CCCCA ; X =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA et B =

0BBBB@
50

2

31

1CCCCA :

On a detA = �8 6= 0 donc le système possède une solution unique X = A�1B: Calculons

la matrice inverse A�1 :

com(A) =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

+

�������
5 �4

7 �2

������� �

�������
3 �4

4 �2

������� +

�������
3 5

4 7

�������
�

�������
3 4

7 �2

������� +

�������
1 4

4 �2

������� �

�������
1 3

4 7

�������
+

�������
3 4

5 �4

������� �

�������
1 4

3 �4

������� +

�������
1 3

3 5

�������

1CCCCCCCCCCCCCCCA
=

0BBBB@
18 �10 1

34 �18 5

�32 16 �4

1CCCCA

A�1 = 1
det(A)

(com(A))t = 1
�8

0BBBB@
18 34 1

�10 �18 16

1 5 �4

1CCCCA :

Alors X = A�1B = 1
�8

0BBBB@
18 34 1

�10 �18 16

1 5 �4

1CCCCA
0BBBB@
50

2

31

1CCCCA =

0BBBB@
3

5

8

1CCCCA :

2.2.2 Méthode de Cramer

Si det(A) 6= 0 le système (S) qui est équivalent à : AX = B; A 2 Mn(|) possède une

solution unique donnée par :

37



Dr. L. Slimane Chapitre 2. Systèmes d�Équations Linéaires

xi =
detAi
detA

=

�������������

a11 a12 � � � b1 � � � a1n

a21 a22 � � � b2 � � � a2n
...

... � � � ... � � � ...

an1 an2 � � � bn � � � ann

�������������
detA

; pour 1 � i � n:

La matrice Ai est obtenue en remplacant la i�eme colonne de A par la colonne du second

membre B:

Exemple 2.2.2 Considérons le système :

8>>>><>>>>:
2x+ y � 3z = 5

3x� 2y + 2z = 5

5x� 3y � z = 16:

: (S1)

La forme matricielle de (S1) est :

AX = B o�u A =

0BBBB@
2 1 �3

3 �2 2

5 �3 �1

1CCCCA ; X =

0BBBB@
x

y

x

1CCCCA et B =

0BBBB@
5

5

16

1CCCCA :

On a det(A) = 26 6= 0 donc (S1) admet une solution unique que l�on peut obtenir par la

méthode de Cramer :

x = detAx
detA

=

��������������

5 1 �3

5 �2 2

16 �3 �1

��������������
26

= 1;

y = detAy
detA

=

��������������

2 5 �3

3 5 2

5 16 �1

��������������
26

= �3;

z = detAz
detA

=

��������������

2 1 5

3 �2 5

5 �3 16

��������������
26

= �2.
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La solution est donc X =

0BBBB@
1

�3

�2

1CCCCA :

Exemple 2.2.3 Résoudre

8><>: 2x� y = 3

4x� 2y = 5
:

La matrice des coe¢ cients est A =

0B@ 2 �1

4 �2

1CA : On a det(A) = 0 donc ce système

soit possède une in�nité de solutions ou n�admet aucune solution. De la première ligne du

système on a :

y = 2x� 3:

Remplaçant la valeur de y dans la deuxième ligne nous obtenons :

4x� 2(2x� 3) = 5, 6 = 5;

ce qui est impossile. Donc le système n�a pas de solution.

Exemple 2.2.4 Soit :

8><>: x� 3y = 1

3x� 9y = 3
.

La matrice des coe¢ cients est A =

0B@ 1 �3

3 �9

1CA : On a det(A) = 0. De la première ligne
du système on a :

x = 3y + 1:

Remplaçant la valeur de x dans la deuxième ligne nous obtenons :

3(3y + 1)� 9y = 3, 3 = 3;

ce qui est toujours vrai 8y 2 R: Par la suite ce système possède une in�nité de solutions
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données par : 8><>:
0B@ 3y + 1

y

1CA ; y 2 R

9>=>; :
2.3 Exercices

Exercise 2.3.1 Soit le système (S), où � est un paramètre réel :8>>>><>>>>:
x+ y + �z = 0

�x+ (�+ 1)y + �z = �1

�x+ y + z = �2:

(S)

1. Donner la forme matricielle dy système (S):

2. Dites pour quelle(s) valeur(s) de � le système (S) possède une solution unique.

3. Résoudre le système (S) pour � = �1:

Solution.

1. La forme matricielle AX = B avec :

A =

0BBBB@
1 1 �

� � + 1 �

� 1 1

1CCCCA ; X =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA ; B =

0BBBB@
0

�1

�2

1CCCCA :
2. Le système possède une solution unique si detA 6= 0:

On a : detA = ��3 + �2 � �+ 1 = (1� �)(�2 + 1) donc detA 6= 0 si � 6= 1:

3. Pour � = �1; le système devient :8>>>><>>>>:
x+ y � z = 0

�x� z = �1

�x+ y + z = �2:

(S)

La solution est : x = 1; y = �1; z = 0:

Exercise 2.3.2 Résoudre le système suivant en utilisant la méthode de Cramer :
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8>>>><>>>>:
2x+ 2y + z = 1

2x+ y � z = 2

3x+ y + z = 3:

Solution. L�écriture matricielle du système est :

AX = B avec A =

0BBBB@
2 2 1

2 1 �1

3 1 1

1CCCCA ; X =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA ; B =

0BBBB@
1

2

3

1CCCCA :

On a detA = �7 6= 0; donc le système admet une solution unique, donnée par la méthode

de Cramer comme suit :

x = detAx
detA

=

��������������

1 2 1

2 1 �1

3 1 1

��������������
�7 = �9

�7 =
9
7
.

y = detAy
detA

=

��������������

2 1 1

2 2 �1

3 3 1

��������������
�7 = �5

7
.

z = detAz
detA

=

��������������

2 2 1

2 1 2

3 1 3

��������������
�7 = �1

7
.

Exercise 2.3.3 Résoudre àl�aide de la méthode de l�inverse le système suivant :

Exercise 2.3.4

8>>>><>>>>:
x� z = m

�2x+ 3y + 4z = 1

y + z = 2m:

(S)

Solution. La forme matricielle du système est :

AX = B où :
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A =

0BBBB@
1 0 �1

�2 3 4

0 1 1

1CCCCA ; X =

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA ; B =

0BBBB@
m

1

2m

1CCCCA :
On a : detA = 1 6= 0; donc notre système possède une solution unique donnée par :

X = A�1B:

Le calcul de l�inverse A :

A�1 =
1

detA
(comA)t =

0BBBB@
�1 2 �2

�1 1 �1

3 �2 3

1CCCCA
t

=

0BBBB@
�1 �1 3

2 1 �2

�2 �1 3

1CCCCA :

Donc :

X =

0BBBB@
�1 �1 3

2 1 �2

�2 �1 3

1CCCCA
0BBBB@

m

1

2m

1CCCCA =

0BBBB@
5m� 1

1� 2m

4m� 1

1CCCCA :
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