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Chapitre 1

Fonctions a Plusieurs Variables

1.1 Notions de base

On commence par donner la notion d’une norme.

Définition 1.1.1 Soit E un espace véctoriel réel ou complere. Une norme sur E est une
application ||.|| : E — Rt vérifiant :

i) ||lz|| =0« z=0pg,

i) VAek, VeeE: ||Ax|]| = |A|z| (homogénéité),

i) Yr,y € E:llz+y| < |z + ||yl (inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 Soit x = (x1, 29, -+ ,x,) € R". L’espace R™ peut étre muni de ['une des

normes suivantes :

L Jzlly = Joa 4 faa] 4 -+ |2 -

2. lzlly = /(21)? + (22)2 + -+ + (zn)2.

3. Nl oo = max(fa], [za], - - [zn]).
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Définition 1.1.2 Une fonction réelle de plusieurs variables est une application :

f: DcCR"—R

x = (11,22, ,x,) — f(z).

Exemple 1.1.2 Les fonctions [ et g définies respectivement par :

f R2=R g ‘R®—=R

sin(zyz)

(J;’y)'_) f(x,y):4x—7y—|—1, (xunZ)'_) g(l’,y72):m7
sont des fonctions de plusieurs variables.

Définition 1.1.3 Soit f : D C R™ — R une fonction de plusieurs variables. Alors :
— D est appelé le domaine de définition de la fonction f (I’ensemble de x pour lesquels
cette fonction est définie).
— L’ensemble f(D) = {f(x), x € D} est appelé l'image de D par f.
— Si F C R, on appelle l'image réciproque de F par f, ’ensemble noté f~1(F) o
fHF)={z €D, f(x) € F}.
Exemple 1.1.3 1. Le domaine de définition de la fonction f définie par :
flz,y) =4x —Ty+1 est D; = R
2. Soit g la fonction définie par g(x,y) = In(2z — y). Alors le domaine de définition de
g est:
D, ={(z,y) e R? 2z —y >0} = {(z,y) € R*, 2z > y} = {(z,y) € R,y < 2z},
Dy est le demi plan situé au dessous de la droite y = 2.
3. Considérons la fonction h donnée par h(z,y) = m Son domaine de
définition est donné par :
Dy ={(x,y) € R, 9 —2? —y? > 0} = {(z,y) € R?, 2?2 + y* < 9}.
Comme x? + y? = 9 est l’équation du cercle de centre (0,0) et de rayon r = 3. Le

domaine Dy, est l'intérieur de ce cercle (le cercle est inclus aussi dans Dy,).
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1.2 Limites

Dans ce qui suit on munit R™ d’une normes quelconque des trois normes équivalentes ||-||, ,
|l ou ||]| - Soit f : D C R®™ — R une fonction définie au voisinage d’un point a sauf
2 %)

peut étre en a, et soit [ € R.

Définition 1.2.1 On dit que la fonction f admet | pour limite au point a si :
Ve>0,30>0: ||z —al <4, ||f(z) =1 <e,

et on écrit lim f(z) = 1.

r—a

On note que x = (x1, 2, -+ ,T,) et a = (a1, as, -+ ,a,). Dire que x — a signifie que
toutes les coordonnés de x tendent vers les coordonnés de a a la fois et indépendamment ; il
y’a une infinité de chemins a parcourir pour faire tendre x vers a. Par exemple en dimension
2, un point (z,y) peut tendre vers (0,0), d'une infinité de maniéres, par exemple :

— le long de I’axe horizontal, c’est-a-dire y = 0 et z — 0,
— le long de I’axe vertical, c’est-a-dire x = 0 et y — 0,

— le long d’une courbe quelconque, par exemple la prabole y = z2.

Remarque 1.2.1 Les opérations algébriques sur les limites concernant somme, différence,
produit, quotient et composition déja vues dans le cas d’une variables restent valables pour

le cas d’une fonction a plusiaurs variables.

Théoréme 1.2.1 Si une fonction admet une limite en un point alors cette limite est

UNIQUE.

On donne quelques remarques sur la limite dans le cas de deux variables.

1. La limite de f(z,y) existe quand (z,y) tend vers (a,b) si elle est indépendante du

chemin choisi.

2. Pour montrer qu'une limite n’existe pas il suffit de trouver deux chemins différents

qui donnent deux valeurs différentes de la méme limite.
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3. Si on utilise le changement y = mx, ot m est un paramétre réel, on obtient que

(z,y) — (0,0) est équivalent & x — 0. Dans ce cas, si on trouve que la limite dépend

du parameétre m la limite n’existe pas. Si elle ne dépend pas de m on peut rien

conclure.

4. lim f(a: y) # hm(hmf(x y)) en général.

(LE y)_)( r—a¥

5. Le passage en coordonnées polaires : (x,y) = (rcosf,rsinf), r > 0, 6 € [0, 2n][ est

une technique qui nous aide & déterminer si la limite existe ou n’existe pas quand

(z,y) — (0,0). En effet \/22 + y? = r et par la suite (z,y) — (0,0) est équivalent a

r — 0. Si la limite existe elle ne doit pas dépendre de 6.

Proposition 1.2.1 Soit f : R? — R une fonction de deux variables définie au voisinage

d’un point (a,b), sauf peut étre en (a,b), et soit | € R. Supposons que lim f(z,

(z,y)—(a,b)

existe et lim )f(:z: ,y) = 1. Supposons de plus que pour tout xz € R, hmf(:z: y) existe et

(zy)—(asb
que pour tout y € R, lim f(x,y) existe alors :

hm(hmf(a: y)) =1 =lim( lim f(x,y)).

z—a y—b y—b T0

Exemple 1.2.1 Calculer la limite suivante :
lim -2
(2.)—(0,0) 7+
Passant en coordonnées polaires :

(x,y) = (rcosf,rsinf), r >0, 0 € [0,2x].

On aura :

. ) 4. 30 . .
lim L = limZ=cos" 950 — Jimp2 cog® fsin f = 0.
(@) —(0,0)*T¥"  r—0 7 0

Donc la limite existe et elle est égale a zéro.

Sxy
:1}2 +y2

Exemple 1.2.2 La ltmite  lim
(2,y)—(0,0)

polaires :

n existe pas. En effet si on passe en coordonées
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(x,y) = (rcosf,rsind), r >0, 6 € [0,27], on aura :

5 572 cos 0 sin 0
lim —2Y_ — limw = lim5cosfsinf = 5cosfsinf.
(@y)—00) 22 +y* =0 r 0

Elle dépend de 0, donc la limite n’existe pas.

E le 1.2.3 Calcul lim ==y
xemple alculer (w,y)IE%O,O) PRy

En utilisant le changement y = mx ot m est un paramétre ((x,y) — (0,0) est équivalent

ax — 0) on obtient que :

Ta? — 2 B v —m*x? (T—m?)2?  (T—m?)

22442 224+ m2r2 (1+m2)a2 (1+m?)

Alors on a :
Tt —y? TaP—mPa? (T—m?)

im = lim =
(@y)—(00) 22 +y2  2-0 22+ m2x2 (1 +m?2)’

elle dépend de m donc la limite n’existe pas.

1.3 Continuité

Définition 1.3.1 Soit f : D C R™ — R une fonction définie au voisinage d’un point a.
On dit que la fonction f est continue en a si et seulement si : lim f(x) = f(a) et qu’elle

est continue sur D si elle est continue en tout point de D.
Les fonctions usuelles sont continues sur leur domaine de définition.

Exemple 1.3.1 Soit f(x,y) = 32> — Ty +1 et (a,b) = (1,2).
Ona:
lim r,y)= lim 322 -Ty+1=-10= f(1,2).
(x»y)—>(172)f( 2 (z,y)—(1,2) Y f1.2)
Donc f est continue au point (1,2).

Théoréme 1.3.1 1. La somme et le produit de deux applications continues de R™ dans

R sont continues.
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2. La composée d’une application continue de R™ dans R par une application continue

de R dans R est continue.

Exemple 1.3.2 Etudier la continuité de la fonction f définie par :

L si (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

On remarque que le domaine de définition de f est Dy = R?.

1. La fonction f est continue si (x,y) # (0,0) car la fonction (z,y) — x>y est continue
et la fonction (x,y) — 2% + y* est continue, donc leur fraction est continue.
2. Le cas (z,y) = (0,0). La fonction f est continue en (x,y) = (0,0) si

lim f(z,y) = £(0,0).

(2,9)—(0,0)
On a f(0,0) =0 et d’aprés Uezemple|1.2.1|la limite  lim 2+ = 0, donc l’égalité
(z,y)—(0,0)"" Y
( l)m%oo f(x,y) = f(0,0) est vérifiée, c’est-a-dire f est continue en (0,0).
T,y)—

Par la suite f est continue sur R2.

Exemple 1.3.3 Etudier la continuité de la fonction f définie par :

o si(ay) #(0,0)
0 si (x,y) = (0,0).

La fonction f est définie sur R%. Elle est continue quand (x,y) # (0,0), car c’est une

fonction rationnelle. Quand (x,y) = (0,0) la fonction f est discontinue en (0,0) puisque

d’aprés Uexemple |1.2.1] la limite  lim nyyQ n’existe pas. Alors f est continue sur

(2.4)—(0,0)
R*\{(0, 0}
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1.4 Dérivées partielles

Définition 1.4.1 Soit f une fonction définie sur un domaine D de R™. On dit que f
admet une dérivée partielle premiére (ou d’ordre 1) par rapport a la variable x; au point a =
(ay,ag, -+ ,a,) € D si la fonction d’une seule variable x; — f(ay,ag, -+, Ti Qi -+ - Q)

admet une dérivée en a;. Autrement dit, la dérivée partielle de f par rapport a x; au point

;0 e .
a = (ay,as,- - ,a,), notée 8—;:(@1,&2, -, ay), est défnie par :
of s flar,a2,ai+h,aip1, - an)— f(a1,a2, ,04,a541,-an)
ox; (0/1, asg, ) a’n) - }llli)r(l) h

st cette limate existe.

Dans le cas d'une fonction & deux variables f : D C R? — R, on a deux dérivées

partielles au point («, ) :

%(a, p) = ;lg% w (dérivée partielle suivant ),
g—i(% B) = iﬂw (dérivée partielle suivant y).

On peut les notées aussi par :

of _
or

af

fr=0:f et a—yzfézayf-

Remarque 1.4.1 Afin d’évaluer la dérivée partielle par rapport a x;, il suffit de dériver

en x; l’éxpréssion de f en traitant les autres variables comme des constantes.

Exemple 1.4.1 Soit f: R3 — R définie par f(z,y,z) = 2zy> + ysin(z) + z cos(4x).

Alors : %(w, y,2) = 2y> — 4z sin(4x),

& (w,y,2) = 6xy® +sin(2),

%(w, y,z) = ycos(z) + cos(4z).

Exemple 1.4.2 Soit :

e si(ny) £ (0,0,
0 si (a,y) = (0,0).
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— Si(z,y) # (0,0) alors :

9 5 2_,2 o 5 2—y?
5:(@y) = 5 (@p) = S o 5@y) = 5@ = Srprny

— Si (x,y) = (0,0) il faut passer par la définiton en limite des dérivées partielles afin de
déterminer si elles existent ou non. On a :

21 (0, 0) = lim L@H0-FO0) _ 100 _

ox h—0 h h—o P
of — 1im L0+ =f(0,0) _ 5., 0=0 _
gy (0,0) = im === = lim B2 = 0.

Donc les dérivées partielles existent en (0,0) (malgré que f n'est pas continue en (0,0)

d’apres l'exemple .

Remarque 1.4.2 On sait que si une fonction réelle d’une seule variable est dérivable en
un point alors elle est continue en ce point, mais ce n’est pas le cas pour une fonction
de plusieurs variables : l’existence des dérivées partielles en un point nimplique pas la

continuité en ce point.

Définition 1.4.2 Soit U un ouvert de R™. La fonction f : U — R est dite de classe C*(U)

si toutes les fonctions dérivées partielles existent et elles sont continues sur U.

Proposition 1.4.1 Soit U un ouvert de R"™. Si la fonction f : U — R est de classe C1(U)

alors elle est continue sur U.

1.5 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Définition 1.5.1 Soit f une fonction définie sur un domaine D de R™. Supposons que f

admet une dérivée partielle par rapport & la variable x; au point a = (ay,aq,+ -+ ,a,) € D.
On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 2, notée 65]_28];%_, au point a par rapport a
x; et x; sila dérivée partielle g—i : D — R admet elle-méme une dérivée partielle 8%]-(88_::];)
selon x; : aggzi D= %(ggi).

Dans le cas d’une fonction a deux variables on a :

02 f
dxdx

(z,y) = (%(g—i(a:, y)) on dérive deux fois par rapport a x,

8
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- 081/28]; (x,y) = yy(%(x, y)) on dérive une fois par rapport a x, puis une fois par rapport a
y.

— aa;gy (x,y) = ;;(g—i(x, y)) on dérive une fois par rapport a y, puis une fois par rapport a

x.

9?2 0,
ayafy (x y) oy ( 85

(z,y)) on dérive deux fois par rapport a y.

Les dérivées partielles secondes peuvent étre notées par d’autres notations :

0?2 0?2
L= xxf

© fzox B8z

CC$7
o%f

© Oydz yﬂcf ym
02f o

- dzdy myf - fxy7

92 f 82 Of f
dydy — oy? yy

Exemple 1.5.1 Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction suivante :
f:R? =R, f(z,y) = sin(z? + xy).
Ona: 9 (z,y) = (22 +y) cos(2x? + xy) et f(z y) = x cos(z* + xy).
Donc :
2
G () = Z(G(z,y) = Z((2z + y) cos(a® + zy))
= 2cos(z? + zy) — (22 + y)? sin(2? + zy),
2
o (,y) = Z(3(z,y)) = Z((2x +y) cos(a? + zy))
= cos(z? + zy) — x(2x + y) sin(2? + xy),

0%f

awy (2,9) = 52(5,(2,y)) = go(zcos(a? +xy)) = cos(z® + zy) — x(2x + y) sin(z +y),

9y
(:L' y) = g(—f(a:,y)) = a%(x cos(x? 4+ zy)) = —?sin(z? + zy).

Définition 1.5.2 Soit U un ouvert de R™. La fonction f : U — R est dite de classe C*(U)
si toutes les fonctions de dérivées partielles d’ordre 2 existent et elles sont continues sur

U.

Théoréme 1.5.1 (de Schwartz) Soit U un ouvert de R™. Si la fonction f: U — R est de
classe C*(U) alors :

o%*f _  9%f

Ox;0x; ~ Ox;0x:;’ bour tout © = 1a , et]: 1, , tels queZ%]



Dr. Leila Slimane Fonctions a Plusieurs Variables

1.6 Différentiabilité

Définition 1.6.1 1. Soit U un ouvert, f : U C R™ — R une fonction et a = (a1, a9, -+ ,a,) €

U. On dit que f est différetiable en a si et seulement si :

f(a1+h17a2+h27"' aan+hn)_f(a1aa'27"' 7an)_ § :aai.(alya%"' 7an)hi
i=1
:O‘

lim
(71, bz )| —0 |(h1, hay -+ 5 by

Dans le cas oun = 2, l’équation précédente s’écrit :

of
ox;

7

2
f(a1+h17a2+h2)—f(a1,a2)—_Z:l (a1,a2)h;

=0.

lim L
l[(h1 ks hn)||—0 [|(h1,h2)ll

2. f est dite différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U.

Définition 1.6.2 Soit f : U C R" — R une fonction de classe C*(U) eta = (a1, a9, -+ ,a,) €
U. On appelle différentielle de f au point a Uapplication linéaire de R™ — R notée Df,

telle que :

Dfa th = <h1>h27 T 7hn) = Dfa<h) = Zggi(alaa% T aan)hi-
=1

Théoréme 1.6.1 Toute application f : U C R* — R différentiable en un point de U est

continue en ce point.

Remarque 1.6.1 L’application f peut étre continue en a mais pas différentiable en a.

1.6.1 Différentielle d’ordre supérieur

Soit f: U C R* — R une fonction de classe C™(U), on a :

m)

pim f = [hg—g + k;g—gj] " > Crhrkmr st

oxPOym—p*
p=0 v

Par exemple :

10
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Df:hﬂwcﬂ.

D2f = W54 + onk 2L + k2L

3 3 3
Df = BP%L + 302kl + 3hk? 2 + k?’ng.

Si f:U C R® — R une fonction de classe C?(U), on a :

— pof of of
Df=h& + kS + 14
Df = h25h + k2L + PO+ ohk ZL 4+ onl 2L 4 2kl 2L

1.7 Intégrales doubles

Les intégrales multiples constituent la généralisation des intégrales dites simples :
c’est-a-~dire les intégrales d’une fonction d’une seule variable réelle. Dans cette section,
nous introduissons
I'intégrale d’une fonction de deux variables, dite intégrale double, et la maniére de la
calculer. Nous nous limiterons & des domaines ouverts particuliers en dimension 2, ceux
dont on peut délimiter la frontiére verticalement par deux fonctions continues dans le
plan :

D={(z,y) €R’, a<z<b ofr)<y<p(x)},

ol «, 3 sont deux fonctions continues de |a,b| dans R. En général, ce méme domaine

pourra délémité horizontalement par deux autres fonctions continues :

D={(z,y) €R* c<y<d, ~(y) <z<d(y)}.

Soit f une fonction continue sur le domaine D. Afin d’évaluer, I’expression

b B(z
/ ( / f(x, y)dy) dz.en calculant deux intégrales simples :
a a(zx)

— En intégrant d’abord par rapport & y entre a(z) et 3(z) (x constante). Le résultat est
une fonction de z.

— En intégrant cette expression de = entre a et b.

11
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-3“"'___7( _-\ d|--- 7———_—_____5
{ D
= D 1] | |
| I: = L N g
1 1 1 | ;
f.lf.l"l._.' 1 o : c -__-!__--_:‘ —_— :
I : ! ]
: - : X E |
a x b ‘]'Ifl,.' E, |':'| ]

Théoréme 1.7.1 (Théoréme de Fubini)Sous les hypothéses précédentes, 'égalité sui-

vante est vérifiée :

" i
/a ( o f(x,y)dy> dx :/c (/W(y) f(l',y)dx) dy.

Définition 1.7.1 On appelle intégrale double de f sur D la valeur commune des deux

expressions :

//Df(a:,y)dxdyz /b< afjf@,y)dy) dx = /Cd (/:y(j)f(x,y)dx> dy.

Voila un premier exemple dans le cas particulier ot D est un rectangle.

Exemple 1.7.1 Soit D = |a, b x |c,d| et f(x,y) = zy?, alors :
d

b b d
//Df(:p,y)dxdy:/a (/ xygdy) jx/x[ Lgdx B

(5-5) [ar=(5-9) [5],
~(¢-9) (519

Exemple 1.7.2 Soit :

%,

D:{(m,y)ERQ, 0<x<l, 0<y<x}.

On remarque que la région D est un triangle. Considérons : f(x,y) = zy>.

12
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[

1 O

Alors :

//Df(ac,y)d:z:dy:/01 </0T’xy2dy) da::/olx [%]zdx:/olx (2_3

Exemple 1.7.3 La région D peut étre représentée d’une deuxiéme maniére :

N———
IS
8
Il
—
»—tlH
(SN
—_
o —
I
&=

D={(z,y) eR* 0<y<1, y<z<l1}

| ] raadzay = | 1 ( / lmyzdx) aw= | e ( / }dx) dy

1 1 1 1
CC2 2 3 5
= / v H dy = / (5 — )dy = [‘% - %} = 3-
0 Y 0 0

Proposition 1.7.1 Si f(z,y) =

[ ([ o) [

Exemple 1.7.4 Calculer :
3 rl 1 3 1
/ / 2we” Mdydy = / erxdq:/ eVdy = [e“g} [e¥]2 = (e — 1)(e® — 1).
0o Jo 0 0 0

Remarque 1.7.1 Parmi les applications de l'intégrale double on trouve le calcul des aires

et des volumes.

Proposition 1.7.2 Soit D, D’ deux régions de R? et f, g deuz fonctions continues.

L //D(/\lf+)\2g)(x,y)dmdy:Al//[)f(x,y)dxdy+/\2//[)g(x,y)dxdy, M € R.

2 / [ ey - / /D (o, y)dady + / [ 1oy

13
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3. Ona:
‘/ f(z,y)dzxdy| < // f(z,y)| dxdy.
DUD! DUD'
4. Si f

i f(x,y) >0 en tout point de D, alors :

/Lﬂ%wm@za

5. SiV(z,y) € D, f(z,y) < g(x,y), alors :

//Df(l’,y)dxdyS//Dg(x,y)dxdy.

6. L’intégrale double // ldzdy = A(D) Uaire de D.
D

7. Sim < f(x,y) < M pour tout (x,y) € D, alors :
8.
D)< [ [ #(w.y)dudy < MAD).
D

Comme la parité facilite le calcul des intégrales simples, elle le facilite aussi dans le cas

des intégrale doubles.

Supposons que la région D est symétrique par rapport a I’axe des y.

— Si f est impaire par rapport & x (f(—z,y) = —f(x,y)) alors // f(z,y)dzdy = 0.
D

— Si f est paire par rapport a z (f(—z,y) = f(z,y)) alors :
//fxydwdy:2// f(z,y)dzdy.
droftd 4D

Supposons maintenant que la région D est symétrique par rapport 'axe des x.

— Si f est impaire par rapport a y (f(z, —y) = — f(z,y)) alors // flz,y)dxdy = 0.
D

— Si f est paire par rapport a y (f(z, —y) = f(z,y)) alors :

//Df(m,y)dxdy—Z// — f(z,y)dzdy.

supérieure de D

14
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1.7.1 Changement de variable

Considérons une fonction continue sur le domaine D C R? fermé, borné et en bijection

avec un domaine fermé et borné A au moyen des fonctions de classe C* :

(0, 0) z(u,v)

y(u,v)

//Df(”“"’wdﬁ”dy://Af(x(u,v),y(u,v))Jdudv,

ou J, appelé jacobien, est le déterminant :

Oy Oy

Alors :

0.y Oyy

Exemple 1.7.5 Trouver l'intégrale double : / / Ldxdy ou la région D est donnée par :
D

D={(z,y) eR? x<y<2r, x<y><2}.
On utilise le changement de variable suivant : u = x/y et v = y?/x.
On obtient que v = uv et y = wv. Afin de trouver la nouvelle région, on note que :
r<y<2zr=>u<l<22u=1/2<u<l.

r<yP<22r=1<0v<2

Ainsi le domaine D C R? est en bijection avec le domaine
A={(u,v) eR? 1/2<u<1, 1<v<2}

au moyen des fonctions de classe C! :
uv
(u,v) —
uv

o Dux  Opx 2uv u?
Le jacobien est J = = = uv.

0.y  Oyy v

Donc :

1 2
// %dxdy:// %uzvdudv:/ /uvdvdu:%.
D A 1/2J1

15
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Cas des coordonnées polaires

Le changement de variables en coordonnées polaires est présenté par :

xr=a+rcosf, y=b+rsinf, r>0, 6¢€]l0,2n].

O,xr Opx cosf —rsind
J = = = r(cos? 0 +sin®0) = r.

0,y  Ogy sinf}  rcosf

/ /Df (x,y)dwdy = / /A fla+7cos0,b+rsinb)rdrdf.

Exemple 1.7.6 FEvaluons / / V2?2 + y2dxdy ou la région D est donnée par :
D

D={(s.5) R, 2 + 4 <}

On remarque que la région D (qui est l'intérieur du cercle de rayon a et de centre (0,0))

et la fonction \/x% + y? sont mieux représentées par les coordonnées polaires,
sachant que r = /22 +y2. Donc 2% + y? < a® donne que 0 <r <a et 0 <6 < 2.

Alors :
A={(rd), 0<r<a, 0<6<2r}.

27 a 27 a a3
// Va2 + y2dady = / / rrdrdf = / d@/ r2dr = 21 —.
D o Jo 0 0 3

16
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1.8 Intégrales triples

Théoréme 1.8.1 (Théoréme de Fubini) Soient D un fermé borné de R? et h, k deux

applications continues de D dans R et :
Q= {(z,y,2) €R’; (x,y) € D, h(z,y) <z <k(x,y)}

un fermé borné de R3, et soit :
f:QCR—=R

(2,y,2) = f(,y,2)

Alors on a :

///Qf@,y, Z)dxdydzz//D(/h/::j)f(x,y,z)dz)dxdy.

Remarque 1.8.1 (Cas particulier) Si Q) est défini par :

Q={(r,y,2) €ER3} a<z<b c<y<d, n<z<m},

///Qf(x,y, 2)drdydz = /nm </Cd </abf(x,y,z)dx) dy) d.

On note que l'intégrale triple / / / ldxdydz = vol () est le volume de €.
Q

Alors :

1.8.1 Changement de variables

Soient :
f:QcV-R
(LE? y? Z) — f(x7 y? Z)?
une fonction continue sur le borné fermé € inclus dans un ouvert V de R3 et soient D un

borné fermé inclus dans un ouvert U de R3 et ¥ : U — V est une application bijective et

de calsse C* telle que ¥(D) = Q.

17
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Théoréme 1.8.2 Considérons le changement variables suivant :

(u,v,w) = VU(u,v,u) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v, w)).

Soit J(u,v,u) le jacobien de U en un point quelconque de U défini par :
Oyt Oyt Oy

J(u,v,u) = Oy Ovy Owy
Ouz Opz Oy

Alors on a :

///Qf(x’y’z)dxdyd'z_///Df(x(%an)ay(uav,w),z(u,v,w))|J(u,v,u)]dudvdw.

Passage en coordonnées cylindriques

xr = pcosl, y=psinf et z = 2.

La formule de changement s’écrie dans ce cas :

///Qﬂx’y’ z)dxdyd'z:///Df(PCOSH,psinﬁ,z)pdpd@dz.

Exemple 1.8.1 On cherche a évaluer l'intégrale triple suivante :

/ / / (2% + y*)dzdydz.
—2J —/4—22 mQ—l—y

On remarque qu’on intégre sur la région :

Q={(z,y,2) €R}, —2<2 <2, Vi-22<y<ViA-22 /a2+y2<2<2}

18
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En exprimant cette région en coordonnées cylindriques on trouve :

D={(p,0,z); 0<O0<2m, 0<p<2 p<z<2}.

Par consequent

// / 37 +9° dZddeC—/// 2 +y? Ydxdydz
—2J — 4 2 2+y
:/ //ppdzdpd@
0 ) 0 p2
Y ) _
:/ d9/ p*(2 = p)dp =2m [3p" — 5p°] ) = H5F.
0 0

Passage en coordonnées sphériques :

x = pcoslfsiny, y= psinfsinp et z = pcos p.

La formule de changement s’écrit dans ce cas :

///f(a:,y,z)dxdydz:///f(,ocos@singp,psin&singp,pcosgp)dpd@dgp.
Q D

1.9 Exercices

Exercise 1.9.1 Déterminer et représenter le domaine de définition des fonctions sui-

vantes :

a) f(z,y) = YL b) g(z,y) = 2L

NG )
Solution.
a) Dy ={(z,y) eR?, —y+2>>0ety>0}={(z,y) €R?* y<z’ety>0}.

b) Dg={(z,y) €R? z>yety>0}.
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Fic. 1.1 — Domaine de f
y

X

Fic. 1.2 — Domaine de g

Exercise 1.9.2 Soit f la fonction définie sur R?\ {(0,0)} par :

xIn(14+23

Calculer, si elle existe, la limite de f si (x,y) tend vers (0,0).

Solution. Pour m # 0, On a f(x,mx) = nf;;ﬁjjfg) = 1“‘2*;”3) m(lim2> tend vers 0 quand x

tend vers 0.

Mais f(z,z?%) = zg?éiiizg = 1n(1;3-z3) a +1w2) tend vers 1 quand z tend vers 0. Donc la limite

n’existe pas.

Exercise 1.9.3 Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction suivante :
f(x,y) = cos(2x) — x%e™ + 3y
Solution. On commence par calculer les premiéres dérivées partielles :

%(w,y} = —2sin(2x) — 2ze,

g—g(:c, y) = —bz%e™ + 6y.
Calculons maintenant les dérivées partielles d’ordre 2 :

Pf(x,y) = —4cos(2z) — 2%,

9z

S (x,y) = —250%™ 46,

20
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2 2
glg;(w y) 5;5;($ y) —10ze®

Exercise 1.9.4 Soit f la fonction donnée par :

2

Ty si (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

flz,y) =

1) Montrer que f posséde des dérivées partielles secondes sur R? tout entier.

2) Que pouvez-vous déduire des calculs de a f ;(0,0) et de aaya];(O 0) ¢

Solution. Si (z,y) # (0,0) la fonction f est la composée des fonctions dérivables autant

du fois que I'on veut, donc f posséde des dérivées partielles secondes en (z,y).

Si (z,y) # (0,0), on a :

ot fAr2y? —yt of TAfAr2y? gt

)
%(m,y) =Y ey a—y(l'ay) = T a2
On en déduit :

2L (h,0)-%L(0,0)

oz —
39631/(0 0) = ;1113% o flz~>0 nt
Lon-3L00) —h—0 _ _

On remarque que away (0, 0) + 9 ayaw (O 0). Donc, le théoréme de Shwarz permet de conclure

818y et ox

que les dérivées secondes 2 ne sont pas continues en (0,0).

Fia. 1.3 — La région A

Exercise 1.9.5 Calculer l’aire du domaine A délimité par ellipse centrée en O = (0,0)

2

d’équation : % + y—2 1, a,b>0.
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Solution. On peux représenter le domaine :

2

Az{(x,y>eR2, ;—2+g—§§1}

comme suit :

2 2
AZ{(:v,y)eRQ, —a<w<a, —b\/l—x—QSygb\/l—x—g}.
a a

Donc :

a b 17— 2
Aire(A) = // ldxdy = / de dor = / 204/1 — —dm = 4b \/ 1— m_2 dx.
A —a —by/1-Z2 a

En prenant le changement de variable x = asint on trouve que

Aire(A) = 4ab fog cos® tdt = 2ab fog (cos2t + 1) = wab.

Exercise 1.9.6 Calculer : // sin(z?+y?)dzdy ot D est la région du plan : 2>+ y*< a?.
D

Solution. On utilise les coordonnées polaires (r, ). Comme D est la région intérieure du

cercle d’équation z? + y?= a?, elle devient :

D:{(T,9)€R2, 0<r<a, 0§9§27T}.

Donc :

27 ra
// sin(z® + y?)dzdy = / / rsin(r?)drdf = © — 7 cos a®.
D o Jo

Exercise 1.9.7 Calculons le volume de ’ensmble :

V= {(x,y,z) cRY)?, 24+y+2z< 1}.

22
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Solution. Le volume vol(V) de V' est I'intégrale de la fonction constante f(z) = 1 sur

l’ensemble V. On a :

vol(V) = / / /V ldadydz — /O 1 ( /0 o ( /0 l_x_ydz> dy> d
:/01 (/Ol_w(l—x—y)dy) de= [ 11— o)de =1,

=

Fi1G. 1.4 — La région V

23
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