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Chapitre 1

Les Equations Différentielles

L’objet de ce chapitre est de présenter certains types d’équations différentielles ordinaires

(E.D.O) du premier et second ordre ainsi que leurs techniques de résolution.

1.1 Equations différentielles ordinaires

On commence par introduire quelques définitions et notions générales concernant les équa-

tions différentielles.

Définition 1.1.1 Une équation différentielle ordinaire (E.D.O) d’ordre n est une relation
entre une fonction inconnue y(x) d’une seule variable réelle x, ses dérivées y' (z),y" (x), - ,y™ (z)
et la variable indépendante x de la forme :

F(z,y(x),y'().y" (), ,y™(z)) =0 (E)

(0w tout simplement F(x,y,y',y", - ,y™) =0) ou F est une fonction continue.

— L’ordre n de I’équation différentielle est ’ordre de la dérivée la plus élevée apparaissant
dans I’équation.

— L’équation différentielle est dite ordinaire si elle comporte une seule variable indépen-
dante.

— Si la fonction y est a valeurs dans R, I’équation (FE) est dite scalaire.
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— Si la fonction y est a valeurs dans RP, I’équation (FE) est dite vectorielle.

Exemple 1.1.1 1. 23y +y?>—T7 = 0 est une équation différentielle ordinaire du premier
ordre.
2. 4"+ (5z® + 8)y — by = x est une équation différenticlle ordinaire du second ordre.

3. yW + (Tsinz)y' + 2%y = 0 est une équation différentielle ordinaire du quatriéme

ordre.

Définition 1.1.2 On appelle solution de (E) sur I, ou intégrale de (E) sur I, toute fonc-
tion @ définie sur un intervalle ouvert I C R admettant des dérivées jusqu’a ’ordre n et

telle que :

Résoudre (E) sur I, c’est trouver l’ensemble de ses solutions sur I. Une équation pouvait

posséder une infinité de solutions.

Cas particulier : ¥ = f(z) = y = [ f(z)dx.

Les solutions de cette équation sont les primitives de la fonction f.

Définition 1.1.3 Toute solution d’une équation différentielle ordinaire, sous forme expli-
cite ou 1mplicite est appelée courbe intégrale de cette équation. Les courbes intégrales

d’une équation différentielle représentent ainsi les graphes des solutions de cette équation.

Exemple 1.1.2 1. Soit l’équation différentielle : y = 2xy + 4x. La fonction
y = kexp(x?) — 2 est bien une solution sur R, pour tout k € R. En effet on a :
y' = 2kxexp(z?), d’autre part :
2zy + 4x = 2x(k exp(2?) — 2) + 4o = 2kzexp(z?) = v/
2. L’équation différentielle v*y" — 2y +2x = 0 admet la fonction y(z) = kx®+x comme
solution pour tout k € R. En effet, y'(z) = 2kx + 1 et y"(x) = 2k. Remplagant dans
Iéquation : x%y" — 2y + 22 = 0 on obtient :

2kz? — 2(kx* +x)+ 20 =0 0=0.

2
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Définition 1.1.4 Deux équations différentielles :

Fi(w,y(x), ' (2),y"(x), -,y (@) =0 et Fy(z,y(2),y'(2),y"(x), - 4" (2)) =0
sont dites équivalentes sur un intervalle ouvert I C R si toute solution de ['une d’elles est

solution de autre et inversement.

Il nous arrivera souvent au lieu d’étudier une équation différentielle, on étudie une

autre qui lui équivalente.

Définition 1.1.5 Considérons l’équation différentielle (E) ou la fonction F' est continue
sur un domaine D C R™ et soit un point (zo,Yo,y; " ,¥Y,_1) de D NR™. On appelle
probléme de la condition initiale de ’équation différentielle (E) la recherche d’une solution

y = @(x) de cette équation vérifions les conditions :

y('xO) = Yo, y/(x0> =Yy, ;y(n_l) (ZE()) = Yn-1,

appelées conditions initiales.

On note qu’il faut s’habituer au changement de nom pour les fonctions et les variables.
Par exemple z”(t) + (t + 2)2’ + (cost)z® = 0 est une équation différentielle d’ordre 2 dont

I’inconnue est une fonction z, qui dépend de la variable .

Remarque 1.1.1 La notion d’intervalle dans la résolution d’une équation différentielle
est fondamentalle. Si l'intervalle change, la solution peut changer aussi. Par exemple sur
I, =)0, +o0[ l’équation différentielle y' = % admet comme solution y = Inx + k. Alors que

sur Uintervalle Iy =] — 00,0[, la solution générale est y = In(—x) + k. Si on précise pas

[intervalle I, on considére qu’il sagit de R.

1.2 Equations différentielles du premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre est une équation du type :
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F(r,y,y') =0&y = f(z,y).

On a les types suivants :

1. Equations & variables séparables :  f(y)y = g(z).
2. Equations homogeénes 3y = f (%).
3. Equations linéaires : 3 + f(x)y = g(x).

4. Equations différentielles de Bernoulli : ¢/ + f(z)y = g(z)y*, o € R—{0,1}.

1.2.1 Equations a variables séparables

Une équation différentielle est dite & variables séparables si on peut I’écrire sous la forme :

Y =% = fy)y =g(x) & fy)dy = g(z)da.

On integre alors chacun des cotés :

/f(y)dy = /g(x)dx-

Exemple 1.2.1 Considérons l'équation différentielle : /1 — 22y'y? =

FElle est équivalente a :

VY= i

qui est une équation a variables séparables. En intégarant on trouve :

y2dy =
Ly
3Y

= arcsinz + C

y = v/3arcsinx + 3C.

Exemple 1.2.2 Résoudre I’équation différentielle :

622

B 1.1
4 2y + cosy (1.1)
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et trouver la solution qui vérifie la condition initiale y(1) = 7.
L’équation est équivalente a :

(2y + cosy)dy = 6zx%dx

/(2y + cosy)dy = /6x2dx

y? +siny = 223 + C.
La solution est donnée d’une maniére implicite.
La condition initiale est y(1) = m, on remplace x = 1 et y = 7 dans l’équation ci-dessus
on trouve :

m+sint=2+C=C=m?-2.

Par la suite la solution est donnée implicitement par :

y? +siny = 22° + 7% — 2.

1.2.2 Equations homogénes

Définition 1.2.1 Une équation différentielle est dite homogéne si on peut l’écrire sous la

forme suivante :

y =f).

Afin de résoudre ce type d’équations, on pose : z = £, soit y = zx et y = 2'v + 2.
Donc :
y =[x =f(z)-z
Cette équation différentielle est une équations différentielle a variables séparables.

On chercher a résoudre ’équation suivante :

Exemple 1.2.3 Considérons [’équation homogéne suivante :

y =exp(¥)+2 (E)
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Passons aux changement de variables :
z=4 =y =2+
Remplagant en (E) on obtient :

z+x2 =exp(z) + 2 = x2' =exp(z) = 2 exp(—z) =

8=

En intégrant on trowve : [ exp(—z)dz = [ 2dz = —exp(—z) =In|z| + C,

ce qui est équivalent & : exp(—z) =1In K| Par la suite :

Jo]

K
y = —zln(ln ﬂ), K > 0.
T

1.2.3 Equations différentielles linéaires

Nous nous intéréssons ici aux équations différentielles ordinaires linéaires.

Définition 1.2.2 Une équation différentielle du premier ordre est dite linéaire si elle

s’écrit de la forme :

y + fl@)y =g(x),
(i.e. elle est linéaire par rapport & la fonction inconnue y et par rapport & sa dérivée y')
ou f et g sont des fonctions réelles définies et continues sur un intervalle I de R.
Equations différentielles linéaires homogénes

Définition 1.2.3 Soit [ une fonction réelle continue sur un intervalle I de R. Une équa-

tion différentielle du premier ordre homogéne est une équation différentielle de la forme :

y + f(x)y = 0. (Eg)

Remarque 1.2.1 La fonction nulle est solution de l’équation différentielle du premier

ordre homogéne (Ey).

L’ensemble Sy des solutions de 1’équation différentielle (Ep) sur I est donné par :

Sy =y, tel que y(z) = Cexp(—F(x)), C € R}
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ou F' désigne une primitive de f sur [ i.e. :

Fz) = / f@)dz,  y(z) = Cexp(— / f(x)dz).

Exemple 1.2.4 Soit I’équation différentielle homogéne du premier ordre :

Y + 2=y = 0. (Ey)

Ona:(Ep) ey =12y e y=Cexp(— [ 125dx)

& y = Cexp(—barctanx).
Donc :
Sy =y, tel que y(x) = Cexp(—Harctanz), C € R}.
Equations différentielles linéaires non-homogénes

Considérons I’équation différentielle linéaire non-homogene :

v+ f(x)y = g(x) (E).
On appelle équation différentielle homogene (Ep) associée a (E) 1'équation :
y + flx)y = 0. (En).

Proposition 1.2.1 Soient yp une solution particuliére sur I de l’équation différentielle
linéaire (E) et (yy) les solutions de ’équation différentielle (Ey) sur I. L’ensemble S des

solutions de I’équation différentielle (E) sur I est donné par :

S={y, y=yu+ypr}.

Exemple 1.2.5 Considérons l'équation : y' — xy = —2* (E').
Vérifions que y, = x* 4+ 2 est une solution particuliére de (E') et déduisons les solutions
de (E').
On a yp = 2x, remplagant dans (E') on trouve :
2z — x(2? + 2) = —a>.
Donc yp est bien une solution particuliére de (E').
L’équation homogéne associé o (E') est :

y —xy=0
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Ses solutions sont de la formes : yy = Cexp(32?).
Par la suite les solutions de (E') sont :

y=yp+yn =2>+2+ Cexp(32?).

Meéthode de la variation de la constante

Nous cherchons une solution particuliére de (E) :

y + f(x)y = g(x) (E)
sous la forme yp(z) = A(x) exp(—F(z)) ou F(x) est une primitive de f(z). Ainsi A\(x) doit

vérifier :

N (z) exp(=F(x)) + Az)(—F"(z)) exp(—=F(z)) + f(2) M) exp(—F(x)) = g(x)

Comme F'(z) = f(x), 'équation précédente est équivalente a :

N(z)exp(—F () = g(x) = X(x) = g(z) exp(F(x)) = A(z) = /g(ﬂf) exp(F(x))dx.

Une solution particuliere de I'équation (E) est alors :

yp(x) = eXp(—F(x))/g(:c) exp(F(x))dx.

Les solutions générales de 1’équation différentielle sont :

y(x) =yn(z) + yp(x) = Aexp(=F(z)) + exp(=F(x)) [ g(x) exp(F(z))dx, A €R,

@) = unle) + yple) = Nexp(~ [ Fla)de) + exp(~ [ f(a)do) [gla) exp( [ f(a)doyd
AER.

Exemple 1.2.6 Considérons l'équation : y' =2y+x (1).
L’équation homogéne associée est y' = 2y dont la solution générale est : y(x) = \exp(2z),

A € R. Cherchons une solution particuliére sous la forme : yp(x) = A(z)exp(2x). Alors
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yp(z) est solution de (E) sur R si et seulement si : X'(z) exp(2z) = x. On doit trouver une
primitive \(x) de xexp(—2z)
En intégrant par parties on trouve :
AMz) = /x exp(—2z)dr = —3e 72" 2z + 1).
Par la suite : yp(z) = —5 (2z+1).
Donc, la solution générale de (E) est :

y(z) = —1 (2z + 1) + Aexp(2z), X eR.

Remarque 1.2.2 Dans le cas d’une équation de la forme :
Y +ay=1> a,b €R eta#0.

Les solutions sont : y = Cexp(—az)+ 2, CeR.

1.2.4 Equations différentielles de Bernoulli

Définition 1.2.4 On appelle équation de Bernoulli toute équation différentielle de la

forme :

v+ f(2)y = g(2)y*, a € R —{0,1},

ou f et g sont des fonctions continues.
On remarque que si @ = 0, I’équation de Bernouli n’est qu'une équation linéaire avec

second membre :

Y + f(x)y = g(x),

et si a = 1 I’équation est équivalente a ’équation linéaire sans second membre :

y' + (f(z) — g(x))y = 0.

Afin de résoudre I’équation de Bernoulli si o # 0 et a # 1 on I’a rameéne avec un change-

ment de variable adéquat & une équation différentielle linéaire avec un second membre.
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Ona:

Y+ @)y =g(x)y® = vy + f@)y' ™" = g(z). (1.2)

Posons : z =y Parlasuite: 2/ =(1-a)yy

—Q

Substituons dans I’équation (|1.2)) on obtient :

4 (1= n)f(a)z = (1—n)g(a).

On constate que ’équation précédente est linéaire, simple a résoudre par la méthode de

variations des constantes.

Exemple 1.2.7 Résoudre l’équation de Bernoulli suivante :

y — xy = xy. (1.3)
On remarque que : f(x) = —x, g(z) =z et « = 3.
Si on divise par y® on aura :

y 1

v

On pose z = y% ce qui donne z' = —i]—ys/. Alors l’équation ‘) devient :
2+ 222 = 2z. (1.4)
La résolution de (1.4]) donne :

z:1+Ce_$2, C eR.

La solution générale de (1.3) est donnée par :

1 1
=\ -=\— C eR.
4 \/; 1+ Ce*’

10
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1.3 Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

Définition 1.3.1 Une équation diférentielle linéaire du second ordre, & coefficients constants

est une équation de la forme :
ay’ +by' + ey =g(x)  (E)

ot a,b,c € R, a+#0 et g est une fonction continue sur un intervalle I.
L’équation :

ay’ +by +cy=0 (Ep)

est appelée [’équation homogéne associée o (F).

Théoréme 1.3.1 L’ensemble des solutions de l’équation homogéne (Ey) est un R-espace

vectoriel de dimension 2.

1.3.1 Reésolution de I’équation homogéne

On cherche une solution de (Ejp) sous la forme y(z) = € ou r € C est une constante a

déterminer. On a : ay’" +by +cy=0= (ar’+br+c)e=0=ar’+br+c=0.

Définition 1.3.2 L’équation ar?+br+c = 0 est appelée l’équation caractéristique associée

a (Eg) et AN = b* — 4ac est appelé le discriminant caractéristique associé & (Fy).

Théoréme 1.3.2 1. Si N > 0, l’équation caractéristique posséde deux racines réelles

11
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distincts 1 # 1o et les solutions de (Ey) sont :

y(x) = Nexp(rix) + pexp(rax), ot A\, u € R.

2. Si A =0, l’équation caractéristique admet une racine double rq et les solutions sont :

y(x) = (N + px)exp(rox)  ou A\, u € R.

3. 81t A <0, l'équation caractéristique posséde deux racines complexes conjugués

r=a+if8, ro =a—if et les solutions de (Ey) sont :

y(z) = exp(ax)(Acos(fz) + psin(fzx)), ou A peR.

Exemple 1.3.1 1. Considérons l’équation différentielle :
y" — 5y + 6y = 0.
L’équation caractéristique est r>—5r+6 = 0, elle posséde deux racines réelles distincts

r1 = 2, r9 = 3. Donc, pour tout v € R, la solution est :

y(x) = Aexp(2z) + pexp(3z), ou A pueR.

2. L’équation caractéristique de [’équation :

y" — 6y +9y =0

est 12 —6r +9 = 0. Le discriminant est nul /A = 0 , donc on a une racine réelle

double ro = 3 et par la suite les solutions sont :

y(x) = (A +px)exp(3z)  ou  ApeR.

12
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3. L’équation caractéristique de l’équation :
y' —2y+5y=0

estr> —2r+5=20. Ona A\ <0, elle posséde deux racines complexes conjuqués

ri =14 21, 1o =1 — 21 et par la suite les solutions sont :

y(x) = exp(z)(Acos(2z) + psin(2z)), ou A p€R.

1.3.2 Equations avec second membre (non-homogéne)

Nous traitons maintenant le cas de la présence du second membre g qui est une fonction

continue sur un intervalle ouvert I/ C R :
ay" +by +cy=g(x) (E).

Proposition 1.3.1 Les solutions générales de l’équation (Fy) s’obtiennent en ajoutant les

solutions générales de l’équation homogéne & une solution particuliére de (E).

Il reste donc & trouver une solution particuliere.

On traite deux cas particuliers importants en donnant une méthode générale :

Second membre de type exp(az)P(z) :

Si  g(z) = exp(ax)P(x), « € R et P un polynéme, alors on cherche une solution

particuliére sous la forme

yp(w) = 2™ exp(ax)Q(),

ou () est un polynéme de méme degré que P avec :
— yp(z) = exp(ax)Q(x), (m=0) sian’est pas une racine de I’équation caractéristique.
— yp(z) = vexp(azr)Q(z), (m=1) sia est une racine simple de I’équation caractéris-

tique.

13
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— yp(z) = 2?2 exp(az)Q(z), (m =2) si«a est une racine double de 1’équation caractéris-
tique.

Second membre de type exp(ax)(P;(z) cos(fz) + Pa(x)sin(Sx)) :

Si

g(z) = exp(ax)(P(x) cos(Bx) + Pa(z) sin(fz)), a, f € R

et P, P, des polyndémes, alors on cherche une solution particuliére sous la forme :

— si a4 13 n’est pas une racine de 1’équation caractéristique alors :

yp() = exp(ax)(Q1(x) cos(Bx) + Q2(x) sin(fz)),

— sl a + i est une racine de I’équation caractéristique. :

yp(z) = zexp(ax)(Q1(x) cos(fz) + Qa(x) sin(fz)), sia + i

est une racine de I’équation caractéristique.

Dans les deux cas ()1, Q2 sont deux polynémes de degré n = max{deg P;,deg P»}.

Meéthode de variation des constantes

Si {y1,y2} est une base de solutions de I’équation homogene (Fjy), on cherche une solution
particuliere sous la forme y, = A\y; + py2 o A et 1 sont deux fonctions vérifiants :

Nyp+p1'ys =0
1 2 . (9)
Nyt + Wy = 55

En effet, si y, = Ay; + py2 est une fonction qui vérifie (5), on a :

Yy, = Ny + p'ya + Ay + ps = Mgy + ps-
Alors :
o = Ny + 'y + )+ iy = 2y + s

Remplagant dans I’équation (F) et en utilisant le fait que y; et y, sont solutions de

14
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I’équation homogene (FEjp), on trouve :
ayt + byl + cyp = a(LE + Ny + ) + b+ ph) + Ay + pye)
= g(x) + Mayy + byy + cy1) + playy + by + cy2) = g(@).
Donc y, est bien une solution particuliere de (E). Le systéme (S) se résout facilement, on

trouve X, p/ puis A et p par intégration.

Exemple 1.3.2 Résoudre l’équation suivante sur l'intervalle | — %, 3 |:
1
y'+y = :
CosS T

Les solutions de [’équation homogéne y" +y =0 sont :
y=Acosx + usinz, A\ u€R.
On cherche maintenant une solution particuliére de I’équation initiale sous la forme :
yp = M) cosx + pu(x)sinz,

ot sont deux fonctions a déterminer et qui vérifient le systéme suivant :

Ny + p'ya =0
Ny + plyy = 49

Donc :

Ncosz + p/'sine =0

1

cosx’

—Nsinx + ¢/ cosz =

\
Multiplions la premiére ligne par sinx et la seconde par cosx, on obtient :
(

N sina cosz + p' sin?z = 0

—Nsinzcosz + ' cos’ = 1.
\
En additionant, on obtient que :

p(z) =1.
Donc : pu(x) = z. De la premiére ligne du systéme on obtient alors que :
N(z) = -z,
Par conséquent : A(z) = In(cos z).

15
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La solution particuliére est donc :
Yp(z) = In(cosz) cosx + xsinz.
Ainsi la solution générale est de la forme :

y(r) = Acosx + pusinzx + In(cosz) cosz + xsinz, A, u € R.

1.4 Equations différentielles d’ordre deux incompléte

1.4.1 Equations ou la fonction n’apparait que par ses dérivées

Dans ce cas I’équation est de la forme F(z,y',y"”) = 0 ('absence de y). L’astuce constitué
ici & poser z = ¢/, ce qui est équivalent a F(z, z,z’) = 0, qui est une équation différentielle
du premier ordre. On commence d’abord par résoudre F(x, z, 2’) = 0, ce qui donne :

z = f(x,¢1) puis on résout y' = z, ce qui permet de trouver y = F(x,Cy) + Cs.

Exemple 1.4.1 Considérons [’équation :
(z2 4+ 1)y" + 22y = 0.
On constate l’absence de la fonction y. On pose alors z = y'.

Alors :

(22 4+ 1)y + 22y =0 (22 + 1) + 202 =0
dz 2z

z 224+1

& 1In(z)=—In(2*+1)+C

& &
z =
22 +1
Ch
&y =
y 241

&y = Cyarctan(z) + Ch.

16
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1.4.2 Equations ou la fonction n’intervient que par sa dérivée

seconde

Dans ce cas les équations sont de la forme F'(z,y”) = 0 (absence de y et y').

Afin de les résoudre, on trouve y”, puis en intégrant deux fois pour obtenir y.

Exemple 1.4.2 Si on a ’équation différentielle :
1+ 2%y —5=0.
Alors @y = H% =y =barctanx + C

Par intégration par partie on obtient : y = 5(xarctanz — 3 In(1 4 2?)) + Cz + C}.

Exemple 1.4.3 Considérons [’équation :
xy”" —1=0, x> 0.

Ce qui est équivalent :

Donc :
y =Inzx.

En intégrant par parties on trouve :

y=xlnzr—xz+C, C eR.

1.5 Exercices

Exercise 1.5.1 Vérifier que chaque fonction donnée est une solution de l’équation diffé-
rentielle correspondante :
1. 2y —y = 22, y(z) = 3z + 22

2. 222" + 3xy —y =0, y(zr) =z, =>0.

17
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t
3.y =2ty =1, y(t) = e + etz/ e~ ds.
0
Solution.

1. Ona y(z) =3z + 2? = y/(x) = 3+ 2z. En remplagant dans ’équation :
ry’ —y = 2% on obtient : x(3 + 2z) — (3z + 2?) = 2? = 2? = 2%
2. y(2) = Vi =y/(x) = j7 = y(x) = Fa7
En remplacant dans 1’équation : 222y” + 3xy’ — y = 0, on trouve :
20%(Fa?) +3x(la7 ) — v =FVr+ /T - VT =0=0=0.
3. y(t)=e” + etQ/teszds alors :
° t t
Yy (t) = 2te” + 2tet2/ e~ ds + el et = 2te!” + 2tet2/ e ds + 1.
On remplace dans l’équaution0 :y' — 2ty = 1, on obtient : 0

t t
(2te!” + 2tet2/ e ds + 1) — 2t(e!” + etz/ e ¥ds) =1 =1=1, donc la
0 0

fonction donnée est bien une solution de ’équation différentielle : y' — 2ty = 1.

Exercise 1.5.2 Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.y —y=(z+1)e”, pour x € R.

2.y — (tanz)y =sinz,  pourx €] — 7, 5[

3. (14 ¢€")y =ye® pour x € R.

4. 22y = 2% + 9 pour r € R.
Solution.

1. Les solutions de I’équation homogéene associée :
y—y=0

sont :
y(x) = Ae”, A eR.

Le second membre est la fonction :

g(z) = (v + 1)e.

18
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Comme e apparait dans les solutions de 1’équation homogeéne on cherche donc une solution
particuliére de la forme :

yp(z) = (ax® 4 bz + c)e”.

Yp(z)— yp(z) = (x+ 1)e* = (2ax + b)e® = (x + 1)e”.
Par identification des coefficients, on trouve que :

yp(z) = (32% + z)e”.
Les solutions de notre équation initiale sont :

Yy=yg +yp = (%$2+x+)\)ex, reR, NeR
2. L’équation homogeéne associée est :

Yy —tanz y = 0.
Une primitive de :
f(z) = —tanz = — 2L

est : F(z) =In|cosz| = In(cosx) carz €] -7, 7]

Donc la solution générale de I’équation homogene est :

C

coszT

y(x) = Cexp(—F(z)) = Cexp(—In(cosz)) =

Cherchons maintenant une solution particuliére yp qui vérifie :
yp(x) —tanz yp(zr) = sinz.
Cette solution s’écrit sous la forme :
yp(r) = G(x)exp(—F(z)) avec G(z) primitive de sin z exp(F(z)) = coszsin .
Par la suite on trouve que :
1 sin?

G(z) = =sin’z et yp(z) = G(x)cosx " 2cosz’
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La solution générale de notre équation est :

(2) C sin? sin?z + C'
y x = _—
cosxr 2cosx 2cosx

3. La fonction nulle (y = 0) est une solution de (1+¢e*)y’ = ye® pour x € R. Supposons que

y # 0, alors I’équation précédente est équivalente & une équation a variables séparables :

y/ B ex
y  14ev’
d’ou
1 €T
/—dy:/ ° _du.
Y 1+e”
Donc : Injy|=In(l+e*)+ K =y=C(1+¢"), CeR".

La solution générale est donc :
y=C(1+e¢€"), CeR.
4. Pour z # 0, I’équation
20% =2+ (F)

est équivalente a :

2y =1+ (%)2 .
Une équation de type homogene. Posons z = £ alors :

y=zrv =1y =2(z+x2).
Remplacant dans (F), on trouve :

1422 =2(z+x2)

1+22 =22 =21 = (1 —2)*=2z7.

Donc on obtient :

27 1 2 1 2

Par la suite on trouve que :

20



Dr. L. Slimane Chapitre 4. Les Equations Différentielles

2

AT +
on ave Cz e R™\{1}.

z=1

_lnC’mjy:x_

Exercise 1.5.3 Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution

particuliére par la méthode de la variation de la constante :
1. x(1+1In*2)y +2ylnz =1, surl0,+oo|.
2. (z+ 1)y —2y+1=0, y(0)=2, sur]—1,+o0].
Solution.

1) Comme le coéfficient de 3’ ne s’annule pas sur |0, 00|, I’équation peut donc se mettre

sous la forme :

2Inx 1

/
+ - .
Y z(1 + In? :U)y z(1+1n* )

La solution générale de I’équation homogene associée :

/L 2lnx _0
Y x(1+1n2x)y_

est : y = C'exp(—F(x)) ot F(x) est une primitive de f(x) = ﬁ et C' € R. On peut

prendre F(z) = In(1 4 In*z). Donc :

C
yy = Cexp(—In(1+1n*7)) = o

Utilisons la méthode de variation de la constante pour déterminer une solution particuliére

C(x)

a2, avec C' une fonction dérivable. Posons

pour I’équation non homogene. Posons v, =
z(z) = m, donc : y, = C(z)z(x).
En dérivant et en remplacant dans I’équation initiale et en prenant en compte que z(x)

est solution de I’équation homogéne on trouve que :

1 C'(x) 1 N 1

' = = =
(2)2() r(1+In*z) ~ 1+k*z z(1+In’2) x
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Inz

1+In 2"

Donc on peut prendre C(z) =1lnx i.e. y, =

La solution générale de notre probléme est :

C Inz

+ , C eR, z€]0,4+00].
1+In’z 1+1nx ] [

Yy=yutyp=

2) L’équation différentielle est équivalente a :

;T L 1
Yo eY T T

c’est une équation différentielle linéaire d’orde 1 non homogene avec :
f@)=—h=zz—1 e g()=—z5
Une primitive de f est :
Injz+1—z=In(x+1)— =z

La solution de I’équation homogene est :

yu(r) = Aexp(— /f(x)dx) = Aexp(—In(z +1) + ) = )\e;q_)i_(?,

Cette fois on va utiliser directement la formule de la solution particuliére donnée dans le

yp(z) = exp(— ff(ﬂf)dl”)(/g(x) exp([ f(v)dz)dz).
Comme :
/g(m) exp(/ f(z)dz)dz = /_x le N e:fc;—(xl) dr = /— exp(—z)dx = exp(—x).
Donc :

yp(z) = 228 exp(—1) = 4.

La solution générale est donc :

y(z) = yu (@) + yp(z) = A2 4 L

Comme :
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y0)=2=A+1=2=A=1.

La solution donc est :

_exp(z) +1
x4+ 1

y(x)
Exercise 1.5.4 Résoudre l’équation différentielle avec condition initiale suivante :

, 3x®+4dx +2

Y 20y —1)

y(0) = —1.

Solution.
L’équation est équivalente & :
2(y — 1)dy = (3z* + 4z + 2) dz

qui est une équation a variable séparées. En intégrant :

/Z(y — 1)dy = / (322 + 4z + 2) dx,

on trouve :

yv:—2y=2*+222+2x+C (9).
Pour déterminer la solution qui vérifie la condition initiale : y(0) = —1.
On remplace x = 0 et y = —1 dans (5S) on obtient C' = 3.

Donc la solution du probléme est donnée implicitement par :
y? — 2y =2 + 22> + 2x + 3.

Afin de trouver la solution d’une maniére explicite on procéde comme suit :

v —2y=a3+22"+204+3=> ¥ —2y+1=2a>+22+ 22+ 4.

Alors on obtient que :

y=1+ V134222 + 2z + 4.
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Mais comme y(0) = —1 la solution est :

y=1—Vad+222+2x+4
qui est bien défini si x > —2 (car —2 est la seule racine réelle de z3 + 222 + 2x + 4).

Exercise 1.5.5 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

Solution.
1. L’équation caractéristique de y”(x) — y(x) = 0 est :
r?—1=0, A=4>0, mm=—-1 et ry=+1.

Donc on a deux racines réelles distinctes. Par conséquent la solution générale est

donnée par :
y(x) = Nexp(—z) + pexp(z), z€R, A\ pueR.
2. L’équation caractéristique de y”(z) + 6y'(x) + 9y(z) = 0 est :
2 +6r+9=0 A=0, ro=—3.
Comme on a une racine réelle double, la solution générale est sous la forme :
y(x) = A+ zp)exp(—=3z), z€R, \ueR.
3. L’équation caractéristique de y”(x) + 4y'(x) + 13y(z) = 0 est donnée par :
P +4r+13=0, A=-36<0, r, =—2+3i et ry = —2— 3i.
On a deux racines compléxes conjuguées. La solution générale dans ce cas est :

y(x) = (Acos3x + usin3z)exp(—2z), z€R, A\pueR.

Exercise 1.5.6 Résoudre l’équation différentielle suivante :
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y"(z) +y(x) = cosz. (E)
Solution.
L’équation donnée est une équation de deuxiéme ordre non-homogeéne. Son équation asso-
ciée est :
y'(z) +y(x) = 0.
L’équation caractéristique de cette derniére est :
r2—1=0, A=—-4<0, =1 et ry = —i.

Donc on a deux racines complexes conjugués. La solution générale dans ce cas est :

ya(r) = (Acosz + psinz), ze€R, ApelR

Le second membre est : g(x) = cosx. Utilisons la méthode de la variations des constantes

et cherchons une solution particuliére de la forme :

yp(z) = Cr(x)yr + Ca(x)ys avec y; = cosx et y; =sinz
qui vérifie :
Ci@y + Cy(x)ya =0 et Ci(z)y; + Co(z)y = g(z).  (9)
Remplagant par :
yp(z) = C1(z) cosz + Cy(x) sinx
dans (5) et résolvant le systéme on trouve :
Ci(z) =<2 et Cy(z) = |2 4 L,

Une solution particuliére est donc :

( ) Ccos 2x +(sin2x+x) . cosx+a: .
T) = COS ¥ —)sinx = —sinz.
Yp 4 1 2 1 9

Alors, la solution générale est donnée par :

y(x) = yup(r) +yp(r) = Acosz + (pu + g) sinz, zeR, A\peR.

25



Dr. L. Slimane Chapitre 4. Les Equations Différentielles

Exercise 1.5.7 En utilisant le changement de variable x = €' résoudre les équations

différentielles suivantes :

1 2% +xy +y=0 sur |0, +o0.
2. 2% +y=0 sur )0, +o0l.
Solution.

Comme on cherche une fonction de = €]0, +00|, et que 'application est bijective de |0, +o0[
dans R, on peut prendre comme changement de variable : z = e’ et 2z(t) = y(e'). Donc
on a :
t=Inz, y(z)=z(nz), Y(z)=2=1(lnz)=e"2(t)

et y'(z) = —%2(Inx) + 52" (Inx) = —e 22/(t) + e 22" (1).
1. Dans le cas de la premiére équation, on trouve :

22y +xy +y=0 sur]0,+oo[& 2"(t) + 2(t) =0, sur R.
Son équation caractéristique est :

r?+1=0=r=di.
Alors cette derniére équation différentielle posséde la solution générale suivante :
z(t) = Acost + pusint, t€R, \ueR.

On conclut que la solution de notre probléme est :

y(x) = z(Inz) = Acos(Inzx) + psin(lnz), x €]0,+o0[, A, pu€R.

2. L’équation 2%y” + 3 = 0 devient :
2?2y +y=0 sur J0, +oo[& 2"(t) — 2/(t) + 2(t) =0, sur R.
L’équation caractéristique de cette derniére est :
r2—r4l1=0=r=1+%

Les solution de 2" (t) — 2/(t) + z(t) = 0 sont alors :

t 3 3
z(t) = exp(é)()\ Ccos \/T—t + psin gt), teR, MpeR
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Par la suite la solution de notre probléme initiale :

y(x) =z(lnz) = (\/E)\COS(? Inz) + usin(?lnx)), z €]0,400[, A peR.

Exercise 1.5.8 Déterminer la valeur de la constant réelle r pour laquelle [’équation dif-
férentielle donnée posséde une solution de la forme : y =t" pourt > 0 :
1. 2y + 4ty + 2y = 0.

2. t2y" — 4ty + 4y = 0.

Solution.

L.Ona:y=t"=y =rt""t=y" =r(r—-1)t2

On remplace dans t?y” + 4ty’ + 2y = 0 on obtient :
r(r— D22 At M+ 2" =0 = r(r — )t +4rt" +2t" =0

ce qui est équivalent a : (r? + 3r + 2)t" = 0.
Par la suite 72 +3r +2 =01ie.r = -1l our = —2.
Alors y;(t) = 7 et ya(t) = % sont solutions de 'équation donnée.
2. Par la méme maniére que la question précédente on a: y =t" = ¢/ = rt" ! = ¢ =
r(r — 1)t 2.

On remplace dans t?y” — 4ty’ + 4y = 0 on obtient :
r(r— D22 — At A =0 = r(r — 1)t —drt" + 47 =0

ce qui est équivalent & : (12 — 5r + 4)t" = 0.
Par la suite : 2 —5r+4=014de.r=1our = 4.

Alors yy(t) =t et yo(t) =t
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