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Chapitre 1

Primitives et Intégrales

1.1 Primitives et intégrales indéfinies
Dans toute la suite I est un intervalle quelconque de R.

Définition 1.1.1 Soit f: I — R. On appelle primitive de f toute fonction dérivable F

telle que : F'(z) = f(z), Yx € 1.

Exzemple 1.1.1 La fonction F(x) = x° est une primitive de la fontion f(x) = 5z* car

Définition 1.1.2 Soit f : I — R une fonction continue alors f admet une primitive
F sur I. De plus toutes les primitives de f sont de la forme F(xz)+ C ou C est une

constante dans R.
Trouver une primitive est I’opération inverse de la dérivation.

Définition 1.1.3 L’intégrale indéfinie, notée / f(z)dz, est la fonction définie par :

/f(x)dx _ F)+C, CeR,

ou I est une primitive de f c’est-a-dire : F'(x) = f(z).

1



Dr. L. Slimane Primitives et Intégrales

Exemple 1.1.2 On a : /5:646156 =2°+C et [e"dr=e"+C.

Tables des intégrales indéfinies (primitives) des fonctions usuelles

[t@+g@)dr= [1@is+ [gode [or@n=a [ )

/l‘Tda?:H_leT+l+C,T€R,T7é—1. /%d:ﬁ:ln|x|+0
/el’dx:ex—i-C /af"’dx:%+0,a>0.
/sinxdx: —cosx + C /cosxdx:sinw—i—c
/Coslzwdx:tanx—i—C’ /lfxzdx:arctanx—f—C’
/ﬁdmzarcsinx—i—(? V:de = arccosz + C
[ sinhzdz = cosha + C J coshadr = sinhz + C

Exemple 1.1.3 Calculer : / <\5/§+ 7%) dx.
Ona :
/ (\/E+77) dx:/e/idwr/?g%dx:/xédxw ;—;dx

=505 + Oy + 7 [aSde = 305 + Cy + 2as + Cy

—3
_61'

[S{[=>)
w00

+ 23 + C.

oo

1.2 Intégrales définies

Définition 1.2.1 Soit f une fonction définie et continue sur l'intevalle [a,b], alors l'in-

tégrale définie de f de a a b est le réel fabf(a:)da: défini par :
b
[ f@)to = @) = P) - Fla)
ou F' est une primitive de f c’est-a-dire : F'(x) = f(z).

Remarque 1.2.1 [l faut distinguer entre intégrale définie et intégrale indéfinie. Une in-
tégrale définie f; f(z)dx est un nombre alors qu’une intégrale indéfine [ f(x)dz est une

fonction.
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cosxdx. La fonction f(x) = cosx est continue sur [O, E]

Exemple 1.2.1 FEvaluons : 5

o\
(VB

et on sait que sa primitive est F(x) = sinz. Donc :

s
cosxdr = sinz]j =sinj —sin0 = 1.

(=)
[ME]

Propriétés de ’intégrale définie

/2@2%@—@.

- Jo f@ds =0 et f”f de == J}'f

/UU+9 M_/f m+/(m.
- [ ttorie=e o
/f M+/f m_/f

- Si f(z) >0, sur [a,b] alors /fxdx>0.

- Si f(z) > g(x), sur [a,b] alors /f d:v>/g( )dx.

— Sim < f(z) < M, sur [a,b] alors m(b—a) < /f Ydz < M(b— a).

Proposition 1.2.1 On suppose que f est contmue sur |

— Lorsque f est paire (f(—x) = f , alors /f Ydx = 2/f

— Lorsque f est impaire (f(—z) = —f(x)), alors /f(x)dm =

—a
— Si f est une fonction periodique de période T alors :
a+T

/f /()da:.

Exemple 1.2.2 Claculer fj?gﬂ rtsin® xdr et ffg |5z| dz.

Pour la premiére intégrale, on remarque que la fonction x*sin®x est impaire, donc on

déduit que :
107
/ 2t sin® zdz = 0.

107



Dr. L. Slimane Primitives et Intégrales

Concernant la deuxiéme intégrale, on constate que la fonction |5x| est paire, donc :

3 3 3
/|5x| dx = 2/ 5| de = 10/xdm = 5x2L3) = 45.
-3 0 0

1.3 Regles d’intégration

1.3.1 Intégration par changement de variables

Proposition 1.3.1 Si u = g(z) est une fonction dérivable ot son ensemble image est

Uintervalle I et si f est une fonction continue sur I, alors :

[rtateng@e = [ sdu

Le but de cette méthode est de remplacer une intégrale peu difficile par une autre plus
facile. La difficulté majeure de cette méthode est de trouver le bon changement de variable.
Il faut essayer de choisir u égal & une certaine fonction qui apparait sous le symbole

d’intégration et dont la dérivée s’y trouve aussi.

Exemple 1.3.1 Pour calculer /233\/1 + 22dx, on pose u = 1+ 2? et du = 2xdz. On

obtient :

[N

3
2

2 2
/2:E\/1+x2dx:/\/ﬂdu:/uédu:gu —|—c:§(1+x2) +C.

Exemple 1.3.2 Le calcul de I = fcos4xsin3 xdx. Soit le changement de variable :

u=cosx, du=sinxzdr. On obtient :

I= /cos4a:sin2xsinwd:1: = /cos4x (1 — cos? z) sin zdx = /u4 (1 —u?)du

:/(u4—u6)du:%u5—%u7+02 tcos®x — L cos” x + C.

Proposition 1.3.2 Si la fonction g et sa derivée g sont continues sur [a,b] et si la fonc-
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tion f est continue sur l’esemble g(|a,b]), alors on a l’égalité :

g(b)
/ f(g z)dr = flu)du

g(a)

Exemple 1.3.3 FEvaluons :

1
/ Iz,

u=1Inzx, du=—dzx.
T

Posons :

Par la suite, six =1 ona:u=Inl=0 etquandx =€ onau=Ine=1.
1
. d u21 1
Donc: J = uuzT} = 3.

0
0

En utilisant la méthode de changement de variables et la table des primitives des

fonctions usuelles on obtient les formules suivantes :

/ @) f()de = 2 f(o) ™ + O, r €R, 1 £ 1
[ fl(@)ef@dz = /@ + C f\f;i_)dx:2m+c

[ (@) sin(f (@) = —cos(f(x) + C [ (@) cos(f(@))dz = sin(f(z)) + C
/ L)y — arctan(f(x)) + C / ﬁdm _ arcsin(f(z)) + C

=In|f(x)|+C

[ f'(z)sinh(f(z))dx = cosh(f(z)) + C [ f'(x)cosh(f(x))dz = sinh(f(z))+ C

1.3.2 Intégration par parties

Proposition 1.3.3 Soient u et v deux fonctions dérivables sur I telles que u'et v' soient

continues sur 1. Alors :

/u(m)v’(m)dm = u(z)v(x) — /v(:z:)u’(x)dx.
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Symboliquement, on écrit : / udv = uv — / vdu.

Remarque 1.3.1 1. L’intégration par parties n’est efficace que si l’on obtient une in-

tégrale plus simple que ["intégrale initiale.

2. Le choix des fonctions doit étre judicieux et ce n’est que par la pratique qu’on pourra

plus facilement faire ce choiz.

Exemple 1.3.4 Pour calculer f arcsin xdx, on utilise une itégration par parties ot on

. _ : _ _ 1 _
pose u = arcsinz, dv =dx donc du = mdm, v = .

/udvzuv—/vdu

Alors on a :

d ) +/ —2z g
T = xarcsinx —dx
24/1 — 22

T
arcsinxdx = rarcsing — | ——
/ / V1—22
= garcsine +v1—22 4+ C.

Des fois on aura besoin de faire appel a I'intégration par parties plusieurs fois.

Exemple 1.3.5 Evaluons : / 22 sin xdw.

On pose: u=2?% dv=sinzdr donc du = 2xdx, v = —cosx. Alors on a :

/udvzuv—/vdu

/x2 sinzdr = —z% cosz + /2:1: cos xdx.
Pour calculer la deuxiéme intégrale on entame une deuxiéme intégration par parties, avec

cette fois u = 2x, dv = cosxdr donc du = 2dx, v =sinx. On aura :

/Qxcosxdx—2xsinm—/2sinxdx—2xsinx+2cosx+0.
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En remplacant ce résultat dans I'intégrale initiale on trouve :

/a:2sinxdx = —z?cosx + 2zsinz + 2cosz + C.

Exemple 1.3.6 Calculer I = /ex sinxdx. Posons : u=¢e", dv=sinzdr donc du =

e“dr, v = —cosx. Lintégration par parties nous donne :
I = —cosze® + /ex cos xdx. (1.1)

Une deuziéme intégration par parties, avec le choix :

u=€e", dv =cosxdr donc du = e*dxr, v =sinz, nous donne :
/ex cos xdx = sinze® — /e’“" sin xdx. (1.2)

Remplacant dans , on obtient :
I = —cosxe® +sinze” — [

2] = —coswe® +sinze” = [ = 1 (—cosze” + sinze”) .

La formule d’intégration par parties pour les intégrales définies est donnée par :

/ab“(w)”/(@dﬂf = u(x)v(x)];, - /abv(x)u’(x)dm

ou symboliquement, par :

b b
/udv = uv]z —/ vdu.



Dr. L. Slimane Primitives et Intégrales

1.4 Intégration des fonctions rationnelles par décom-
position en éléments simples

Définition 1.4.1 Une fonction rationnelle f est un rapport de deux polynomes P et Q)

de degré respectivement m et k:  f(x) = ggg
i) Sideg(P)=m >deg(Q) ==k on dit que f est une fonction rationnelle impropre.

ii) Sideg(P)=m < deg(Q) =k on dit que f est une fonction rationnelle propre.

Pour intégrer une fonction rationnnelle on commence par ’exprimer comme une
somme de fractions simples appelés éléments simples, dont I'intégration est immédiate.
Premiére étape : Dans le cas ou f est impropre (i.e. deg(P) > deg(Q)) on effectue la

division euclidienne de P par ) jusqu'a obtenir un reste R(z) avec deg(R) < deg(Q) :

R(z)
Q(x)

ou S et R sont aussi des polyndomes. Dans le cas ou f est propre (i.e. deg(P) < deg(Q))

f@) = S(z) +

(1.3)

on passe directement a la deuxieéme étape avec P(z) = R(z).
Deuxiéme étape :
On factorise le dénominateur @)(z) en un produit de facteurs de la forme ax + b et des
facteurs de la forme z? + bz + ¢ avec b* — 4c < 0.
R(z

Troisiéme étape : Exprimer la fonction rationnelle propre W:c; de I’équation ({1.3) comme

une somme d’éléments simples de la forme :

A o Az+B
(dl‘-ﬁ-b)z (12+bz+c)J :

Exemple 1.4.1 Considérons la fonction rationnelle :

2t — 2% +dr +1
B —a?—x+1
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I) En effectuant la division euclidienne on trouve :

2t — 222 +4x + 1 L1 4x
:x .
-2 —x+1 -2 —x+1

IT) On factorise le doniminateur :

P —rtl=(-1)* -1 =@ -Da-D@+1)=(r—-1)>*z+1).

IIT) Comme le facteur (z — 1) est présent deux fois, la décomposition en éléments simples

est de la forme :

4z A n B N C
Bd-2—z+1 -1 (z-12 a+1

Multiplions par le plus petit dominateur commun (z — 1)?(z + 1), on trouve :

dr=A(x —1)(x +1)+ Bz + 1)+ C(z — 1)*. (1.4)

Posons = = 1 dans (1.4) on on obtient : B = 2. Posons z = —1 on trouve C' = —1 et
finalement si on pose x = 0 on déduit que A = 1. Alors :

=202 + 4+ 1 1 2 -1

-2 —z+1 v +x—1+(x—1)2+m+1

(1.5)

A Daide de la décomposition en éléments simples, Pintégrale d’une fonction rationnelle

se raméne & une combinaison linéaire d’intégrales de la forme [ ﬁdm ou [ w‘g—;fc)nd:c,

n > 2, b? — 4¢ < 0. On distingue quatre types de ces intégrales :

Type I:
A
/ de=Aln|z —a|+ C.
T—a
Type II :
A g -1
/mdl’:A/([ﬁ—Q) dx_(n—l)(aj’—a)n_l—i_c’ n;«él
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Type III :

A B
/Ld.ﬂ:, b2 —4c < 0.
2 +bxr+c

On remarque que z2 + bx + ¢ = (x + %)2 + (¢ — %) Si on pose :
y:x+getp2:c—%>00ntr0uve:

z Aly—3)+B
/ﬁ@i“-/L%#f@—A/ﬁ?@+@“”9/ﬁF@

= 2In(y? +p*) + %;Ab arctan(¥) + C

= gln(x2 + bz + p?) + —232;‘4” arctan(%;—;rb) +C.

Type IV :

Az + B
/wkﬁzﬁwm,w—@<m nAl.

On pose : y =x + g, on obtient :

Az + B Y 2B—Ab/ 1
———dr=A dy + dy.
/(m2+bx+0)” ’ /(y2+p2)” Y 2 (y? + p?)» 4

La premiére intégrale est facile a calculer :

Le calcul de la seconde intégrale nécessite plus de travail. Soit :

dy
h:/____.
(y2 + p?)"

Intégrons par parties, en posant

1 —2ny
U= -———-—, dv=dy —=du=-———7""—, v=
(y* +p*)" ! (y* +p?)" ! ’

On trouve :

10
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oy yvdy oy (v* +p* = p*)dy
=———+72n = 2n
(yQ + p2)n (y2 + p2)n+1 (yQ + p2)n (yZ + p2)n+1

y dy 2 / dy
-7  iopl—"7 9 7
(y2 + p?)" n/ P+ T Pt

Y

_ 2
= v +2nl, —pilp
(y* +p?)

Donc :

1 y
Lyys = 2n - )1, ) .
o 2np2<(y2+p2)”+<n )>

Ce qui est équivalent a :

1 y -
KTy ((?ﬂ T 1) '

Ceci, nous permet de le calculer d’'une maniére récurrente, sachant que :

1
I, = - arctang +C.
p p

Exemple 1.4.2 Calculer :
dx.

/x4—2m2—|—4x—|—1
-2 —x+1

x4 —2z24+4x+1

e est :

D’aprés l'exemple|1.4.1), la décomposition en élements simples de

xt— 222 +4x + 1 P14 1 n 2 n -1
=2z .
-2 —r+1 r—1 (=12 =x+1

Donc :

/m3_2§§+if:1dm—/ (z+1) dx+/d—””+/(jdf2 +/I+1

?+r+Injz—1-2-5 —Injz+ 1]+ C.

Exemple 1.4.3 Calculer :

11
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r+5
J=[| ————dx.
/x2—4x+13 v

La fonction rationnelle ici est propre, on n’aura pas besoin d’effectuer la division eucli-
dienne. De plus, on remarque que le polynome x? — 4x + 13 est irréductible car

A = =36 < 0. Donc on a une intégrale de type III. On a :

r+5 12r—4)+7 1 2r — 4 dx
J=[— " de= 22" 7 dr=]——_" 4 A e —
/w2—4x—|—13 o /x2—4x+13 . 2/x2—4x+13 v /x2—4x—|—13
1 dx
=-1 2_ 4 13 7 —.
211‘1: r + ‘+ /(x—2)2+9

Pour évaluer la deuxiéme intégrale on pose : © —2 = 3y, dx = 3dy on obtient :

dx 1 dy 1 1 x—2
/(x—2)2+9 3/y2—|—1 7 arctany + 3arcan( 3 )+

Donc :
Tr — 2
3

1 7
J:§ln|x2—4x+13|+§arctan( )+ C.

1.5 Intégration des fonctions trigonométriques

1.5.1 Intégrale de type [ cos’ zsin?zdz, p,q € N

On distingue trois cas :

Premier cas : p est impair

Supposons que p = 2n + 1, alors :

/ cos” xsin? xdx = /(1 — sin® )" sin? x cos wdu.

12
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Le changement de variable ¢ = sinz raméne le calcul de la derniére intégrale au calcul

/ (1 — t2)™t4dt, c’est & dire & la déterminiation de la primitive d’un polynome.

Exemple 1.5.1 Considérons l'intégrale I = / cos® x sin® zdzx.
Alors :

I = /cos.4 rsin® x cos zdx = /(1 — sin® x)? sin® z cos xdx
= /(1 — )22 dt (t =sinz, dt = cosxdx)
— /(1 — 2t + tY)¢2dt

— /(t2 — 2t" 4 1%)dt

1 2 1
=t -+t 4+ C
3 5 +7 +
1 2 1
= gsin?’x— gsin%:—l—?sin?x%—C.

deuxiéme cas : ¢ est impair

En utilisant le changement de variable ¢t = cos .

On rameéne le calcul a la recherche de la primitive d’un polynéme.
Troiziéme cas : p et q sont paires

On utilise les identitées :

— 1 cos2uz, cos?z = § + 1 cos 2z,

D=

sin?z =

Exemple 1.5.2 Calculer :
/ sin? z cos? zdzx.

13
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La relation sin 2x = 2sinx cosx donne que :
sin® z cos® & = 1 sin? 2z

et on peut intégrer :
/sin2 x cos® xdr = i/(sin2 2z)dx
= i/(% — Lcosdxz)dz

dr — l/COS dxdx

P(cos z,sin )
Q(cos z,sinx) dx

On peut calculer les primitives de la forme / P(cos x,sin x)dx ou de la forme /
avec deux polyndmes, en se ramenant & intégrer une fonction rationnelle. En effet, il existe
deux méthodes :

1. Les régles de Bioche sont efficaces mais ne fonctionnent pas toujours.

2. Le changement de variable ¢ = tan(5) fonctionne la plupart du temps mais aboutit

a davantage de calculs.

1.5.2 Les régles de Bioche

On pose h(z) = f(x)dx. On a: h(—z) = f(—z)d(—z) = —f(—z)dz
et h(r—z)=f(r—a)d(r —x)=—f(r —x)dx.

— Si h(—x) = h(z) alors on applique le changement de variable u = cos .

— Si h(m — ) = h(x) alors on applique le changement de variable u = sin z.
— Si h(m + x) = h(z) alors on effectue le changement ¢ = tan ¢. Sachant que :
11—t 2t . 2t p 2dt
cosTr = ——, sinzx =——, tanx=-——, dr= :
1412 1412 1—t% 1+ ¢

Exemple 1.5.3 Calculer l'intégrale indéfinie suivante :

cos T
/2—0os2 T dx.

14
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On note :  h(zr) = 2% dx

2—cos? x
Puisque : h(m —z) = CO;(_W(;:Q)?S_W;)” = “;‘i?s(z;dx) = h(z).

Alors le changement de variable convenable est u = sinx pour lequelle du = cos xdzx.

Par conséquent :

d
/2—%” d:c:/Q (Cosx dx:/ — = arctanu + ' = arctan(sin z) + C.

—cos?x 1 —sin®z) 14 u?

Exemple 1.5.4 FEuvaluer [intégrale suivante :

0
/ dx
l—sinx’
_r

2

On utilise le changement de variable t = tan 3. On a sinx = %, dr = % ett =—1

quand v = —5 et t =0 quand x = 0.

0 0 0 0 0
/ dz _/ 1 2dt_/ 2dt _2/ . _ 2] _1
o - __2t 2 2 __ - _ 2 _ - .

_, l-sinz . 1 > 1+t . 1+t2—-2t . (1—t) (1—t) 1

2

Remarque 1.5.1 D’une maniére générale pour evaluer des intégrales du type / f(sinzx, cosx)dzx,

il suffit de passer par le changement de variable t = tan .

Exemple 1.5.5 Fuvaluer l’intégrale suivante :

1
/ cos z+sinx dx
1— 2

= T — 1=t : — 2t — _2dt
En posant t=tanjonacosx =75, SinT= 1z etdm—lHQ.

Par suite, on trouve :

/ 1 d$:2/ dt :—\/i/ dt +Q/ dt

cosx + sinx —t24+2t+1 4 t—1—-+v2 4 Jt—1++2
V2 t—1++2
412
V2, |tanZ —1++/2
4 tan%— —2

+C

+C.

15
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1.5.3 Intégrales comportant a2 — 22, va? + 22, V2?2 —

Les intégrales comportant peuvent étre calculées en faisant appel a un changement de
variable comme suit :
— Pour a? — 12?2 onpose x = asinu.

— Pour +Va?+ 22 onpose x=atanu.

2 a

— Pour T .
CcCosu

—a? on pose I =

Exemple 1.5.6 Calculer :
[ () e
Cette intégrale comporte le terme +/a?2 — x2. Pour x € |—a,a[, on pose x = asinu,
dr = a cosudu.
Prenant u € ]%ﬁ,g[, on a va? — 22 = acosu, car cosu > 0.
Par conséquent

acosu 1 1
/( Va2—z2 a:2 /acosu)3 U= choszudu

1tanu+c lsinu_'_C:

a2 cosu

ava—z 0

1.5.4 L’intégrale de type /Pn(:v)eaxdx

Soit a € R et P,(z) un polynoéme de degré n, alors

/Pn(x)e“dx = Qun(z)e*™ +C

ou @), est un de méme degré que P,.

Exemple 1.5.7 /e""” (22 4+ x) dr = (ax® + bz + c)e” + K.
Pour trouver les constantes, on dérive :
[(a2? + bx + c)e*]’ = (2ax + b) e* + (ax? + bx + c)e”
= [az® + (2a + b)x + (b + )] e”
= (2?2 +1z)e®

Par identification on trouve : a =1,2a+b=1,b+¢c=0

16
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a=1 b= -2, c=2.
Donc : /e’”(az2+x)da:: (2?2 — 2z +2)e* + K.

1.6 Exercices

Exercise 1.6.1 Calculer les intégrales suivantes :

a)/%dm, b)/ljezdx, c)/(5ac —10)(2? — 4z + 7)%dz, d)/ cos® mx sin radz,

0

9(x)g'x) sin(e—27) arcsin 2z
6)/\/@(@6{%’ f)/ Pz dx, g)/wdx-

N

Solution.
a) Utilisons la méthode de changement de variables. Posons : v = e* donc du = e¢*dx. Ce

qui donne :

- d
/ezf‘€+ 1dx = /u2 i 1= arctan(u) + C' = arctan(e”) + C.

b) On a :

1 e e (e7* 4+ 1) _
de = | ————dx = de =— | ——=dx =1 T+1)+C.
/1+e$$ /e‘x(1+6x)x /e‘x+1m /e‘““rl 7= 1)+

¢) Posons : u = (? — 4z + 7) on trouve du = (2x — 4)dx. Alors on obtient :

5 5 5
/(5.7: —10)(2* — 4z + 7)%dx = /—uﬁdu = —u +C=—(22—4x+7)" +C.
2 14 14
d) Prenons : u = cosmx donc du = —7sinmadr et si z = 0,2 = % alors u = 1,u = 0.

Donc :

1
1 1
2 1 1
cos® trsinmadr = — [ wddu = —.
0 T Jo AT
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e) On a :

/W /W/1+g =1+ @2(z)+C.

g) On a :
: —2x -
[y [ iyt = 2 [ e = Leos ()

h)/arcsmh’ de = 3 L [(arcsin 2z) arcsin(2x)dz =

Wirrr (arcsin 27)% + C.

1
1
Exercise 1.6.2 Utiliser l'intégration par parties pour calculer les intégrales suivantes :
a)/(ﬁ%daﬁ b)/x5 cos x3dz, c)/ef‘ In(e® 4 1)dz.

Solution.

a) On intégre par parties :

1

_ _ _ xdx __ dx _
u=Inz dv=_F8z =>du=, v= 52T

@17

Remplagant dans :

/udv:uv—/vdu

on trouve :

/;vlna: dr — Inz +/ 1 J
@127 2211 ) @)

D’autre part :

1
/ x2+1dx—/ de — / dx—ln\x|—§ln(a: +1)+C.

Alors :

zlnzx Inz 1 1
" dr=———"" 41 (24 1) O,
/(x2—|-1)2 T 2(x2+1)+2n|x] 411(3: +1)+

18
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Exercise 1.6.3 Soit [ la fonction définie sur |0, +oo[ par :
621 et —
flz) = =257

1. Trouver les réels a et b pour que :

flx)=-¢e" —I—a~|—ez -, pour tout x € ]0,400].

2. Déduire une primitive pour f sur ]0,+o0].

Solution.

1. On a:

e’ +a+
e
On trouve par identification que a =1 et b = 1.
2. /f(x)dx: /%dm—/(e“"’—i—l—l—%)dm:ex%—x—km(ex— 1)+ C.
Exercise 1.6.4 Claculer les intégrales suivantes :

1. f w2+2$+5

2 f x+1

2a:2+z+1

3. f 2x2+3

(z— 1)2

4 f 5+2d

Solution.

1. Le polynéme x? + 2z + 5 est irréductible car A = —16 < 0.

Nous allons ’écrire sous la forme : ﬁ on obtient :

1 1
22 +22+5  (z+1)2+22

Donc :

/ dz / 1 d 1 ¢ 1 +1 L
——— = | ——————ar = Zarctan | -x + < .
22 +2x+5 (x +1)2 422 2 2 2
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x+1

322,71 €st propre, on n’aura pas besoin de faire la division

2. La fonction rationnelle
euclidienne. De plus, on remarque que le polynéme 222 + x + 1 est irréductible car
A = =7 < 0. Donc on a une intégrale de type III. On commence par faire apparaitre

une fraction de type *-. On a :

1
(222 +2x+1)

r+1 1 (4o+1)
202 +x+1 4202 +x+1)

3
4
L’intégrale du premier terme est égale a :

4 1 272 1)
/de /de:1n<zx2+x+1>+ol.

202+ x4+ 1 - 222 +x+1
Traitons maintenant le deuxiéme terme. Nous allons ’écrire sous la forme : yQ%pg.
On a:
1 1 1

(222 +x + 1) _§(x+;11)2+1

1 1 1 1 4 4 1
D : - dr=Z ———  dr = - arctan(— 1 .
one /(2$2+JI+1) v 2/(1‘.{. )2+l x 2\/7&I'C an(\/?(‘r+4))+c2

Finalement :

(x+-))+C.

arctan( 1

r+1 1
" dr = =1n(22? 1
/2x2+x+1dx 4n(x+x+ ) +

3 4
2V/7 VT

3. La décomposition en éléments simples donne :

2243 5 1 3
$(l’—1)2_(;p—1)2 r—1 =z

Donc :
222 + 3 5
——dr = ————1 — 1|+ 31 C.
/ac(x—l)Q x " n|r—1/+3Inz| +

4. Apres la division euclidienne et la décomposition en éléments simples on trouve que :
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Alors :

5 +2 1 1 3 1 1
/;jldm—Z:E4+§x2+§ln(x—1)—51n(m+1)—|—§x2+0
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