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Chapitre 1

Dérivabilité

1.1 Défintions et Notions Concernant la dérivée
Dans toute la suite I est un intervalle quelconque de R et f : I — R une fonction.

Définition 1.1.1 On dit que [ est dérivable en un point a € R si

1 F@) — f(a)

z—a T —a
existe et finie. Cette limite est notée f'(a) et appelée le nombre dérivé de f en a.

Si on pose x = a + h alors h = x — a et faire tendre = vers a est équivalent a faire tendre

h vers 0 et on a

oy — i Jath) = fla)
f'(a) = lim Y :

h—0

Exemple 1.1.1 Calculer la dérivée de la fonction f(x) = z*> + 7 au nombre a.
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On a
fla+h)— f(a)

/ —

fla) = lim h
_i (a+h)*+7—(a®>+7)
0 h
_lima2+2ah+7—(a2+7)
S0 h
20
)
= lim2a

h—0

= 2a.

Définition 1.1.2 1. On dit que f est dérivable a droite en a si

i J@) = f@)

z—a™t Tr—a

existe. Cette limite est notée fi(a) et appelée la dérivé & droite de f en a.

2. On dit que f est dérivable a gauche en a si

o J@) = f)

r—a~ r —a

3. existe. Cette limite est notée f;(a) et appelée la dérivé a gauche de f en a.

Proposition 1.1.1 f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a droite et &

gauche et fi(a) = f,(a).

Exemple 1.1.2 Déterminer si f est dérivable au point 0 ot

fl)y=2 2% x>0,

523, x < 0.
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Afin d’étudier la dérivabilité de f au point O on utilise la définition de la dérivée

. Bh*—0
= lim
h—0—

= lim 5h% = 0.
h—0—

Donc f est dérivable a gauche au point 0. On a

v e J(O+R) = f(0)
(0) = hlir(rﬁ h

= lim h? =0

- h—0+ h

= lim h =0.
h—0+

Donc f est dérivable a droite au point 0 et comme f,(0) = f3(0) = 0, on déduit que f est
dérivable en 0 et f'(0) = 0.

Théoréme 1.1.1 Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Remarque 1.1.1 La réciproque du théoréme précédent est fausse. Par example la fonciton

f(x) = |z — 2| est continue en 2 :

lim f(2) = 0 = f(2)

r—2

mais elle n’est pas dérivable en 2

F12) = —1# f(2) = 1.

D’autres notations



L. Slimane Dérivabilité

Soit y = f(x). Cette notaion indique que x est la variable indépendante et y la variable

dépendante. On a les notations suivantes

Ly 4 d

Py =y =L =T = (@) = Df(x) = Daf(a),

Les symboles d, D, D, sont appelés des opérateurs de dérivation. Le symbole % qui fut
introduit par Leibneiz ne doit pas étre considéré comme une quotient. Il est seulement

équivalent a f'(x).

1.1.1 L’interprétation géométrique de la dérivée

La tangente (7') a la courbe y = f(z) au point P(a, f(a)) est la droite qui passe par P

dont la pente est égale a f’(a). L’equation de la tangente T' est donnée par

y = f'(a)(x—a)+ f(a).

Exemple 1.1.3 Donner une équation de la tangente de la parabole y = x* + 7 au point
(1,8).
D’aprés un exemple précédent on a trouvé que f'(a) = 2a. Donc la pente f'(3) = 6.

L’équation de la tangente est

y=fa)(z —a)+ f(a)

y=6(x—3)+8.

1.2 Les régles de dérivation

Proposition 1.2.1 Soient f et g deux fonctions dérivables en x, alors
L (f(x) £g(x)) = f'(2) £ 4'(2),
2. [f(2)g(x)]" = f(x)g(x) + f(z)g'(x),
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3. [kf(x)] =kf'(x), kER,

! "(z)g(x)—f(x)g' (z
/. [M] _ [lx)g(x) f2( )g()’ g(z) #0.

g(x)

Tables des dérivées des fonctions usuelles

(") =ra" Y r e R, (In|z]) =L

() =e” (@) =L +C, a>0
(sinz)’ = cosx (cosz) = —sinx
(tanz) = —%5 (Vz) = ﬁ

(sinhz)" = coshz (coshz)' = sinhz

!/

Exemple 1.2.1 Calculer (f/f—i— 7%)
On a :

Exemple 1.2.2 Calculer (M)’

cosh x

On a

cos? x

sinhz\’  (sinhz) cosz — sinh z(cos )’
cos

cosh x cosx + sinh x sin x

cos? x

Proposition 1.2.2 Si f et g sont deux fonctions dérivables alors la fonction composée

fog est dérivable et
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Awvec les notations de Leibniz, si on pose y = f(u) et u = g(x) alors

dy _dyde
dr  dudz’

Exemple 1.2.3 Dériver F(z) = a3+ 5.

On remarque que F' est une fonction composée F = fog, avec f(x) = /7 et g(x) = 2°+5.

Alors
32

2013 +5

Tables des dérivées des fonctions usuelles combinée avec celle d’une fonction

F'(z) =

composée
(f()) =rf(x)f(x)!, reR, (In|f(z)]) = Z3,
[ef(z)]’ = f(2)el @), ol @ — f’(ﬂﬂ)‘ﬁfi), a>0,
[sin f(z)]" = f'(x) cos f (), [cos f(2)]" = —f'()sin f (),
fban £ (2)]' = f'(2) sy V@] = he
[sinh f(x)]" = f'(z) cosh f (), [cosh f(x)]" = f'(x)sinh f(z).

1.2.1 Dérivées des fonctions inverses (réciproques)

Proposition 1.2.3 (Dérivée de la fonction inverse) Soit f une bijection de I vers
f(I) et soit f sa fonction inverse. Si f est dérivable sur I et si f' ne s’annule pas sur I

alors f~1 est dérivable sur f(D) et on a :

1

Vyo € F(I),  (f7) (o) = I (o)

Remarque 1.2.1 Afin d’évaluer f~(yo) on commence par trouver xy € I solution de
Uéquation yo = f(xo) et on aura f~(yo) = xo et par conséquent

1
f'(w0)

(ffl)/ (o) =
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Table des dérivées des fonctions inverses trigonométriques et inverses hyper-

boliques
() f'()
arccos(x) 1_—1552
arctan(z) )
arcsin(x) 11_362
Argsh(z) = In(x + /1 + 22) lizz
Argsh(z) = In(x + /22 — 1) =

arccos(u(x)) \/#%

1.2.2 Les dérivées successives

Etant donnée une fonction dérivable f sa dérivée f’ est aussi une fonction et peut étre
avoir une dérivée notéé f”. La nouvelle fonction f” est appelée la dérivée seconde de f.

En utilisant la notation de Leibniz, la dérivée seconde de y = f(x) s’écrit :

d (dy _d2y
de \dr )  dz?’

Définition 1.2.1 1. La fonction f : I — R est dite n fois dérivable si f' est n—1 fois

dérivable. La dérivée d’ordre n de f est notée (™) (si elle existe). Notons que
P=f 0= 0=y = S = ()

2. La fonction f est dite de classe C' sur I si f est dérivable sur I et f' est continue

sur 1.

3. La fonction f est dite de classe C™ sur I si f estn fois dérivable sur I et f™ est

continue sur 1.
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4. La fonction f est dite de classe C* sur I si f est de classe C", Vn € N.

Exemple 1.2.4 1. Si f(z) = 2°, x € R alors

f'(x) =52, f"(x) =202°, fO(x) =602 [O(x)=120z, fO(z)=120, f®(z)=0, Vn:

2. Si f(x) =€, x € R alors

f™(z) =33, Vn > 0.

1.3 Applications des dérivées

1.3.1 Que dit la dérivée a propos de la fonction ?
La plupart des applications de calcul différentiel s’intéressent a déduire les caractéistiques

d’une fonction des propriétés de sa dérivée f.

Proposition 1.3.1 1. Si f’(z) > 0 sur un interval I, alors f est strictement croissante

sur cet intervalle.
2. Si f'(x) < 0 sur un interval I, alors f est strictement décroissante sur cet intervalle.

3. Si f'(x) = 0 sur un interval I, alors f est constante sur cet intervalle.
La dérivée seconde donne aussi des informations sur f.

Proposition 1.3.2 1. Quand f"(x) > 0 sur un interval I, alors f est convexe sur I.

2. Quand f"(x) < 0 sur un interval I, alors f est concave sur I.

Proposition 1.3.3 (test de la dérivée seconde) Supposons que f” est continue au

voisinage de c.

1. Si f'(c¢) =0 et f"(c) > 0,alors f présente en ¢ un point de minimum local.

10
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2. Si f'(c) =0 et f"(c) < 0,alors [ présente en ¢ un point de mazximum local.

Théoréme 1.3.1 (Théorém de Rolles) Soit f une foction définie et continue sur [a,b],

dérivable sur]a,b[ si f(a) = f(b) alors
Je € Ja,b[, tel que f'(c) = 0.

(La tangente au point ¢ est horizontale).

Théoréme 1.3.2 (Théoréme des accroissement finis) Soit f une foction définie et
continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b]

alors

Je € Ja, b, tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

On note que f'(c) = W est la pente de la droite (a,b).

1.3.2 Regle de ’Hoépital

Théoréme 1.3.3 (Régle de I’Hopital) Supposons que f et g soient dérivables et que

g (x) # 0 au voisinage de a (sauf peut étre en a. Supposons aussi que

limf(z) =0 et limg(z) =0, ou limf(x) =+oco et limg(zr) = £oo.

Tr—a Tr—a r—a

Alors
flz) . f(@)

lim~—~% = lim
z—a (x) xﬂagl<:[;)

st la limite du nombre de droite existe ou est égale ¢ 00 ou —o0.

Remarque 1.3.1 1. La régle de I’Hospital annonce que la limite d’un quotient de fonc-
tions est égale a la limite du quotient des foncions dérivées pourvu que les conditions
données soient remplies. Il faut vérifier les conditions relatives aux limites de f et

de g avant d’appliquer cette régle.

11
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Dérivabilité

2. On note que”x — a” peut étre remplacé par un des symboles ’x — a™,x — a~,x —

00, x — —00”.

Exemple 1.3.1 Trouver

._arctanz — 7
lim————=

v—1 tan fx — 1 ’

Si on remplace on trouve forme indéterminée de type (g) . En appliquant la régle de I’Ho-

pital on trouve

1
__arctanz — % (arctanz — %) o 1
lim——r——= = lim — oy lim —= -
z—1 tan Zﬂj‘ —_ r—1 (tan Z,I‘ —_ ) x—1 m T

1.4 Exercices

Exercise 1.4.1 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x) = (sin4x)".

2. g(x) = In(arctan 5zx)

3. h(z) = &=

coshx
4. 1(z) = V/* arcsin(e?")

5 k(z) =av®

Solution.

f'(x) = ((sin 4x)100)/ = 100(4z)" (cos 42)” = 400 (cos 4z)™ .

arctan 5x)’ 5 1 5
g(w) = L

arctan 5x 1+ (5x)? arctan bz " arctan b (1+2522)

12
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3.
h/( ) esin 6x \ / (esinﬁx)/ cosh r — 6sin 6z (COSh ZE), 6sin(iac(6 cos 6 — sinh ZE)
xT) = = f— .
cosh z cosh? cosh? z
4.
I'(x) = (3 x4 arcsin(e 25‘ ) W) arcsin(e 25" )+ \/_(arcsm(eh))
/ 2x\/
= (:L'%> arcsin(e®) 4+ Vat———~F— (™)
1 — (e22)?
= Z—lx% arcsin(e”) + 2V ¢
3 Vi—e
5.

(o) = (#7) = (7)< (ee)
(\/Elnx)/eﬁln”’
1
\/Eln:c—l— N )
_ (1nx—|—2> E
7z .

Exercise 1.4.2 FEtudier la dérivabilité de la fonction suivante et donner sa dérivée

Solution.
La fonction f est dérivable sur |—o0, 1] car ¢’est un polyndme de degré 2 et elle est dérivable
sur |1, +oo[ comme étant fonction racine. Afin d’étudier la dérivalité de f au point 1 on

utilise la définition de la dérivée. On a

13
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S +h) - f(1)

f;(l) - hliglf h
2 _ _
— lim (1+h)*—3(14+h)+3—-1
h—0— h
—h + h?
= lim —— = —1.
hir(r)lf h

Donc f est dérivable & gauche au point 1.

S +h) = f(1)

(1) = 1i
Jall) = i ==
. V1+h-1
= lim ——
h—0~ h
. (VI+h—1)(/1+h+1)

h—0- h(v14+h+1)
I 1 1

= lim ——— = .
h—0- /1 + h + 1) 2

Donc f est dérivable & droite au point 1. Mais —1 = fi(1) # fi(1) = %, par conséquent

f n’est pas dérivable en 1 et

fl(x)=4¢ 2z -3, =<1,

1
2.7,

x> 1.

Exercise 1.4.3 Trouver les limites suivantes :

tanx

1. lim M=ok

z—(7/2)
2. lim (= — 1)

20 er—1 T

3. lim -nltanz)
SINXx—COS T
x—7/4

Solution.

14
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1. Ona lim +ln(t23;1f7r) F.I de type 2. On peut alors appliquer la régle de ’'Hopital
z—(m/2)

, tan _ (tan )’
lm ———= lm ———
eo(r/2)t N2z — ) a2t (In(22 — 7))

. 20— 0
= lim 5 —
z—(n/2)t 2 COS* T 0

= lim —(QI —n)
e—(n/2)" (2 cos? 1)’
. 2
= lim

e—(r/2)t —4cosxsinw

:+OO

2. On trouve lim (- — 1) F.I de type (00 — 00).

x—0 1

i e’ 1 ) re® —e’ +1 0
lim ——)=lm|——— —
e—0\e*—1 «x z—0 \ z(e®* —1) 0

T __ T 4
~m (re® — e + 1/)
b (e — 1)

la regle de ’'Hopital

. xe® 0
=lim— —

a—0xe? + e — 1 (0)

I el la régle de IHopital
=lim —— a régle de I’Hopita
z—0 ger 4+ et —1 & p

x !
= lim (ze?) ;
=0 (re® + e —1)

. xret + e*
=lim ——
z—0 gxe® + 2e%
1
=5

15
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3. Ona lim 2o gy (2) . On utilise la regle de 'Hopital

sin z—cos x
z—7/4

lim ‘ln(tanaj) _ lim ?ln(tan z)) /
c—r/asinx — cOST  z—m/4(Sinx — cosT)
. 1
= lim -
e—r/4cos? T tan x(cos x + sin x)
1

7

16
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Les développement limités sont un outil principal d’pproxiamtion locale des fonc-

tions.

L’objectif de ce chapitre est de présenter des techniques afin de les calculer.

Considérons I C R un intervalle ouvert. On rappelle qu'une fonction f est de classe C° si
f est continue sur I. Pour n € N*, f est de classe C" si f est n fois dérivable sur I et f,
la dérivée n'®™¢ de f, est continue sur I. f est de classe C* si f est de calsse C" pour tout

n € N.

17



Chapitre 2

Développements Limités

2.1 Les formules de Taylor

Définition 2.1.1 Soit f : [ — R une fonction de classe C™ et soit a € I. Alors pour tout

x € I, on appelle le polynome de Taylor d’ordre n en a de f, le polynome :

f"(a)

n!

T,(@) = f(a) + fla)e—a)+ T @ — a4+

o (xr —a)".

Le reste de Taylor d’ordre n en a de f est défini par :

Théoréme 2.1.1 (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soit f: I — R une fonction de classe C" et soit a € I. Alors pour tout x € I, on a :

"a () (4 z f(n+1)
f(:z:):f(a)—l—f'(a)(x—a)—i—f ( )(:E—a)2+~~~—|—f ( )(a:—a)"—l—/ fn—!(t)(x—t)”dt.

21 n!
(2.1)

18
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C’est la formule de Taylor avec reste intégrale :

T f(nt1) (¢
Ro(z) = / 0 4~ pyrar,
“ n!
Remarque 2.1.1 En posant x = a+h c.-a-d. h = x — a la formule de Taylor avec reste

intégral devient (pour tout a et a + h de I)
" (n) h p(n+1) t
fla+h) = fla)+ f'(a)h + fQ—(f“)h? bt fT,(“)h“ 4 / fn—(?ﬂ(h )t
. . 0 .

Théoréme 2.1.2 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange)
Soit f : I — R une fonction de classe C" et soit a,x € I. Il existe un réel c entre a et x

tel que :

F@) = fla) + f@)a—a)+ LD —ap ot

(n+1)
2' n + f (C) (33 - a)nJrl.

n!

C’est la formule de Taylor avec reste de Lagrange

(n+1)
R, (z) = f—“(m —a)"t,

n!

Dans la plupart des cas le ¢ est inconnu, mais cette formule nous donne une estimation

du reste. En effet, si |f(”+1)(:c)‘ < M, pour tout z € I. Alors :

Théoréme 2.1.3 (Formule de Taylor-Young)

Soit f: I — R une fonction de classe C" et soit a,x € I. On a :

f(@) = fa) + f(a)(z — a) +

19
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ot & est une foncion définie sur I telle que {(x) — 0 quand x — a.

La partie R,(z) = (x — a)"&(x) est appelée le reste de Young d’ordre n.

La formule de Taylor-Yong est la plus utilisée en pratique. Elle s’écrit dans le cas ot a = 0

comme suit :

"(a (n) a
£) = F0) + fpr + T gy T

"+ 2"¢(x), (2.3)

avec £(z) — 0 quand = — 0.

Des fois on pose

o(z) = z"¢(x).

Exemple 2.1.1 Soit f(z) = In(1 + z) avec © > —1. On sait que f est infinimement
dérivable. On cherche a donner le formule de Taylor-Young au voisinage de 0 pour les

premiers ordres.

On a

F@ =5 i 5 done f(0)=1
F'@) = o done f(0) =1
1) = s done [O(0) =2
Par récurrence on montre que
F@) = () = Dl done f0) = (<1 (n = 1)
Par conséquent
x? 2 3
Tox) =0, Ti(@)=2 Be)=r-3, TE)=o-FT+.
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et pour n >0

3
B
N
w
S

T(z) = (—1)k—1$—:x——+%+...+(—1> .

Exemple 2.1.2 Les formules de Taylors nous indiquent que les restes sont de plus en

plus petits au voisinage de a lorsque n croit.

2.2 Developpement limité au voisinage d’un point
Soit f : I — R une fonction ot I est un intervalle ouvert.

Définition 2.2.1 Pour a € I, on dit que f admet un dévelopement limité (DL) au point
a et a Uordre n s’il existe des réels co,cq,...,c, et une fonction & : I — R tel que
limé(z) =0 et

r—a

flx)=co+ci(x—a)+...+cp(z—a)" + (x — a)"E(x).

i) L’expression précédente s’appelle un développement limité de f au voisinage de a a

Iordre n. La formule de Taylor-Young donne des développement limités en posant

k
¢ = L@,

ii) La partie polynomiale du DL est donnée par ¢o + ¢1(x —a) + ... + ¢ (z — a)™.
iii) Le terme (z — a)"¢(x) désigne le reste de DL.

Proposition 2.2.1 Si f est de classe C" au voisinage d’un point alors f posséde un DL

au point a & l’ordre n, qui provient de la formule de Taylor-Young

@) = @)+ P —a)+ LD —ap sy DDy,

21 n!

avec lim¢(z) = 0.

r—a

21
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Remarque 2.2.1 Lorsque f est de classe C" au voisinage d’un point alors f posséde un
DL au point 0 a l'ordre n donné par
J"(0)

f@) = fO)+ [ (O + =2+ 4+ —

(0
f—<)x" +2"¢(x), avec {(x) — 0 quand x — a.
Corollaire 2.2.1 1. Si f posséde un DL au voisinage d’un point a alors ce DL est

UNIQUE.

2. Si f est paire (rep. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient

que des mondmes pairs (resp. impaires).

Exemple 2.2.1 1. On sait que la fonction sinh x est impaire. Son DL au voisinage de

0 est donné par

3 [E5 x2n+1

: _ - - 2n+2
51nhx—1:—|—3!+5!+...—|——(2n+1)!+x &(x).

2. La fonction cosh x est paire. Son DL au voisinage de 0 est donné par

2 LU4 2n

_ r o x 2n+1
cosha:—l—{—Q!+4!+...—|—(2n)!+w ().

22
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2.2.1 Développement limité des fonctions usuelles en 0

2 x3 n

r_qp4p 2T T T
e’ =1+ TR a3 tot gt &(z).

2 4 22 -
cosle—ajtz—i—...—i—(—l) (2n)!+x ().
_ B g2 -
smx:x—g—ka—k...%—(—l) (2n+1)!+x &(x)

2 220 -
_ - - n-+
coshx—1+2!—{—4!+...+(2n)!+x ().

3 0 P2+ -

r? (—1)"a™

1n(1+x):m—5+§+...+T+x &(x).

On a aussi
1 2 3 n,.n n
1+x:1—a:+x —z° 4. 4 (=) 4+ 2"((2).
1
= ltata® et (1) ().
r 1 Ix3x5x...x(2n—1
VIto=14g—grtt .+ ()" 2l ( );c”—l—x"C(:U).
-1 -1 - 92 —1)... — 1
(1+I)a:1+0¢x+Mm2+a(a o )$3+...+a<a ).lemntl)
2l 3! nl
1
1+xz=1—x2+x4—x6+---+(—1)"1?2"+932"C(”3>'

Remarque 2.2.2 Afin d’obtenir le DL d’une fonction en un point en un point a (a # 0),

On pose le changement de variable h = x — x¢ qe qui raméne le probléeme en 0.

23
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L. Slimane Développements Limités

2.2.2 Opérations sur les développements limités

Soit f, g deux fonctions qui admettent des DL en 0 a I'ordre n

f(&) = Pafa) +a7¢(@). avee lime(x) =0

g(z) = P (z) + 2"¢y(x), avec limé,(x) = 0.

z—0

Somme et produit

Proposition 2.2.2 1. La fonction f + g posséde un DL en 0 a l'ordre n donné par

[f +9(2) = Pu(x) + P(2) + 2"¢(x),  avee  lim¢(z) =0,

2. La fonction fg posséde un DL en O a l’ordre n donné par

£9) (2) = Tuf) +2"€(x),  avec lmé(z) =0,

ou T,,(x) est le polynome P, (z)P.(z) tronqué a l'ordre n.

Remarque 2.2.3 Tronquer un polynéme a [’ordre n veut dire que l’on conserve unique-

ment les mondomes de degré < n.

Exemple 2.2.2 1. Cherchons le DL de e* + cosx a l’ordre 3 en 0.

On a

T ZCQ 1/.3 2

. X
e :1—|—ﬁ—|—§+§+1‘351(33) and COS$:1—E+$3€2($)-

Donc

. N e z? 5
e —I—cosx:<1+ﬂ+§+§)+(1—§)+x§(a:)

23
:2+x+g+x3§(a7).
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L. Slimane Développements Limités

2. Cherchons maintenant DL de e* cosz & l'ordre 3 en 0. On a

2 3 2
e’ cosx = <1+£+x_+x_) (1 T >+x3§($)

TR TRE] 20

X 232 1‘3 ZL'2 3

1
=1+z-— gx?’ + 23¢(2).

Quotient et composition

Proposition 2.2.3 1. Si g(0) = 0 alors f o g admet un DL en 0 dont la partie poly-

nomiale et le polynome tronqué a l'ordre n de la composition.

2. 8i g(0) # 0 le quotient g admet un DL en 0 a l’ordre n donné par

~~

(z)
(x

= R(x) + 2"¢(x),

~—

Q

ol R est obtenu de la division suivant les puissances croissantes de P par P’ a [’ordre

n.

Exemple 2.2.3 1. Trouver le DL de %a [’ordre 2.

On pose

Cx)=2+x+22°, D(z)=1+2"

Alors en utilisant la division suivant les puissances croissantes

C(z) = D(z) (2+ 2 — 22°) + 2°(1 + 22).

Donc
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2. Trouver le DL de ;i—; Uordre 4 en 0. On va utliser une autre méthode

1+ 1(1+) 1
= T

24z 2 1+ 3
1 T T\ 2 A AN
(i3 () ()
2(+x)( 5 (5 5) T3 + 2%¢(x)
1z 22 2 2t
BRI TR R

Exemple 2.2.4 Calculer le DL de h(z) = sin(In(1 + x)) en 0 a l'ordre 3.

On remarque que h est la composition de deux fonctions et que h(0) = 0.

Posons f(u) =sinu et g(z) =In(1+4+z). On a

3

flu) =u— % + uP&) (u).
' 2 3

u = g(z) =In(1+ ) :x—%+§+x3é‘2(m).

On obtient
z? 28 2
u? = (x ) + 3 + :Egég(x))
= 2% — 2% + 2%&(n)
ud =u-u? = 2% + 23¢().
Donc

hw) = [ o gla) = f(u) =u— 55 + v (w)
2 3
:x—%+%—6 P4 2%&(7)
=xr— %2 + éx3 + 23&5(2).
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L. Slimane Développements Limités

Intégration

Soit f : I — R une fonction qui admet un DL en a a 'ordre n donné par
fl@)=co+ci(x—a)+...+cp(z—a)" + (x — a)"E(x).

Théoréme 2.2.1 Supposons que f admet la fonction F' comme primitive. Alors I admet

un DL en a a Uordre n 4+ 1 donné par

(z—a) a)2+. e (z — o)™

F(z) = F(a)+co(z—a)+c 5 a1l

+(x—a)"n(x)  avec lin%n(:n) =0.

Exemple 2.2.5 Afin de donner le DL de arctanz en 0, on utlise le fait que

1
tanz) =
(arctan x) e

=1—a?+at =2+ .+ (=1)"2* + 2*((2) avec lirr(l)C(a:) =0

et comme arctan0 = 0 on obtient en intégrant

$3 1'5 x2n+1

arctanz = x — 3 + 5 +...+ (—1)”2n 1 + 2% n(x)  avec :lclirtl)n(x) =0.

Dérivation

Proposition 2.2.4 Soit f : I — R une fonction dérivable qui admet un DL en a a l’ordre
n donné par

flz) = Py(x) + 2"((x) avec lim((x) = 0.

x—0

Alors f" admet un DL en a a lordre n donné par

f'(z) = Poa(z) + 2"n(z) avec P, 1(x) = P.(x) et limp(x) = 0.

x—0

27
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Exemple 2.2.6 sinx est dérivable au voisinage de 0.

x> b

81nx—x—§+—+x§( x).

cosz = (sinz)’

2.3 Applications des développements limités

2.3.1 Calculs des limites

Les DL sont trés efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées car

Exemple 2.3.1 Si f(z) = co+cr(x—a)+. .. +cp(x—a)"+(x—a)"E(x) alors lim f(z) = co.

r—a

Exemple 2.3.2 Calculer lir%—vl_%; ite
On sait que

\/1+x:1—|—g+x§1(x).

Par composition on a
—2x
V1—-2r=1+ % + 2&(x) =1 — x4 26(x).

Done

V1—-2z—+y1+=x (1+ £+ 2&(x) — (1 -2+ aé(x))

lim = lim
z—0 €T z—0 x
i w + z&(x) —_3
250 €T 27

Exemple 2.3.3 Calculer lim2E—gcose,

x—0

28
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On a
3 22
sinx =x — o +23¢(x) et cosz=1-— 5 + 226 (7).
En remplacant, on trouve
. sinz —xcost ””:,,—3—1-:635(:6)
lim——————— = lim>———~
x—0 x3 x—0 1‘3
1
=3

Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Soit f : I — R wune fonction dont son DL au point a est donné par

f(x) =co+er(x —a) + cp(z — a)f + 2%¢(x).

ou k est le plus petit entier supérieur ou égal a 2 tel que ¢ # 0. L’équation de la tangente

(T') a la courbe de f en a , noté

Cpest y=co+ ci(r — a). Le signe de f(x) — y, i.e le signe de cx(z — a)*, nous donne la

position de la courbe par rapport a sa tangente en a, en effet

1. si f(z) —y > 0 alors la courbe est au dessus de la tangente,
2. si f(x) —y < 0 alors la courbe est au dessous de la tangente,

3. si le signe de f(z) —y change lorsqu’on passe de z < a a x > a (i.e. f’(a) = 0) alors

la coube traverse sa tangente au point (a, f(a)) qui est nomé point d’inflexion.

2.4 Exercices

Exercise 2.4.1 Donner les dévelopements limites des fonctions suivantes

1. Hix—em a lordre 3 en 0.
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2. V1—x2—+1+x alordre4 en 0.

3. cosxIn(l+2x) al’ordre4 en 0.

4- lns(llTT) a lordre 3 en 0.
Solution.
1. On a
1 2 3 3
1_x:1+x+x +x +x<‘1($)
2 23
¢ =1l+zt 5+ +2°G()
2 6
donc
]_ = aj2 51;3 3
1_x—€ —74—?—1-1’((%).
2.0n a
——— 1 1 5
1+$:1+§_§x2+gI3—@$4+x4@($).
z 1 1 5
v1— — 12 2 T3 C a4 4 .
’ 7 78" 6" Tt el
Donc
1 5
Vitor+V1—2=2— "2 —2*+ 2% ().
4 64
3.0n a
2t
cosx:1—7+ﬂ+x4(’1(az).
22 1,
111(1"'95):1‘—?4—633 + 227G ().
Par suite
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cosa;ln(l—l—x):x—%Q—é$3+374C(95)-
4. On a
(L +2) 10 4 0).
sin sin

B 1, 1

— (x— §+§x +x Cl(:v)> . (x— éx3+$3C2($))

(1ot Ly @) !

= (15 + o) (1= 17+ 2°G()
x 1 ) 3 'TQ 3

- (1- 3+ g rrta@) (145 4t

B S e

_(1 5Tt — 3% +9€C(~’U)>'

Exercise 2.4.2 Donner les dévelopement limites des fonctions suivantes

T

1. /etZdt a l'ordre 5 en 0.
0

2. a lordre 2 en 0.

_1
4+3x

3. sin(In(1+2)) a lordre 2 en 0.

Solution.

1. On a

.1:2
ex:1+ac+?—|—0(x2).
4

e =14a%+ %%—o(w“).

En intégrant on trouve
x

3 5
+2 X T 4
dt = —+—= :
/e x~|—3+10+0(:p)
0
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Développements Limités

2. On a
1 1 1 1 3z

= = - pour u=— ,u=0siz=0.
u 4

4+43x A4(1+3z) 4 1+

Comme

1 2 260,
T u u~+u” 4+ ué(u)

Par substitution de u par sa valeur, on obtient

1 3r  9z? 9 3z

1+u 116 TV

Donc

1 1 3z 922
T580 1 16 e Tral)

3.3.Le DL de In(1 + ) en 0 a Pordre 3 est

2 3
ln(1+x):x—%+%+o(a:3).

En posant u = In(1 + x), on obtient u = 0 si x = 0, alors

sinu = u — éu3+0(u3)

Par substitution, on obient

2 3 6 2 3

sin(ln(1 + 7)) = (x o + i + o(x3)) ! (:c _ + i + 0(373))3 + 230(2%)

En négligeant touts les termes de degré plus grand que 3 et en les regroupant dans le terme

du reste, on btient

2 3

sin(In(1 +z)) =z — % - % + o(z?).
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L. Slimane Développements Limités

Exercise 2.4.3 Trouver les limites suivantes

1. lim In(14z)—sinz
) x—0 x '
9. 1im esz=V 1—x2
) x—0 at ’

Solution. 1. Un DL a l'ordre 2 suffit car les DL sont différents & partir de degré 2

2
In(1+ ) —sinz = (x - % + 0(:(:2)> — (2 + o(z?))
Donc
In(l+x) —sinx x 5
. =3 + o(x*)
Par suite
In(1
lim n(l+2)—sinz = lim — = + o(z?)
z—0 €x r— 2
1. 2. Comme
2 4
cosr=1— % - % + o(x%),
2 axt
\/1—x2:1—5+§+0(x4).

Alors

lim = lim

r—0 ,174 z—0 :L‘4
1
6
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