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1.1 Introduction

Le mot ”equatio differentialis” a été utilisé la premiere fois par Gottfried Wilhelm Libnitz”
en 1676 pour décrire une relation entre une fonction est ses dérivés. A 'époque, plusieurs
phénomenes et situations provenant de l'analyse et surtout de la géométrie nécessitaient la
compréhension du concept des équations différentielles. En fait, déja en 1639, Florimond De-
beaune (1601-1652) propose deux probléemes géométriques sur la construction des courbes a
partir des propriétés de la tangente (trouver une courbe dont la tangente vérifie une propriété
caractéristique). La méme année, Fermat aussi écrivait: ”La propriété de la tangente étant

donnée, chercher la courbe pour laquelle cette propriété est satisfaite”.

A T'époque ni Fermat (1602-1665), ni Roberval (1602-1675) ni Debeaune lui méme ne réussissent
a les résoudre. C’est René Descartes (1596-1650) qui, grace a une méthode graphique, propose

une méthode de résolution a I'un des problemes de Debeaune.

Les équations différentielles qui ont été étroitement associées a la résolution des problemes
géométriques en physique Newtonienne (dynamique du point, mouvement des planétes) devi-
ennent rapidement un outil efficace d’analyse de plusieurs phénomenes de la natures. A la suite
de Newton et Leibnitz plusieurs mathématiciens arrivent a résoudre plusieeurs modeles de la
physique. On cite surtout les travaux de Bernoulli Jacob (1657-1705) et Guillaume Hospital
(1661-1704).

Le probleme de connaitre analytiquement la solution d’une équation différentielle donnée était
un probleme majeur a I’époque. Pour Joseph Liouville la question de résolution n’a de sens que
si 'on précise la classe de fonctions dans laquelle on cherche les solutions. Si I’on imaginait, par
exemple, que 1’'on ne connait que les fonctions polynomiales ou rationnelles, la simple équation
différentielle ¢y’ = ¢(t), n’admettait pas de "solution”. Pour la résoudre, il faut donc élargir la

classe des fonctions cherchées aux exponentielles.

Euler (1707-1783) a recensé toutes les équations différentielles pouvant étre résolues de maniere

analytique (la solution pouvant étre écrite en terme de fonction élémentaires).



1.2. Généralités sur les équations différentielles ordinaires

En revanche, il existaient toujours a I’époque des équations différentielles dont la résolution
était complexe. En particulier, Liouville (1848) démontre que certaines équations ne pouvaient
pas étre résolues analytiquement, bien que leurs solutions existent; comme, par exemple, 'EDO:
y' = t* + y?. Ce résultat important a motivé les travaux théoriques sur l'existence et I'unicité
des solutions des équations différentielles ce qu’on appelle I'étude qualitative des équations

différentielles.

Les travaux de Henri Poincaré ont donné naissance a 1’étude qualitative des équations différentielles
ordinaires (voire I'introduction de la Section 1.4.1). Au lieu de s’intéresser a ’expression ana-
lytique de la solution, impossible a déterminer dans la majorité des cas, on étudiera son aspect
qualitatif. L’objectif de ce chapitre est donc d’élaborer les principaux axes de cette branche de

la théorie des équations différentielles ordinaires.

1.2 Généralités sur les équations différentielles ordinaires

{Définition 1 )

On appelle équation différentielle toute relation liant les valeurs d’une fonction (inconnue)

avec, au moins, une de ses dérivées ordinaires ou partielles.

L’équation différentielle dont la fonction inconnue dépend d’une seule variable est appelée
équation différentielle ordinaire notée en abrégé EDO.

L’équation différentielle dont la fonction inconnue dépend d’au moins deux variables est ap-

pelée équation aux dérivées partielles notée en abrégé EDP.

Exemple 1
Les équations
v =y +y et y' =siny
sont des équations différentielles ordinaires, tandis que les équations

oy oy o _ o
or 0z ¢ Ordz  020x

sont des équations aux dérivées partielles. =
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{Définition 2 )

L’ordre d'une EDO est 'ordre de la dérivée la plus élevée figurant dans 1’équation. Plus

précisément, une EDO est dite d’ordre n si elle s’écrit sous la forme

Flt,y@t),y'(t), ..., y™(t)) = 0 (1.1)

olt F' est une fonction définie sur D(F) une partie de R x (R")"*! et & valeurs dans R".

{Définition 3 )

Une EDO est dite linéaire d’ordre n si elle s’écrit sous la forme

ao(t)y(t) + ar(t)y'(t) + - - + an()y™(t) = b(t)

oua;, 1 =0,1,2,....,n et b sont des fonctions définies sur un sous—intervalle de R.

Exemple 2
I'EDO: " 4+ y = t est linéaire d’ordre 2. Cependant, 'EDO: cos(y®) = 1, est non linéaire
d’ordre 3. =

{ Définition 4 )

Une EDO est dite autonome si la variable de la fonction inconnue ne figure pas dans I’équation.

Plus précisément, une EDO est dite autonome d’ordre n si elle s’écrit sous la forme (générale)

suivante

olt F' est une fonction définie sur D(F) une partie de (R™)"*! et a valeurs dans R".

Exemple 3
EDO: ¢y +y = 1 est autonome, tandis que 'EDO: 3/ = ty + t est non—autonome. =
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Remarque 5

Sous certaines conditions de régularité sur la fonction F' (théoreme des fonctions implicites)

I'équation (1.1) peut étre réécrite sous la forme:

y () = f(ty@), ' (1), sy D), (1.2)

ou f est une fonction définie sur une partie D(f) de R x (R™)" et a valeurs dans R". L'EDO
(1.2) est la forme normale de 'EDO (1.1). Cette forme nous permet d’écrire la dérivée n—
ieme de la fonction inconnue y explicitement, au moins localement, en fonctions des dérivées

d’ordre inférieure.

Exemple 4
Soit 'EDO:
y+ty =0, (1.3)
ou d’une maniere équivalente:
F(ty,y') =0,

ol F: R — R est telle que: V(t,y,z) € R} F(t,y,2) = y + tz. La forme normale de 'EDO
(1.3) est donc

y = fty) = —%y

ou f:D(f) CR* = R, D(f) =1 x R et I est un sous-intervalle de R u
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Remarque 6
Soit 'EDO (1.2) (la forme normale de 'EDO (1.1)). On pose

f = (flaf?a' : 7fn)

ou fi : D(fi) CIxR" - R" et i =1,2,---,n. On considere la transformation® suivante:
Tout d’abord on pose

z = (21,22, T '7zn) = (?/,y/, T '7y(n_1))a

et introduisons

21 22
Z2
Y(t) = et F(t,Y (1)) =
. Zn
Zn, f(tvzlaz%' : ',Zn)

Ainsi, 'EDO (1.2) peut étre réécrite sous la forme: Y'(t) = F(¢t,Y(t)). En conséquence, on
ne considérant dans la suite que les EDO du premier ordre ayant la forme ¢y’ = f(t,y) ou

f:D(f) CR* —» R",

®Transformation proposée par Jean Le Rond D’Alembert

1.3 Notion de solution d’une équation différentielle or-
dinaire

Le concept de solution des EDO joue un role primordiale dans leurs études qualitatives. On

considere 'EDO
y = ft.y) (1.4)

ou f:IxQ—R"et QCR™ Le choix de la forme de 'EDO (1.4) a été motivé dans la fin du

paragraphe précédent.



1.3. Notion de solution d’une équation différentielle ordinaire

1.3.1 Solution classique (Solution de classe C')

La maniere la plus naturelle de définir une solution de I'EDO (1.4) est la suivante.

{ Définition 7 )

(i) La fonction y : J — € est une solution de 'EDO (1.4) ou J est un sous intervalle non

vide de T si:
o Vi e J y(t) € Q,
o y est différentiable sur J et V¢ € J,y/(¢) = f(¢,y(1)).
(ii) Sien plus y € C'(J) on dit que y est une solution de classe C".

Remarque 8

Il est claire que si la fonction f, définissant la dynamique de I'EDO, est continue sur I x €2
alors toute solution classique est de classe C'. Dans la suite on ne s’intéresse qu’aux solutions

de classe C' de 'EDO (1.4).

Exemple 5
1. Déterminer les solutions de classe C' de PEDO ¢’ = f(t) dans le cas olt f est continue
sur I revient a une primitivation directe. En effet, toute solution classique est de classe

C' et g’écrit sous la forme
) = [ 5)is + €,
ou C est une constante arbitraire.

2. L’EDO % = ty admet une infinité de solutions de classe C'! définies sur R par:

t2

y(t) = Cexp 7,

ou C' est une constante arbitraire.

3. L'EDO 3/ = 1+ y* admet une infinité de solution de classe C'! définies sur tout intervalle

de la forme ]C— %,C+g[par
y(t) = tan(t — C),
ou C est une constante arbitraire.

4. I’EDO y' = y* a pour solutions de classe C':

e la fonction t — 0, définie sur R,
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1
e la fonction ¢ +— Yot défini sur | — oo, C1,

1
e la fonction ¢ — P défini sur |C, +o0.

11 se peut que le domaine de définition d’une solution de (1.4) soit différent de I ( f est définie

sur I x §2). Ceci mene donc a la définition suivante:

{Définition 9 )
Soit y : J — € une solution du problem (1.4).

1. La solution y est dite globale si J = I. Sinon y est dite locale.
2. La solution y est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement a une autre solution

du probleme (1.4).

On rappelle que 3 : J = Qest un prolongement de y : J — Q2 si J C T et:
vVt e J,g(t) = y(t).

Dans ce cas, on dit aussi que y est une restriction de g a J.
Exemple 6
Soit 'EDO

y'(t) = f(ty), (1.5)
ou f: R x R est définie par

V(t,y) e R xR, f(t,y) = e’.
On vérifie aisément que 'EDO (1.5) admet une infinité de solutions y définies sur | — oo, e™?]
par :
y(t) = Clog(t —e™")

ou C' € R. Dans cet exemple toutes les solutions y sont non-globales. En plus, elles sont toutes

maximales. En effet, pour tout C' € R on a

lim y(t) = +o0.

t—e—1

Remarque 10

On montre (exercice) que toute solution y : J — Q de PEDO (1.4) vérifiant lim;,, y(t) = oo

ol a = supJ ou a = inf J ne peut pas étre prolongée a une autre solution du méme probleme.




1.3. Notion de solution d’une équation différentielle ordinaire

1.3.2 Autres types de solutions

Si 'EDO (1.4) n’admet pas de solution C* ou si on désire chercher des solutions sous conditions
faibles sur la dynamique f, on se ramene donc a élargir la classe des fonctions candidates au
titre ”solutions”. Par exemple, on peut s’intéresser aux fonctions y : J — €2 vérifiant la relation

(1.4) sur J — S ou S est de mesure nulle, i.e., A(S) = 0 (A est la mesure de Lebesgue) :

Vvt el —S,y(t) = f(t,y(t)).

On note ici que si la fonction y : J — R™ est presque partout différentiable sur J alors elle est
absolument continue.
{Définition 11 )

Une fonction y : J — R” est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel

que pour toute subdivision ([a;, b;])i=12,.... de J satisfaisant

n

i=1
on a

Z ly(a;) —y(b)| < e

Remarque 12

e On montre facilement que toute fonction absolument continue est continue. En plus,

y : J — R”™ est absolument continue si et seulement si

b
Y(a,b) € J,y(b) — y(a) = / y'(s)ds. (1.6)

e On note que I'égalité (1.6) peut ne pas étre vérifiée si y est seulement presque partout
différentiable sur J. Ainsi, considérer une fonction absolument continue est primordial

dans ce contexte.

On propose donc un autre concept de solution de 'EDO (1.4).

{ Définition 13 )
On dit que la fonction y : J — R™ est une solution de I'EDO (1.4) si y est absolument continue

et telle que:
o VteJ,y(t) e
e pour presque partout ¢ € J, on a y/(t) = f(t,y(t)).

10




1.3. Notion de solution d’une équation différentielle ordinaire

Exemple 7

On considere ’équation Eikonale définies par :
ly' ()] = 1. (1.7)
(i) Les fonctions y; et yo définies sur R par
yi(t) =t+ C et yo(t) = =t + C,
ot C' est une constante arbitraire sont des solutions C'' de 'EDO (1.7).
(ii) La fonction y3 définie sur R par
ys(t) =nsitenn+1, neZ
est une solution du probléme (1.7) au sens de la Définition 13. En effet, la fonction y3 est
presque partout différentiable sur R et
Vie R—N;y'(t) = 1.

Ici, S = Net A(N) =0 ou A est le mesure de Lebesque.

On se propose maintenant de chercher des solutions de 'EDO (1.4), non différentiables, et
vérifiant y(a) = y(b) = 0. On est donc amené, une autre fois, a élargir la classe des fonctions
candidates au titre "solutions” de 'EDO (1.4). Pour ce faire on considere, formellement, une
solution y de 'EDO (1.4) et on multiplie les deux membres de 'EDO par une fonction ¢ € D(£2).

On aura donc :
y'(t)p(t) = f(t,y(t) ().

Ainsi, en intégrant les deux membres de 1’égalité entre t; et ¢ on aura donc:

/ ' (s)o(s)ds = / (5. 9()(5)ds.

Par une intégration par parties et tenant en compte que ¢ € D(€2), on obtient la relation :

t ¢
[ w106 = [ slsutsnstsias
to to
On introduit ainsi la notion de solution faible.
{Définition 14 )
On dit que la fonction y : J — R™ est une solution faible de 'EDO (1.4) si

Vo € D(Q), Vit € I, / y(s)9/(s) = / £(5, ()6 (s)ds.

11



1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

1.4 Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

1.4.1 Sur I’étude qualitative des EDO

En 1879, dans sa these de doctorat, Henri Poincaré a donner lieu a une nouvelle approche dans
I’étude des EDO. Il a écrit:” Malheureusement, il est évident que dans la grande majorité des
cas qui se présentent on ne peut intégrer ces équations a l’aide des fonctions déja connues,
par exemple a l'aide des fonctions définies par les quadratures. (...) Il est donc nécessaire
d’étudier les fonctions définies par des équations différentielles en elles-mémes et sans chercher

a les ramener a des fonctions plus simples ...”.

Ainsi est née la théorie qualitative des équations différentielles. Il s’agit donc a décrire le
comportement qualitatif local ou global, des solutions des équations différentielles données sans

connaitre les expressions analytiques de ces dernieres.

Dans ce qui suit, s’intéresse a la théorie d’existence et unicité des solutions. Etant donnée
un probleme de Cauchy, on se pose la question suivante: Quelle contraintes doivent vérifie la
dynamique pour qu’on ait des solutions 7 Si une solution existe on s’intéressera a son unicité.
Dans ce contexte, deux grands théoremes sont établis, a savoir le théoréme de Peano (Existence

des solutions locales) et le théoreme de Lipshitz (Unicité de la solution).

12



1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

1.4.2 Probleme de Cauchy et équation intégrale

{ Définition 15 )
Etant donnée une EDO

y'(t) = f(ty(t)) (1.8)

ou f:IxQ — R” I est un sous intervalle de R et 2 est un sous ensemble de R" et soit
(to,x) € I x Q. Un probleme de Cauchy est la recherche d'une solution de (1.8) vérifiant

y(to) = x et on I'écrit sous la forme:

Ainsi, on définit une solution) du probléme de Cauchy (1.9) de la maniere suivante.

{Définition 16 )

La fonction y : J — € est dite solution du probleme (1.9) ou J est un sous intervalle de I

contenant ty si y(tg) = x et y est solution de 'EDO (1.8) (voire Définition 7).

Remarque 17

Etant donnée (to, z) € I x Q et soit y une solution du probleme de Cauchy (1.9). La solution
y est dite solution a droite si J = [to,T] ou J = [to,T[. De méme, y est dite solution a
gauche si J = [T, to] ou J =|T, to]. Sinon, la solution y est dite bilatérale (infJ < ¢ty < supJ).
Maintenait, si on peut construire (ou démontrer 'existence) d’une solution a droite, les mémes
considérations nous permettent de construire (ou démontrer I’existence) une solution a gauche
et donc un simple recollement mene a construire une solution bilatérale. Ainsi, dans la suite,
et sauf mention contraire on ne considerera que des solutions a droite d’'un probleme de

Cauchy.

{Proposition 18]

Supposons que f est continue sur I x 2. La fonction y : J — €2 est une solution du probleme

(1.9) si et seulement si y est continue sur J et

Vie J,y(t) ==z —i—/t f(s,y(s))ds,

(WDans ce paragraphe on ne considere que les solutions de classe C'*

13



1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

Preuve.

Partie nécessaire. Supposons que y est une solution du probleme (1.9). Comme y est partout
différentiable sur J elle y est donc continue. La fonction f est continue sur I x 2. Ainsi

la fonction s — f(s,y(s)) est aussi continue sur J. La solution y vérifie:
vt e Jy(t) = ft,y(t)).
En intégrant les deux membres de ’équation ci-dessus entre ¢y et ¢, on obtient:

vtel, /t:y’(s)ds: /t: F(5,9(s))ds.

Comme y(tp) = x on aura donc:
t
wtely) =+ [ Jlsylo)s
to

Partie suffisante. Réciproquement, puisque f est continue sur I x ) et y est continue sur J,

alors la fonction s — f(s,y(s)) est continue sur J. En plus, on a

Viel,y(t) =x+ /tf(s,y(s))ds,
Ainsi, la fonction y est dérivable sur J et on a
Vi€ J,y'(t) = f(t,y(t)).
Ce qui acheve la preuve.
|

Le principe de recollement, annoncé et démontré ci-dessous, joue un role primordial dans I’étude

des problemes de Cauchy.

{Proposition 19]

Soit f : I x @ — R" continue. On consideére [a,b] et [b,c| deux sous intervalles de I et
x € Q. Soit v : [a,b] — © une solution du probleme de Cauchy v/'(t) = f(t,y(t)), y(a) = z
et w : [b,c] — © une solution du probleme de Cauchy v/'(¢) = f(t,y(t)), y(b) = v(b). Alors la

fonction y : [a, ] — 2 définie par

y(t) = v(t), sit € [a, D]
y(t) = w(t), sit € [b, ]

(1.10)

est une solution du probleme de Cauchy y/(t) = f(¢,y(t)), y(a) = .

14




1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

Preuve. 1l est claire que la fonction y est continue sur [a,¢|. Ainsi, en vertu du Proposition

18, il suffit donc de montrer que

Vt € [a,cl,y(t) =+ /ttf(s,y(s))ds.

La relation ci-dessus est satisfaite quand ¢ € [a, b] puisque y = v sur [a,b]. Toujours, en vertu

du Proposition 18 on a:

Vt € [b,cl,y(t) = z(t) = z(b) +/b f(s,2(s))ds.

Comme

on déduit alors que

Yt € [b,c],y(t) :x—i-/t f(s,y(s))ds+/b f(s,w(s))ds :x+/ f(s,y(s))ds.

to

Ce qui acheve la preuve du proposition. m

15
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1.4.3 Existence locale des solutions d’un probleme de Cauchy

Théoréme de Peano.

Le théoreme de Peano [9] annoncé par l'italien Giuseppe Peano en 1890, garantit que tout
probleme de Cauchy possede au moins une solution locale, sous réserve que la dynamique
définissant 'EDO considérée soit continue.

{Théoréme 20 )
Si f est continue sur I x 2 ou 2 C R" est ouvert, alors pour tout (tg,x) € I x €2, le probleme

(1.9) admet au moins une solution locale y : J C I — € définie sur un sous intervalle J C I

contenant .

Remarque 21

e Les conditions citées dans le théoreme de Peano sont suffisantes. Il se peut qu'un

probleme de Cauchy admet une solution locale sans que la fonction f ne soit continue
u (et) I'ensemble € ne soit ouvert.

e La condition ") ouvert” est primordiale. Dans le cas contraire, une condition tangen-
tielle est nécessaire pour garantir I'existence d’une solution locale. (Voir la fin de ce
chapitre (section viabilité).

e On note que le résultat de Peano est un cas particulier d’un résultat générale a savoir le

théoreme de Nagumo. Ce dernier va étre établi la fin de ce chapitre (section viabilité).

Plusieurs méthodes ont été proposées pour démontrer le fameux théoreme de Peano. Dans la
suite, on présentera une méthode de démonstration basée sur les équations intégrales a retard,

voir par example [12].
On considere I’équation intégrale a retard A > 0:

€T sit € [to — )\,to]
ya(t) = . (1.11)
l‘—f—fto f(s,ur(s — A))ds sit € (to, to + 9.

ou f:IxQ —R" QCR"”est ouvert et (ty,z) € I x 2. On choisit 6 > 0 tel que [to,to+0] C I
et le retard A > 0. On remarque que si A = 0 alors, ’équation (1.11) se réduit a I’équation

intégrale

Vit € [to,to+ 0], y(t) = = + /tt f(s,y(s))ds.

Celle—ci n’est autre que I’équation intégrale associée au probleme de Cauchy (1.9).

16



1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

e Méthode de démonstration. L’idée de la preuve est la suivante: Tout d’abord on
montre que l'équation intégrale (1.11) admet, pour tout A > 0, au moins une solution
Y : [to — A\, to + d]. En suite, en faisant tendre A — 0 on montre que (y,)\ converge
uniformément vers une fonction y. Finalement, on montre que la limite y est une solution

du probleme de Cauchy considéré.

On considere tout d’abord le cas ou 2 = R" et f est continue sur I x R™. Le résultat ci-dessous

est utile pour la suite.

Lemme 1
Si f: 1 xR"™ — R" est continue, alors pour tout (tp,x) € I x R", X\ > 0 et § > 0 vérifiant
[to, to+0] C I, I'équation intégrale (1.11) admet une et une seule solution définie sur [to—\, to+4].

Preuve. L’opération de construction de y, se fait en deux étapes.

e Supposons que 6 < A. Sur l'intervalle [to— A, tp] on a yy = x. Soit a présent t € [tg, to+ 3.

Il est claire que si s € [to, ] alors s — A € [ty — A, ty]. Ce qui donne:
Vs € [to, t], yr(s — A) = @.

En conséquence, .
Vt € [to,to+ 6], yn(t) =2 +/ f(s,x)ds.
¢
L’opération de construction est donc achevée. O
e Supposons que A < § . La construction de y, étant faite sur [tg — A, to + AJ.
— Sitg+ 0 < tg+ 2\, alors pour tout ¢ € [tg + A, tg + d] on aura:
Vs, s € [to+ A\ t] = s — X € [to, to + A
En conséquence:
Vs,s € [to+ A\ tl,yan(s — A) =z + /s f(0,x)de.
to
Ainsi, on a définit y, sur [tg — A, to + to + 9]
— Si2X < 4. On refait le méme travail.

Apres un nombre fini d’opérations, il existe forcement un nombre naturel n tel que ty + nA >

to + 0. Ce qui donne fin a 'opération de construction de la solution y, de I’équation intégrale

17



1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

considérée. En plus, puisque la solution y, est définie par des intégrales elle est donc continue.

La preuve est donc achevée. m

On a donc pu construire une solution de ’équation intégrale définie sur [ty — A, ty + 0] et ce
pour un choix arbitraire du retard A\ et un choix quelconque de § > 0 vérifiant [to, to + 6] C L.
Le lemme ci-dessous nous permet de faire disparaitre le retard A > 0.

Lemme 2

Soit f : I x R™ — R"™ continue et bornée sur I x R", alors pour tout (ty,x) € I x R™ et § > 0
telle que [to,to + 6] C I, I'équation a retard (1.11) possede une et une seule solution définie sur

[to, to + 0]

Preuve. Soit (tg,z) € I x R™ et § > 0 telle que [tg,to + 6] C L. Soit n € N. On considere

)

I'équation intégrale a retard o, = ;75

T sit € [tg — I, to
yn(t) = . ‘ (1.12)
T+ fto f(s,yn(s —0p))ds sit € (to,to + )

En vertu du Lemme 2, I’équation intégrale (2.4) admet une et une seule solution y, : [tog —
On, to + 0] = R™ pour tout n € N. On considere la famille F des restrictions des solutions y,, a
I'intervalle [ty, to+d] notées aussi y,,. Pour prouver que les solutions ¥, convergent uniformément
sur [to, to+4] il suffit d’appliquer le théoreme d’Arzela Ascoli (Voire Appendice B). Ce qui mene

donc a montrer que la famille F est équicontinue et uniformément bornée.

La famille F est uniformément bornée. Il s’agit de montrer que toutes les fonctions y,,
sont bornées par une constante indépendante de n. En effet, la fonction f étant bornée

sur I x R™ (hypothese du lemme). Ainsi,
aM > 0,V(t,y) e Ix R" || f(t,y)| < M.
De I’équation (1.12) on aura donc
Vn € NVt € [to, to + 6], ||lyn(t)|| < ||| + (t — to)M < ||z| + 6 M.

Ainsi, la famille F est uniformément bornée sur [to, o + 9.

La famille F est équicontinue. On observe que:

t
Vi, s € [to, to + 0], ly(t) — y(s)]| < / 1/ (s, yn(s = 0n)l|ds| < M|t — s,

Ceci nous permet de dire que la famille F est équicontinue sur [to, to + 0].
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En appliquant le Théoréeme d’Ascoli-Arzela, on déduit que (y,), converge uniformément vers

une fonction continue y : [tg, ¢y + 6] — R™. D’autre part on a
limy,(s — d,) = y(s)

uniformément sur [to, to + d]. Comme f continue sur I x R", en passant a la limite dans (1.12)

lorsque n — 400, on déduit que

Vit € [torto + 81, y(t) = @ + / £(s,y(s))ds.

Finalement, de la Proposition 18, on déduit que y : [to, to+0] — R est une solution du probléme

de Cauchy (1.9). m
On passe maintenant a la preuve du résultat principale de Peano, i.e. Théoreme 20.

Preuve. Soit (tp,x) € Q. Comme I et  sont des ouverts, on déduit qu’il existent d > 0 et

r > 0 telles que
[to—d,to+d| CL, et B(z,r)={ne X;|n—=z|| <r}CQ.
On définit la fonction p : R” — R™ comme suit:

Y siy € B(z,r)

ply) = r , .
m(y—x) +a siy € R" — B(z,r).

L’application p est continue et p(R™) C B(x,r). On définit maintenant I’application ¢ : (o —
d,to+ d) x R" — R" par

V(t,y) € (to —d,to +d) x R"; g(t,y) = f(t,p(y))-

Comme f est continue, d’apres le théoreme de Weirstrass on déduit que la restriction de f a
I'ensemble (tg — d,tg + d) x R™ est bornée. En vertu du Lemme 2, on déduit que pour tout
d € (0,d), le probleme de Cauchy

y' =g(ty)

y(to) =
possede au moins une solution y : [to, to + d'] — R"™. Comme y est continue en ¢ et y(ty) = z,

on déduit que pour tout r > 0, il existe § € (0,d’) tel que

Yt € [to,to + 0], ||y(t) — x| <.
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Ce qui donne: g(t,y(t)) = f(t(y(t)). En conséquence, la fonction y est solution du probleme

de Cauchy (1.9). La preuve est donc achevée. m

Remarque 22

(i) La continuité de la fonction f n’est pas suffisante pour garantir I'unicité de la solution.
L’exemple ci-dessous (construit par G. Peano lui méme) illustrera ce phénomene.

(ii) Les conditions du théoreme du Peano sont suffisantes pour garantir 'existence d’au moins
une solution locale du probleme de Cauchy (1.9). Il se peut que f ne soit pas continue
sur I x € et le probleme de Cauchy (1.9) admet au moins une solution locale (Voire

exercice).

Exemple 8

On vérifie aisément que le probleme de Cauchy

y'(t) = 3y5,
y(0) = 0.

admet deux solutions: La fonction nulle y; = 0 et la fonction y, : R — R définie par y(t) = 3.

Théoréme de Cauchy—Lipshitz (unicité de solution locale d’un probleme de Cauchy)

On s’intéresse a I'unicité d’une solution locale du probleme (1.9) lorsqu’elle existe. Comme on
a déja signalé dans I'exemple 8, la continuité de f n’est pas suffisante pour garantir 1'unicité.

A cet effet, des conditions supplémentaires sur la fonction f doivent étre imposées.

{Déﬁnition 23 }

On dit que le probleme de Cauchy (1.9) posseéde la propriété d’unicité locale, si pour tout

(to,z) € I x €, si u et v sont deux solutions du probleme (1.9), alors il existe d > 0 tel que
[to, to + (S[C Iet
Vit € [to, to + o[, u(t) = v(t).

Le probleme de Cauchy (1.9) possede la propriété d'unicité globale si pour tout (o, z) € Ix (2,
toutes les solutions du probleme (1.9) coincident sur la partie commune de leurs domaines de

définition.

{Proposition 24}

Les propriétés d’unicités locales et globales d’un probleme de Cauchy sont équivalentes.
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Preuve. Il s’agit de démontrer que la propriété d’unicité locale implique celle globale (I'autre
implication est triviale). Soit donc (tp,x) € I x Q. On considere deux solutions u : J — Q et

v: K — Q du probleme (1.9). On définit 'ensemble C(u, v) par
Clu,v) ={t e INK,u(s) = v(s),Vs € [to, t]}.

Puisque (1.9) possede la propriété d’unicité locale, alors, I'ensemble C(u,v) est non vide. On
montre que C(u, v) est fermé. Soit (¢,),, C C(u,v) convergeant vers £. On montre que t € C(u, v).
Il s’agit de montrer que:

sup C(u, v) = sup(J N K).

Par I’absurde, supposons que sup C(u,v) < sup(J N K). On pose b = supC(u,v). On considere
le probleme de Cauchy 2’ = f(t,2(t)), z(b) = y(b). La solution étant définie sur [b,d6[C I. Le
principe de recollement nous permet donc de définir une solution du probleme de Cauchy (1.9)
sur [to, b+ 0] ce qui contredit I'hypothese de la solution maximale. La preuve est donc achevée.

Remarque 25

Puisque il y a équivalence entre les deux propriétés de 'unicité on dit, dorénavant s’il y a lieu

que le probleme de Cauchy possede la propriété d’unicité.

{Définition 26 )

La fonction f : T x Q2 — R"™ est dite localement Lipschitzienne sur €2 si pour tout compact

K C T x Q il existe une constante L = L(K) > 0 telle que
V(tv 131), (t7 ‘TQ) ek, ||f<t7 xl) - f<t7x2)H < LHxl - xQ“

Si la relation ci-dessus est satisfaite sur I x €2 on dit que la fonction f est Lipschitzienne sur

Q.

Exemple 9

1. Evidemment, toute fonction Lipschitzienne est localement Lipschitzienne.

2. La fonction f: R x R — R définie par f(¢,y) = |ty| est localement Lipschitzienne sur R.
En effet,

|f(t,y) — [t y2)| = [ty — y2| < L(E)|y1 — y2|, Yt € [a,b] x R™.

3. Lafonction f : R, xR, — R définie par f(¢,y) = /ty n’est pas localement Lipschitzienne

sur Ry.
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Remarque 27

Si f: 1 xQ — R” satisfait la condition de Cauchy sur €2, i.e., pour tout 7,57 = 1,2,---,n les

dérivés partielles =2

sont continues sur I x  alors f est localement Lipschitzienne sur €.
i

{Proposition 28}

Si f est localement Lipschitzienne sur 2 alors le probleme de Cauchy (1.9) possede la pro-

priétés d’unicité.

Preuve. En vertu du Proposition 24, il suffit de démontrer que le probleme de Cauchy (1.9)
possede la propriété d’unicité locale. Soit (tg,z) € IxQet u:J — Q, v : K — Q deux solutions

du probleme (1.9). Comme I x € est un ouvert alors ils existent p > 0 et d > 0 telles que
a+d <sup(JNK), et B(z,p) C Q.

Les fonctions u et v sont continues en ;. On peut donc choisir § de sorte que
Vit € [to, to + d[,u(t), v(t) € B(z,p).

Ainsi

vt € [to, to + d[, [Ju(t) —v(@)] < /t 1f (s, u(s) = f(s,v(s))]lds < / Llju(s) = v(s))||ds.

to

Le Lemme de Gronwall nous permet de conclure que
Yt € [to, to + d, ||y(t) — z(t)]] <O0.

En conséquence,
vVt e Jy(t) = 2(t).

A Théoreme 29 )

Si la fonction f : I x Q2 — R”™ est continue sur I x €2 et localement Lipschitzienne sur €2, alors

pour tout (tg,z) € T x €, il existe d > 0 tels que [tg, to+ d[C I et le probléme de Cauchy (1.9)

admet une et une seule solution définie sur [to, to + J].

Preuve. On applique le théoreme de Peano, i.e., Théoreme 20 et le résultat de la Proposition

28. m
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1.4.4 Solutions maximales d’un probleme de Cauchy

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux solutions maximales du probleme (1.9). On rappelle
qu’'une solution y : J — Q est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement a une autre

solution du méme probleme.

Sans perte de généralité, on suppose que y : [tg,T) — 2 ou [ty,T) C I est une solution du
probleme de Cauchy (1.9). On étudiera la possibilité de prolonger y a une autre solution g
définie sur lintervalle [ty,T") ou T < T" et [to,T") C L. Le lemme suivant sera d’un grand
intérét dans la suite.

Lemme 3
Soit f : 1 x Q — R"™ continue sur I x Q. Alors la solution y : [tg, T) — R™ du probléme (1.9)

est prolongeable si

(i) T < supl,

(ii) I existe y* € Q telle que lim; - y(t) = y*.

Preuve. Si la solution y est prolongeable alors évidement les conditions (i) et (ii) sont vérifiées.
On suppose maintenant que y : [tg,7') — € est une solution du probleme (1.9) satisfaisant les

conditions (i) et (ii). On définit un prolongement de y a l'intervalle [ty, T| par:

I~
—~
~+
~—
Il

y(t), sit € [to, T
u(T) = y*.

Un simple argument nous montre que u est solution du probleme (1.9) sur Uintervalle [ty, T].

En effet, il suffit de montrer que
u(T) = f(T,u(T)) = f(T,y").
Soit t € [tg, T quelconque et h < 0 suffisamment petit (h satisfait ¢t + h € [to, T'[). On a ainsi

y(t+h) = y(t) + hy'(t) + o(h) = y(t) + hf(t,y(t)) + o(h).

En faisant tendre ¢ — T~ et tenant en compte que (ii) est vérifiée et f est continue sur I x 2
on déduit que:

y(I'+h) =y + hf(T,y") + o(h).
Il en résulte que:

wT+h)—u) gy +hf(Ty") +o(h) —y*
h h
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Maintenant on fait tendre h — 07, on aura donc
u(T) = f(T,y").
En vertu du théoreme de Peano, i.e., Théoreme 20, le probleme de Cauchy

y' = f(t,y()
y(T) =y,
admet au moins une solution v définie sur un intervalle [T, 7") C I. 1l s’ensuit, par le principe

de recollement, Proposition 19) que la fonction ¢ définie par

u(t), sit € [to, T
v(t), sit € [T,T'),

< &<
S —~
~ ~
N— SN—
(I

est une solution du probléeme de Cauchy (1.9) définie sur [ty,7”). La preuve est donc terminée.

Remarque 30

Le lemme précédent demeure vrai si on considere une solution y :]7T,t] — € tout en rem-
plagant (i) par T' > infI et dans (ii) on remplace t — T~ par t — T". Dans ce cas, tout

prolongement de y sera défini sur un intervalle de la forme |7” ] o infl < 7" < T.

Remarque 31

Du lemme précédent on déduit que si y : J —  est une solution maximale du probleme de
Cauchy (1.9) et f est continue sur I x Q ot I et € sont des ouverts, alors forcément 'intervalle

J est ouvert.

Le lemme suivant donne des conditions suffisantes pour que la condition (ii) du Lemme 3 soit

satisfaite.

{Proposition 32}

Soit y : [to, T) — Q une solution du probleme (1.9) ou T < +o00. Supposons qu’il existe une

constante M > 0 telle que:

Alors, il existe y* € Q telle que,

lim y(t) = y*.

t—T—

24



1.4. Probléme de Cauchy (Etude qualitative des EDO)

Preuve. En vertu du Proposition 18, on déduit que:

Vs € [to, T) : ly(t) — y(s)l| < < Mlt—s.

/ 1 (5. y(s)llds

Ainsi, le critere de Cauchy d’existence de la limite nous permet de déduire que lim;_,p- y(t)

existe. m

{Théoréme 33 ]
Toute solution y : J — €2 du probleme de Cauchy (1.9) est prolongeable a une solution

maximale.

Preuve. Soit y une solution du probleme (1.9). Supposons que y n’est pas maximale. Soit S
I’ensemble de toutes les solutions prolongeant y. On muni S par relation binaire que 1’on note

par 7" définie comme suite:
Ve,z € S,x X 2z & z prolonge z.

L’ensemble S est non-vide (y € §). D’autre part, ’ensemble S muni de la relation binaire < est
ordonné. Ainsi, le lemme de Zorn™ nous permet de déduite qu’il existe un élément maximal

y* € S tel que y <X y*. Comme y* € S elle est donc maximale. La preuve est donc achevée. m

Remarque 34

(i) Le théoreme précédent est vrai méme si la fonction f n’est pas continue ou si I'un des
ensembles T ou €2 n’est pas ouvert.

(ii) Un probleme de Cauchy peut admettre plusieurs solutions maximales.

On finit ce paragraphe par un résultat fondamental concernant 1’existence des solutions maxi-

males d'un probleme de Cauchy.

{Corollaire 35} N

Supposons que I et €2 sont ouverts. Si f: 1 x 2 — R"™ est continue sur I x €2, alors pour tous

(to,z) € T x Q le probleme de Cauchy (1.9) admet au moins une solution maximale définie

sur un intervalle ouvert J contenant t.

Preuve. La preuve découle immédiatement du théoreme de Peano (Théoreme 20) et le

Théoréme 33. m

(MLemme de Zorn: Tout ensemble ordonné possede au oins un élément maximal.
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Si le probleme de Cauchy possede la propriété d'unicité de la solution, par exemple si f est
Lipschitzienne par rapport la deuxieme variable, alors la solution maximale si elle existe est

unique. Plus précisément, on a le résultat suivant:

{Corollaire 36} N

Supposons que I et € sont ouverts. Si f: I x  — R™ est continue sur I x 2 et localement

lipschitzienne sur €2 alors pour tous (tp,z) € I x Q le probleme de Cauchy (1.9) admet une

et une seule solution maximale définie sur un intervalle ouvert J contenant .

A\ 2/

Preuve. La preuve découle immédiatement du théoreme de Cauchy-Lipshitz, i.e. Théoreme
29 et du Théoreme 33. m
Exemple 10

On cherche toutes les solutions maximales de 'EDO

(1.13)

Afin que nous puissions discuter la nature des solutions maximales il nous faut déclarer le

domaine de définition de la dynamique de 'EDO. Soit f : R x R — R et
V(t,y) € R xR, f(t,y) = ¢

Ainsi la solution (triviale) nulle est globale. D’autre part on a,

0
8—§(t,y) =2y

qui est continue sur R. On en déduit que f est localement Lipschitzienne par rapport la
deuxieme variable. En conséquence, la solution nulle est unique. =

Exemple 11

On considere le méme probleme précédent en considérant une condition initiale différente. Soit

(1.14)

La dynamique est définie comme auparavant. Il est claire que la solution nulle ne satisfait
pas 'EDO (1.14). On résoud le probleme explicitement. Pour cela, on utilise la méthode de

séparation des variables. On aura donc:

d d 1
_32/:1:>/—32/:/1:>—:t+(].
y y y
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Ainsi, toute solution de I'EDO (1.14) est de la forme

—1
)= ——.
v =176
Comme y(0) = 1 on déduit que C' = —1. En conséquence,
—1
)= ——.
y(t) = o

La solution y est définie sur | — oo, 1[. La solution y est maximale. En effet,

lim y(t) = —c0.

t—1—

1.4.5 Solutions globales d’un probleme de Cauchy

Ce paragraphe est destiné a ’étude d’existence des solutions globales du probleme de Cauchy

(1.9).

r[ Théoréme 37 )

Soit T un intervalle ouvert de R et f : I x R® — R” continue sur I x R™. Supposons qu’ils

existent deux fonctions h, k : I — R, telles que

V(t,y) € xR [[f(Ey)ll < k@)|lyll + A). (1.15)

Alors pour tout (tg,x) € I x R™ le probleme de Cauchy (1.9) admet au moins une solution

globale.

Preuve. En vertu du Corolaire 35, le probleme de Cauchy (1.9) admet au moins une solution

maximale y : [tg, b) — £ ou [ty,b) C I. Du Proposition 18, on déduit que la solution y satisfait:

Vi € [t0,5), y(®)]| < ll2]] + / h(s)ds + / E(s)lly(s) ds.

to to
On montre que b = supl. Par 'absurde, supposons b # supl. Comme h et k sont continues

sur J et J est un compact on déduit qu’il existe une constante M > 0 telle que
Vt € [a,b],h(t) < Metk(t) < M.
En appliquant le Lemme de Granwall, on déduit donc que

vt € [a, 0], [ly(@)I| < [ll]] + M (b — a)] M.
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Ainsi, y est bornée sur [a,b). En conséquence, lim; ;- y(t) existe. D’ou la solution y n’est pas
maximale (Lemme 3). Ce qui contredit ’hypothese. Il en résulte que la solution y est globale.

Application aux systemes linéaires
On applique le résultat précédent aux systemes linéaires ayant la forme

X(t) = A(t)X + B(t)

(1.16)
X(to) = Xo,

ou A: 1T — Myun(R) et B:1T— M,y,(R) sont deux fonctions matricielles, Xy € M,,«,(R) et
la fonction inconnue X : J — M, ,(R). On rappelle que 'ensemble M,,,,(R) est R-espace
vectoriel de dimension n x p. On peut donc l'identifier avec 'ensemble R™*P. On note aussi

que Pespace vectoriel M, ,(R) est normé dont la norme est définie par:

VX € Mpsp(R), || X]| = sup{[|X¢]|, € € R, [[¢]] < 1}.

Corollaire 38}

Si les fonctions A et B sont continues alors pour tout (tg, Xp) € I x M,,«,(R) le probleme de

Cauchy (1.16) admet une et une seule solution globale.

Preuve. On considere la fonction f : I x R™*P — R"*P définit par
V(t,X) e Ix RV f(t,X) = A(t)X + B(t).
La fonction f est continue et vérifie
V(t, &) € Ix R f(t, X)[| < |A@) X + [[BE)]].

Ainsi, la fonction f vérifie I'inégalité (1.15) (Théoreme 37). En conséquence, pour tout (¢y, Xp) €
[ X Muxp)(R) le probleme de Cauchy (1.16) admet au moins une solution globale. Pour
démontrer 'unicité, il suffit de vérifier que la fonction f est localement Lipshitzienne sur R™*P.
En effet,

Yt A), (1 ), £t ) — F(E )] < [AB]1 — 2.

Ce qui termine la preuve. m
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