Meéthodes d’optimisation de gradient

1. Le principe des méthodes a direction de descente

Soit le probléme d’optimisation P sans contraintes suivant :

min f(X)

Avec f (X) est une fonction continument différentiable de n variables. On doit chercher le point

X™ qui réalise le minimum de f(X), cad X* sera la solution de notre probleme P.

Prenons 1’exemple du bonhomme qui voulait partir d’un point X, vers une destination. Il devait

faire deux choses essentielles :

a. Prendre une direction dj, a I’étape k.
b. Déterminer le meilleur point d’arrét dans cette direction c.a.d. il doit choisir aussi le

pas a,; avec lequel il va avancer vers X, dans la direction dy.

Ces deux opérations a. et b. vont se répéter en générant une suite des point {X; },=, approchant

une solution X* par la récurrence.
Xk+1 = Xk + ag. dk

Le choix de a; et d, dépend des données du probleme. En optimisation, on cherche

généralement & minimiser f(X). On doit donc faire décroitre f(X).
ay et d, sont alors choisis tel que :

f K1) < f(Xi)

f (X+1) va prendre des valeurs descendante vers le minimum, donc d,, doit étre une direction
de descente pour minimiser f(X), d’ou I’idée d’utiliser des méthodes a direction de descente
connues pour minimiser des fonctions. Parmi ces méthodes, nous avons la méthode du Newton

gue nous avons vu en TP et la méthode du gradient que nous allons voir dans ce cours.
2. La méthode du gradient

Soit le probléme d’optimisation P sans contraintes suivant :

P: )r(rég}lf(X)



A partir de X, (k = 1), on voudrait trouver un voisinage de X, :
Xi1 = Xy + ag. d tel que f(Xpyq) < fF(Xp)
Etape a : Le choix de la direction d;,
La méthode du gradient est une méthode a direction de descente ou :
dr = =Vf(Xp)
Etape b : Le choix du pas a;
Dans cette étape, on distingue 3 méthodes :

1. Choisirunafixecad:a;, =a, =az =+ = a; = Ay41.

2. Choisir un a; variable, c.a.d. on doit choisir une valeur pour a;, différente d’une itération
a une autre (a; est donné par une expression en fonction de k).

3. Optimiser a; a chaque itération k : Dans la méthode de descente, on calcul X, tel que
f(Xrs+1) < f(Xy) etcelaen agissant sur a,, c.a.d. on doit trouver le meilleur pas a; tel que
f(Xy41) est le plus petit.

Pour cela, on pose :
fielar) = f(Xi)
fr(aw) = f(Xpe-1 — ap. Vf (Xi-1))
Pour trouver a tel que f, (a) soit minimum, il suffit de résoudre le probleme suivant :
fular) =0
9
f'(Xi-1 — ar. Vf (Xye-1)) = 0

Donc, nous avons passé dun probléme d’optimisation dans R™ a un probléme dans R dont
on cherche a trouver ay, solution de 1’équation ci-dessus.

a, = Argmin fi(ax)
Cette expression donne la valeur du pas a; a I’itération k pour laquelle f atteint son

minimum.



3. Algorithmes de méthode du gradient

a. Methode du gradient a pas fixe

Méthode a.1 Méthode a.2
e k=0 e Choisir un point initial X,
e Choisir un point initial X, o k=1
e Choisir un pas fixe a e Choisir un pas fixe a
o Xp=Xp-1—a Vf(Xy-1)
e Tantque ||[VF(X)I|l > ¢ e Tantque || X, — Xp_1ll > €
o k=k+1 o k=k+1
o Xx =Xp-1—a. Vf(Xg-1) 0 Xp=Xp-1—a Vf(Xy-1)
e Fintant que e Fintant que

Remarque : ||V (Xy)|| > € est une condition d’arrét (la méme chose pour || X — Xi_1]| < €)

o Si|lVFf(Xp)ll <e—>STOP, X*=X,
e Sinon : On passe a ’itération suivante :
o k=k+1
o Xp=Xy-1—a Vf(Xp-1)

La différence entre la méthode a.1 et la méthode a.2 réside seulement dans la condition d’arrét

(la méme chose pour les méthodes b et c).

b. Meéthode du gradient a pas variable

Méthode b.1 Méthode b.2

k=0 e Choisir un point initial X,
Choisir un point initial X, e k=1

o ay= % (un autre exemple)
* Xy =Xg-1 —ag Vi(Xk-1)
e Tantque ||Xx — Xkl > ¢
o k=k+1
1
o =g (par exemple)
o Xk =Xg-1— k- Vf(Xg-1)
Fin tant que

Tant que ||[VF (X )l > €
o k=k+1
1
o = (par exemple)
o Xp=Xg-1— Q. Vf(Xk-1)
Fin tant que




c. Meéthode du gradient a pas optimal

Méthode c.1

Méthode c.2

k=0

Choisir un point initial X,

Tant que [|[VF (X))l > €

o k=k+1
o a; = argmin f(Xy_1 — . Vf(Xg-1))
ag>0

o Xy = Xyg—1 — ay. Vf (Xg-1)

Fin tant que

e  Choisir un point initial X,

e k=1

o ay=argmin f(Xi_1 — . Vf(Xi_1))
*  Xiw1 =X — ar. VF(Xp)

e Tantque ||X;, — X;_1ll > €

ok=k+1
oap= argminf(Xk_1 - ak.Vf(Xk_l))
ag>0

o Xy = Xy—1 — ag- Vf (Xp-1)

e Fin tant que




Exercice 1 : Soit le probléme d’optimisation suivant :
1
min f(x,y) = x* + Eyz —-3(x+y)

Avec : X, (:i

Utiliser la méthode du gradient a pas optimal pour résoudre le probléme.

On calcule d’abord :

)ae=a1

2x—3>
y—3

Il est clair que la solution de ce probleme analytiquement est : X*(%, 3)

vFGey) =

k=0

Vo) = () > IVFXl = 12.2
Est-ce que [|[Vf(Xo)|| > &€?  Oui - on fait une premiere itération
18 jtération
k=k+1=1
a, = argmin f(Xx_, — ay. Vf(Xx_1)) 2
a; = argmin f[Xo — ay. Vf (Xo)]

Donc, on doit résoudre le probleme d’optimisation suivant :
min f(a,) = gni>r(1)f[X0 —a1.Vf(Xo)] 2
1

min (@) = i £[(2) = e ()] = min (575 )

—2+7 1
f (_7 :10621) = (=2+ 7)) + 5 (=7 +10a,)* = 3(=2+ 7a, = 7 + 10ay)

24781\ _ o2 111
f(_7 + 1Oa1) = 99a1 - 149(11 + T

in f(a;) = 99a% — 149 L4
Crlrll;rg)f a;) = 99ay o+

Pour trouver résoudre ce probleme, il faut résoudre 1’équation suivante :

f'(a)) =0 >
f'(a)) = 198a;, — 149 = 0 >
9 al == 0.7525

> Ko =Ko~ 00, V) o) = (:5) - 07526 '(—_170) 2K = (35%;)



e = (%)

> [IVF(X)Il = 4.3154
Est-ce que ||[Vf(Xy)|| >&? Oui - on passe a la deuxieme itération
2°Me jtération
k=k+1=2
a = argmin f (Xg_1 — ag. Vf(Xx-1)) >
az = argmin f[X; — a,. Vf(X1)]

Donc, on doit résoudre le probléme d’optimisation suivant :

min f(a;) = min f[X; — a,.Vf(X;)] >

. (3267 3535\] . .(3.267 —3.535.a,
min f(a,) = min f [(0.525) - (—2.473)] = min f (0.525 - 2.473.a2>

( 3.26 — 3.535.a, )
o525 - 2.473.a,

1
= (3.267 — 3.535.a,)% + > (0.525 — 2.473.a,)* — 3(3.267 — 3.535.a,

+0.525 — 2.473.ay)

f(03.§2265:32.54375§.a;2) = (.).a3 + () ap + ()

(rlr21i>r(1)f(a2) =(.D).a5+ ()eag + (L)

> a, = 0.5984
3.2677 3.5354 1.1521
> X=X —a Vf(X) = (0.5253) — 0.5984 '(—2.4747) > X = (2.0061)
_ /—0.6956
Vi(Xz) = (—0.9939)

> IVF(X)Il = 1.2131
Est-ce que ||VF(X3)|l > & ? Oui = on passe a la troisiéme itération
k=k+1=3



k ag X VE(Xk) IVFXON | IVF Xl > & 2?2

0 / (=2) () |122085 |oui
1 0.7525 (ggg;g) ( _355537) 43154 | Oui
2 05984 Gooed) | (Coonoy 1213t | ou
3 0.7526 (é%ii) (_0(')?2541559) 04289 | Oui
4 05982 (Gao®) | (Coponns) | 01205 |ou
5 0.7535 (; g;;z) (_3'33213) 0.0426 | Non
La solution du probléme est X* = Xc = (;g%g)




