Chapitre 3

Rappel sur le calcul différentiel

3.0.1 Quelques Notations

1 . Pour tout n € N*, R" désinge I’espace euclidien R xR x ......R (“produit n fois”).
En général un vecteur = € R” sera noté = = (1, s, .....z,)" (vecteur colonne).
2 . On note eq, €9, ....e, les éléments de la base canonique de R" , ou e; est le vecteur
de R™ donne par :
0 sij#1
(c:),; = b5 = i Vij=1,2..m (1.1)
1 sij=i
(0;; = symboles de Kronecker) .
3 . Pour tous z,y € R" on note par (x,y) € R le produit scalaire de z et y, qui est

donné par

<I7 y> - Z TilYi
i=1

Deux vecteurs z,y € R" sont orthogonaux (on notera x L y) si (z,y) = 0.

4 . Pour tout € R" on note par ||z|| > 0 la norme euclidienne de x, donné par



2l = v/ (2, 2) =

Rappellons les propriétés d’une norme (donc aussi de la norme euclidienne) :

i) || Az]] = |A |z]] VA €R, Ve eR”

it) e+ yll < flzfl + llyll Yo,y € R

i11) [|0]| = 0 et ||z]| > 0 si z € R* — {0} .

5. Pour tous x € R" et r > 0 on notera par B (z,r) la boule ouverte du centre x

et rayon r, donnée par

B(Qj‘,?"):{yERn, Hy—.I'H<7"}

6. Si {x(k)} ey €St une suite dans R” et z est un élément de R™ on dit que z*

converge vers z (notée 2% — z) si ||z® — z|| — 0.
(k)

i

(k)

k) — x; en R ou ;' (

Rappellons que nous avons : z¥) — z si et seulement si z

respectivement x; ) est la i-éme composante de (k) ( respectivement x).

7. Soit U C R™.

- On définit P’intérieur de U comme ’ensemble des éléments z € U pour lesquels il
existe 7 > 0 tel que B (z,r) C U.

- On dit que U est ouvert si Vo € U Ir > 0 tel que B (z,7) C U.

-On dit que U est fermé si pour tout suite {x(’“)} C U tel que z%) — 2 € R* on a
xe U

8 .Si a,b € R" on note [a, b] le sous-ensemble de R™ donné par

la,b) ={a+t(b—a)=(1—t)a+tbtel01]}.

L’ensemble [a, b] est aussi appellé le segment reliant a a b.
Remarques :

- [a,b] = [b, al.



-Si a,b € R avec a < b on retrouve la notation [a,b] pour I'intervalle des nombres
r € R tels que a < x <b.

9 . Rappellons aussi I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
[z )| < =)l - lyll Vo,y € R™

3.0.2 Quelques rappels sur le calcul difféerentiel

On considére dans cette partie m et n deux nombres de N* ( trés souvent, on aura
m=1).

1. Soit U un sous-ensemble de R" et f: U — R™.

On dit que f est continue en x € U si f (35(’“)) — f(x) pour toute suite 2¥) c U
telle que %) — .

On dit que f est continue sur U si f est continue en tout point z € U.

Remarque : Si f = (f1, f2, .....fmm) avec fi1, fo,.....fn : U — R alors f est continue
en x € U si et seulement si fi, fa, ..... f,, sont continues en .

Pour tous les poins suivants on va supposer que €2 est un ouvert de R” et f est une
fonction définie de 2 — R™.

2. Pour tout x € Q et h € R™ on note (quand J)

( c’est la dérivée directionnelle de f en x dans la direction h ).
Remarques :

N

i) a—{; (x) = 0.

i) Si f = (f1, for oo fu)' €R™ avec fi, fo, oo fm : © — R alors

of ofi , \ Of Ofm )
o (z) = <% (7), ah (), ..... P (x))

3. Pour tout x € Q et tout ¢ € {1,2,.....,n} on note ( quand 3)



of of 1
oz, (v) = 2, (v) = lim = [f (x + te;) — f ()

( c’est la dérivée partielle de f en z par rapport a la variable z; )

En particulier, si n» = 1 on note f (z) = % (2) = limo 7 [f(z+1t)— f(x)] =
tim, s L [f (4) — f (2)].

4 . Pour tout z € Q on note ( quand 3 ) J; (z) =la matrice Jacobienne de f en z

qui est un élément de M, ,, (R) définie par

_Of;
B 3x]~

(Jr (), (x) eR Vi=1,..m,Vj=1,..n.

Le gradient de f en x est défini comme la transposée de la matrice Jacobienne de f

en T .

Vf(z) = (Jr ()" € Muu(R).

Remarque importante : Dans le cas particulier m = 1( donc f : Q@ — R) alors en
considérant tout élément de M,, ;comme un vecteur colonne de R”, on va dire que V f (2)

est le vecteur colonne

_(of af  of\"
Vfx)= (3151 By’ (%n)

Rappellons la formule :

of
Ih

() =(Vf(x),h) VoreQVheR"

5.81 f:Q — R (ici m =1) on dit qu'un point = € Q un point critique pour la
fonction f si Vf (z) = 0.

6 . Pour tout x € Q et 7,5 € {1,2,....n} on note ( quand J)

0 f 0 [of -
0x,;07 (z) = 0x; (8_1,3) (z) € R™,
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la dérivée partielle a ’ordre 2.

Notation : pour i = j on écrira 8322 J{ (x) ala place de 85,28];_ (x).

7. Dans le cas m = 1 on note pour tout € Q ( quand 3 ) V?f (z) = la matrice

carrée € M, (R) donnée par

(V2f (x))l O’ (x), Vi, j=1,2,....n.

i Ox;0xj
( V2f (x) s’appelle aussi la matrice Hessienne de f en z ).
8. On dit que f est de classe C? sur §2 ( on notera f € C?(Q2)) pour p = 1 ou
p = 2 si les dérivées partielles des f jusqu’a lordre p existent et sont continues sur §2.

Par extension on dit que f est de classe C° sur Q si f est continue sur 2.

9. On a le Théoréme de Schwarz : si f € C?(Q2) alors

0 f o) — 0 f
Ox;0xj - OxjOxi

(x) Ve Vi,j=1,2,...n.

( cest a dire, la matrice V2f (z) est symmétrique.

10 . ( Lien entre V, J; et V?) : Si f: Q — R est de classe C? alors
Vif (z) = Jys(z) = Vs (z) Yo €Q

( la matrice Hessienne de f est le Jacobien du gradient de f ou le gradient de la

Jacobienne de f ).

11 . (Composition) Soient 2 C R™, U C R™ avec ,U ouverts f : Q - R™ g: U —
RP avec p € N* et f(Q) C U. Considérons la fonction composée go f : Q2 — RP

i) Si f et g sont continues alors g o f est continue.

i) Si f et g sont de classe C! alors g o f est de classe C! et on a 'égalité matricielle

Jpor (1) = J, (f () - Ty (2) Ve € Q.

Conséquences :
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i) Sim =p=1 alors

i) Sin=p=1 alors

(90 ) (@) = (Vg (f @) f (@)).

Proposition 1.1. Nous avons

V2f(x)h =V (Vf(x),h) Vo € Q,VYh € R"

ou le premier gradient dans le membre de droite de I’égalité est considéré par rapport
a la variable z.

Démonstration. On a :

) "L 02 )
Bz, (Vf(x) (Z o0 ) ]Zax-ij (z)h; = (V*f (z)h),.

3.0.3 Quelques exemples importants :

1.5i f:R" — R™ est une fonction constante alors Vf = 0 et J; = 0. On a aussi
évidement V2 f = 0 dans le cas m = 1.

2 .Soit f : R™ — R™ définie par

f(x) = Ax Vzx e R",

ou A € M,,, (R) est une matrice donné ( c’est a dire, f est une fonction linéaire).

Il est facile de voir qu’on a
Jf (IL‘) =A VreR",

11



( la matrice Jacobienne est constante).
Dans le cas particulier m = 1 une fonction linéaire générale peut étre écrite sous la

forme

f(x) ={(a,z) VzreR"

ou a € R” est un vecteur donné. Il est clair alors que

Vf=a,

et

Vif=0

3. Soit f: R" — R donnée par

flx) = (Az,z) VzeR",

ou A € M, (R) est un matrice carrée, réelle, de taille n ( c’est & dire, f est la forme

quadratique associée a la matrice A). Alors pour un p € {1,2,...;n} fixé, on peut écrire

f(l') - Z Ajixixj - Appx;?) + Z Apjxpxj + Z Aipxixp + Z Aijxixj

,j=1 J=Lj#p i=1,i#p ,j=1,i#p,j#p

ce qui nous donne

P n n n n
—f = 2Appﬂ?p —|— Z Apjﬂfj + Z Aipﬂfi = Z Apjl‘j —I— Z Aipﬂfi = (A(E)p —|— (ATl')p .
j=1 =1

ox
P j=1j#p i=1,i#p

Nous avons donc obtenu :

12



Vi) = (A+A")z, VzeR"

En utilisant la formule V2 f = Jy 7 on déduit

Vif(z) = A+ AT, vz e R,

( donc la hessienne de f est constante).

Remarque : En particulier, si A est symmétrique ( c’est a dire A = AT) alors

V (Ax,z) = 2Ax, VzreR"

V2 (Az,z) = 2A, Yz € R"

3.0.4 Rappel formules de Taylor

Proposition 1.2

Soit Q C R™ ouvert, f: Q — R, a € Q et h € R" tels que [a,a + h] C Q. Alors :
1.Si feC(Q) alors

i) fla+h)=f(a)+ [y (Vf(a+th), h)dt

( formule de Taylor a I’ordre 1 avec reste intégral ).

it) f(a+h)= f(a)+(Vf(a+0h),h)avec )< <1

( formule de Taylor- Maclaurin a ’ordre 1 )

wi) fa+h)=fla)+{Vf(a),h)+o([lhl)

( formule de Taylor- Young a ’ordre 1 ).

2.Si feC?*() alors

i) fla+h)=f(a)+(Vf(a),h)+ [ (1—1t)(V*f(a+th)h,h)dt

( formule de Taylor a I’ordre 2 avec reste intégral ).

i) f(a+h) = f(a)+(Vf(a),h)+1(V?*f(a+0h)h,h) avec 0 <6 < 1

( formule de Taylor- Maclaurin a ’ordre 2 )

13



iid) f (a+h) = £(a) + (V1 (0),h) + 3 (V2F (a) h, ) + o (|Ih]]2)

( formule de Taylor- Young a ’ordre 2 ).

Remarque : Dans la proposition précédente la notation o (Hth> pour k € N* signifie
une expression qui tend vers 0 plus vite que ||2]|* ( ¢’est a dire, si on la divise par ||2|/*,

le résultat tend vers 0 quand ||h|| tend vers 0).

3.0.5 Quelque rappels sur le matrices carrées réelles

Soit n € N* et A € M,, (R) une matrice carrée réelle.

1. Soit C : I’ensemble des nombres complexes. On rappelle que A € C est une valeur
propre de A s'il existe x € C" avec x # 0 tel que Ax = A\z; on appelle = vecteur propre
de A associé a la valeur propre \.

2. On dit que la matrice A est semi-définie positive si (Az,x) >0, Vo € R

On dit que A est définie positive si (Az,z) > 0, Vx € R" avec z # 0.

3. Rappellons que si A est symétrique alors toutes les valeurs propres de A sont
réelles; en plus il existe n vecteurs propres de A appartenant & R" formant une base
orthonormée en R".

4 . Supposons que la matrice A est symétrique. Alors

(Ah,B) > Auin ||, Vh € R™,

ol Amin € R est la plus petite valeur propre de A.

Rémarquons que l'inégalité précédente devient égalité si h est un vecteur propre as-
socié & la valeur propre Apin.

5 . Supposons que A est symeétrique. Alors A est semi-définie positive si et seulement
si Amin > 0 et A est définie positive si et seulement si Ay, > 0.

6 . Abréviation : La notation SDP pour une matrice carrée rélle signifie “matrice

symétrique et définie positive” ( elle ne signifie pas “matrice semi-définie positive” !).
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3.0.6 Convexité

Fonctions convexes, strictement convexes, fortement convexes

Définition. Un ensemble U C R" est dit convexe si

Vaz,y € U on a [z,y] C U ( quelque soit deux points dans U, tout le segment qui les

unit est dans U).

objet convexe objet non convexe

Définition. Soit U C R"” un ensemble convexe et f : U — R une fonction.

1. On dit que f est convexe sur U si

fy+ @ —=t)z) <tf(y)+ 1 —1)f(z), Y,y eU, vt €0,1]

20n dit que f est strictement convexe sur U si

fly+ (1 =t)z)<tf(y)+ A —1t)f(z), Ve,y e U avecz #y, Vt €]0,1]

3. On dit que f est fortement convexe sur U s’il existe a > 0 tel que

fly+Q =) <tf)+Q—=t)f(@)—atQ—0t)|ly—z|*, Va,yeU , Vte[0,1]

4 . On dit que f est concave (respectivement strictement concave, respectivement
fortement concave) si — f est convexe( respectivement strictement convexe,respectivement

fortement convexe).
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foaction non-convene

Remarque : 1l est facile de voir qu’on a : fortement convexe = strictement convexe
—> convexe.

Les réciproques ne sont pas vraies en général; par exemple une application affine
f(z) = Az + b est convexe (et aussi concave) mais elle n’est pas strictement convexe(ni
strictement concave) donc elle n’est pas fortement convexe( ni fortement concave). On a
le résultat utile suivant :

Proposition 1.3 Soit U C R™ un ensemble convexe, p € N*, f1, fo, ...... U —R
des fonctions convexes et 1,74, ..... .7, des constantes strictement positives.

Posons f =, fi +vofo+ .o +vpfp. Alors on a :

1. La fonction f est convexe (donc toute combinaison linéaire avec des coefficients
strictement positifs de fonctions convexes est convexe).

2. Si au moins 'une des fonctions fi,....., f, est strictement convexe alors f est
strictement convexe.

3 . Si au moins 'une des fonctions fi, ....., f, est fortement convexe alors f est forte-
ment convexe.

Il est en général difficile de vérifier la convexité d’une fonction en utilisant uniquement
la définition (essayez avec f(x) = 22 ou avec f(x) = x*!) Les propositions suivantes
donnent des critéres de convexité, convexité stricte et convexité forte, plus faciles a utiliser
que les définitions respectives.

Proposition 1.4. ( caractérisation de la convexité )
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Soit Q C R" ouvert, U C Q avec U convexe et f : Q — R une fonction de classe C1.
Alors

a) les 3 propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur U

2.

f>f@)+(Vf(x),y—z), Vo,yeU

3. Vf est monotone sur U, c’est a dire

(Vf(y) = Vf(z),y—x) >0, Vr,yeU.

b) Si de plus f est de classe C?sur Q alors f est convexe sur U si et seulement si

<V2f(x)(y—x),y—a:>20, Ve,y e U (1.2)

Démonstration a) On montre ici ’équivalence entre 1), 2) et 3).

1) = 2) : Supposons f convexe; la définition de la convexité peut s’écrire

flae+t(y—x) = flz) <tlf(y) - f(2)]

En fixant x,y en divisant par ¢ et en faisant ¢ tendre vers 0 (ce qui est possible car
t € [0,1]) on obtient 2)
2) = 3) : De2) on déduit
f)>f@)+(Vf@),y—az), Vo,yelU

et aussi ( en inversant z et y) :

f@)>F)+ V), z—y), Ve,yeU
En faisant la somme de ces 2 inégalités on obtient 3).
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3) = 1) : Soient x,y € U fixés. On introduit la fonction g : I — R définie par

tel —-gt)=f{ty+(1—-t)x)eR

ou [ est un intervalle ouvert qui contient [0, 1] .I1 est facile de voir que g est de classe

C' et on a

!

g =NVflty+1—-t)z),y—=x) Vtel.

Soient ty,ty € [0,1] avec t; < to. Alors

’

gt)—g (1) = (Vf(@+ty—2)-Vi@@+t(y—2),y—2) =
1
to —t1

(Vi(x+taly—2) = Vi(z+ti(y—2), (2 —t) (y — 7))

Par hypothése 3) le dernier term de 1'égalité précédente est > 0, ce qui montre que
la fonction ¢ est une fonction croissante. On déduit alors que g est une fonction convexe

sur [0, 1], ce qui nous donne pour tout ¢ € [0, 1] :

gt -1+(1—=1)-0)<tg(1)+(1—-1)g(0)

c’est a dire

flty+ Q=)o) <tf(y)+(1—1t)f(2)
donc f est convexe.
b) On suppose ici f € C?(Q).
“—" Supposons que f est convexe et montrons (1.2). Soit h € R" fixé et notons

g : 2 — R la fonction donnée par g (z) = (Vf(z),h) Vo € Q. Nous avons en utilisant

aussi la Proposition 1.1 :
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(Vf (@), ) = (Vg (2) .h) = 52 () = lim

ce qui nous donne

(V2f (2) b, ) = lim L @) V] (@), th)

t—0 t2

Considérons maintenant x,y € U arbitraires et h = y — 2. Comme = + ¢ (y — x) €
U Vt € [0,1], de 'égalité précédente on déduit a 'aide de la monotonie de V[ que
(V2f (z)h,h) >0, cest & dire (1.2);

“<=” Supposons maintenant que (1.2) est satisfaite et montrons que f est convexe.

Soient x,y € U fixées arbitraires, et considérons la fonction ¢; : {2 — R donnée par g,

(2) =(Vf(2),z —y) Vze Q. Alors

(V@) =Vfy,z—y) =9 () =91 (y) = (Vo (y+0(z—y)),z—y)

avec 0 € |0, 1] (on a utilisé I'une des formules de Taylor).

D’autre part, nous avons

Vi (2) = V2f (2) (z — y)

et ceci nous permet de déduire, en utilisant aussi (1.2) :

(VI() =V, z—y) = (Vfly+0@x—y)(z—-y),z—-y)>0.

Ceci nous donne la monotonie de V f donc la convexité de f.
Proposition 1.5. ( caractérisation de la convexité stricte)
Soit Q C R" ouvert, U C Q avec U convexe et f : Q — R une fonction de classe C'.

Alors

a) les 3 propositions suivantes sont équivalentes :
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1. f est strictement convexe sur U

2.

fy) = f@)+{Vf(z),y—x), Ve,yeU avecz #y

3. V[ eststrictement monotone sur U, c’est a dire

(Vfly) =V f(x),y—x) >0 Vo,y € U avecz #y.

b) Si de plus f est de classe C? sur Q alors si

<V2f(x)(y—x),y—x>>0, Vr,y € U avec x #£ vy (1.3)

alors f est strictement convexe sur U.
Proposition 1.6. ( caractérisation de la convexité forte)

Soit © C R™ ouvert, U C Q avec U convexe et f : 0 — R une fonction de classe C*.

Alors
a) les 3 propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est fortement convexe sur U

2. Il existe B > 0 tel que

f)>f@)+(Vfx),y—z)+8lly—=z|* VYz,yeU.

3. Il existe v > 0 tel que

(V) —Vf@),y—a)>v|y—z|* Vr,yel.

b) Si de plus f est de classe C? sur Q alors f est fortement convexe sur U si et

seulement si il existe 5 > 0 tel que

(Vf(@)(y—a),y—a) > Bly—a|* Yo,yeU (1.4)
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Remarques :
1. Dans la Proposition 1.6b4) il n’y a pas d’équivalence entre la stricte convexite de
f et I'inégalité (1.3) de cette proposition dans le cas f € C? ( par exemple la fonction
f : R — R donnée par f(z) = z* est strictement convexe, mais l'inégalité n’est pas
satisfaite si x = 0).
2 . Dans le cas particulier ou I’ensemble U est ouvert alors pour les 3 propositions pré-
cédentes les inégalités (1.2), (1.3) et (1.4) concernant la matrice Hessienne V? f s’écrivent

respectivement :

(V2f(z)h,h) >0 Vz e U, VheR" (pour la Proposition 1.4),

(V2f(z)h,h) >0 Vz €U, VheR" (pour la Proposition 1.5),

(V2f(z)h,h) > B |h|*> Yz eU, YheR" (pour la Proposition 1.6).

Pour voir ceci il suffit de remarquer que d’une part, pour tout y € U on peut considérer
h =y —x € R" et d’autre part, que pour tout h € R" on peut considérer y = x +th € U
avec t > ( assez petit

3. Dans le cas particulier n = 1 et U un intervalle dans R, on a V*f (z) = f"(x)
donc (V*f(z) (y — ),y —x) = [ (z) (y — )”. Alors les 3 inégalités précédentes peuvent

s’écrire respectivement :

"

ff@)y>0veelU, f(z)>0VzelU et f(x)>pVYrel.

On rétrouve alors une caractérisation bien connue pour la convexité et la convexité

stricte.
Définition. On appelle fonction elliptique une fonction f : R® — R de classe C!

et fortement convexe.
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Exemples des fonctions convexes, strictement convexes et fortement convexes

1.Soit f : R — R donnée par f(z) = 2. Comme Vf (z) = f (z) = 2z ona Vr,y € R

(Vi@ = VIhe -y =@~ FO)] @-y=2@-y =8z -y,

avec = 2, donc f est fortement convexe.

C’est encore plus facile si on utilise f :

f'(x) =2=p3>0 donc f est fortement
convexe.

2 . Plus généralement, si n = 1 et 2 C R intervalle ouvert :

Toute fonction f :  — R de classe C? et satisfaisant :

Ja >0, f'(z)>a, Yre

est une fonction fortement convexe(c’est une conséquence immédiate de la Proposition
1.6). Si Q = R alors la fonction f est elliptique.

Exemples :
i) f(z) =az’ +br+c aveca >0

i) f(x) = 2® +sin(z) (car f(z) =2 —sin(z) > 1, Vo € R).
3. Le cas général (n € N¥)

Soit f: R™ — R donnée par

o) = % (Az,2) — (ba) +¢, Vo eR",

avec A € M, (R) une matrice carrée réelle et symétrique de taille n, avec b € R”

un vecteur et ¢ € R un scalaire( on appelle encore, par abus de language, fonction(ou

forme) quadratique une fonction de ce type). On calcule facilement :
Vfi(zr)=Az—b
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V2f(z) = A

(donc la hessienne de f est constante).

En utilisant les rappels de la Section précédente et les Propositions 1.4, 1.5 et 1.6, on
déduit :

i) f est une fonction convexe <= A est une matrice semi-définie positive

1) f est fortement convexe <= f est strictement convexe < A est une matrice

définie positive .

Fonctions coercives

Définition. Soit {2 C R" un ensemble non borné et f : 2 — R. On dit que f est

coercive sur (2 sion a

lim  f(z) = +4oc.
z€Q,||z||—+o0

(ceci peut aussi s’écrire : f (:Ck) — 400 pour toute suite {xk}keN C Q telle que
o] +20)

Remarque : Supposons qu'on a {2y C 2 C R™ avec 2o non borné et f: 2 — R. Si f
est coercive sur () alors f est coercive sur (), la réciproque n’étant pas vraie en général.

Proposition 1.7. Soit {2 C R™ un ouvert, U C €2 un ensemble convexe et non borné.
Soit f : © — R une fonction de classe C'sur € et fortement convexe sur U. Alors f est
coercive sur U.

Démonstration. Ecrivons l'inégalité 2 de la Proposition 1.6 avec £ = a ou a est un

élément fixé de U :

fy)=Ff@)+(Vf(a),y—a)+Blly—al* VyeU,

ol (8 > 0 est un nombre fixé. D’autre part, nous avons
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(Vf(a),y—a)=—[Vf(a)|-lly—al

(conséquence de l'inégalité de Cauchy-Scwhwarz). Ceci donne

F) = f@)=IVf(@)l-lly—al+Bly—al® vyeU

En faisant |ly|| — +oo (ce qui donne ||y — al| — +0o0) on obtient le résultat.

3.1 Existence et unicité d’un point de minimum

Théoréme (Existence)

Soit U C R™ un ensemble non-vide et fermé et f : U — R une fonction continue.On

suppose
1.Soit U est borné,
2.S0it U est non borné et f est une fonction coercive.

Alors il existe au moins un point de minimum de f sur U .

Théoréme (Unicité)
Soit U C R™ un ensemble convexe et f : U — R une fonction strictement convexe.Alors

il existe au plus un point de minimum de f sur U.
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