Chapitre 1 Equation du lér ordre

Chapitre 1

Equation du 1ler ordre

1.1 EDs du premier ordre
Définition 1.1. Une équation différentielle est une relation de la forme

F(t,y,yl,...,y(n)) =0 (1.1)
entre une variable t, une fonction y et ses dérivées successives jusqu’a l'ordre n.

Exemple 1.1.
(1) yy” =t —t%y"
(2) ' —te +t* =1.

Définition 1.2. On appelle ordre d’une équation différentielle I'ordre de la dérivée
la plus élevé.

Exemple 1.2.

(1) yy” = t — t?y’ est une équation différentielle d’ordre 2.

(2) ' — tx 4 t? = 1 est une équation différentielle d’ordre 1.

Définition 1.3. On appelle solution (ou intégrale ) d’une équation différentielle

toute fonction y = y(t) définie sur un intervalle I de R, possédant des dérivées

successives Y, y”, ..., y™ et vérifiant la relation (1.15).
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Chapitre 1 Equation du lér ordre

Exemple 1.3. Pour I'équation différentielle y” + y = 0 (équation différentielle
d’ordre 2).

La fonction y; = sin « est une solution, car la fonction y; = sin « est définie sur
I =Retil existe y; =cosx et y; = —sinxz et y’ +y = 0.

De méme yo = cos x et aussi solution de I’équation donné de méme ys3 = sinx +
COS .

En générale y = a sin « + b cos x est aussi solution ot a et b sont deux constantes
réelles.

Cette derniere est appelée solution générales et les autres yi,yYay ..., Yn sont des

solutions particulieres.

Remarque 1.1.

- Résoudre ou intégrer une équation différentielle, il consiste a trouver toutes les

solutions de cette équation différentielle.

- La courbe représentative de la solution générale (resp particuliére) est appelée

courbe intégrale.

1.2 Equation différentielle du premier ordre

Définition 1.4. Une équation différentielle d’ordre 1 est toute relation de la forme :

y = F(t,y) (1.2)

1.2.1 Equations différentielle a variables séparables

Définition 1.5. On appelle une équation différentielle a variables séparables toute

équation de la forme :
fWy' =gt (1.3)

ou f et g sont deux fonctions numériques définies et continues sur des intervalles a

préciser.
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Remarque 1.2. L’équation ( 1.3) peut s’écrire aussi sous la forme :

f(y)dy = g(t)dt.

La solutions de ’équation ( 1.3) sont définies par
[ty = [g(tat +c.

d d
Démonstration. En remplagant Y’ = ;t/ dans ( 1.3), on trouve f(y)dg = g(t)

F(y)dy = g(t)dt (1.4)

on integre (1.4) terme a terme pour obtenir la solution générale de 1'équation (1.3)

sous la forme :
[ty = [g@)da +c.

ou ¢ étant une constante arbitraire. O
Exemple 1.4. Résoudre sur R* | I'équation :
t2y/ _ y2 — 0

il est évident que y = 0 est une solution.

Pour y # 0, on peut séparer les variables car y’ = d?tJ’ on obtient :

dy dy dt
Y Y — di yy2 2
—1 -1
— =—+4¢ c€R
Y t
1 1—-ct
> — =
] t
e t eR
= c
Y 1—ct’

Donc 'ensemble S des solutions est

t
S={y=0ouy=——,c€R}
1—c¢c
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Exemple 1.5. Intégrer I’équation suivante

on peut séparer les variables t et y, on obtient

Loy, _ O
e y = t73.
En intégrant, on obtient
e 3y 1
=—+c
3 2t2 te
—3y 3(1+)—_—>3 l‘3(1+>
e = —_— C — =in _— C
2t2 Y 2t2
— 12 +é, é€R
= —iNn|——: C C .
Y 3 |2t2 ’

1.2.2 Equations différentielles homogéne

Rappel :

f est dit homogene de degré ”n” si elle vérifie I'identité
V(z,y) € Dy, f( Az, Ay) = A" = f(z,y).

Exemple 1.6. Montrons que f(x,y) = x2+ y? — xy est une fonction homogene :

En effet pour tout (z,y) € R?et A € R, on a :
Fz, Ay) = (Az)* + (Ay)* — (Az)(Ay)
— A2ZB2 _|_ A2y2 _ )\Zmy
f(Az, Ay) = A*(z® + y* — ay)

Donc f est une fonction homogene d’ordre 2.

Définition 1.6. Une équation différentielle de la forme ¢y’ = f(¢,y) est dite ho-

mogene lorsque la fonction f(t,y) est homogene de degré zéro.

Remarque 1.3. Une équation différentielle homogene peut se mettre toujours sous

la forme y’ = cp(gt/)
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1.2.3 La résolution d’une équation différentielle homogene

Soit I’équation différentielle homogene :
Y
v =) (1.5
Y ’ ’
Posons T = u, donc y = ut <= y’ = u't + u. Alors :

v =0(3) e uttu=f

— tu' +u = f(u)
! 1

, B u
<— tu' = f(u) uc}if(u)—u_t

du _ dt

T fw) —u
<= /du = In|t|+c, c e R.
f(u) —u

Donc les solutions de 1'équation (1.5) sont définies par :

I du
y=tu et t=ke f(u)—u, k e R.

Exemple 1.7. Résoudre I'équation suivante :

ty =t —y>+y (1.6)
pour t # 0, on a :
t2 g2
(1.6) <= y' = v 4
t2 t
(1.7)
=y = 1—(2)2+":.
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Posons ?t/ = u, donc y’ = tu’ + u, alors :

(1.6) <= tu' +u=/1—u?+u

— tu' = /1 — u?

u’ 1 du dt
=== —— = —

V1 — u? t V1 — u? t

<= arcsinu = In|t|+c, ceR
<= u = sin(In|t|+c)

<= y = tsin(In|t|+c), ceR

1.2.4 Equations différentielles linéaires d’ordre un

Définition 1.7. La forme générale d'une équation linéaire du premiere ordre est :

a(t)y’ +b(t)y = f(t)

ou a, b et f sont des fonctions continues sur un intervalle I C R.

1. Elle est linéaire car 'opérateur L(y) = a(t)y’ + b(t)y est linéaire.

2.

(1.8)

Si la fonction f = 0 sur I, Uopérateur (1.8) est dite homogene ou sans second

La solution générale se donne par y = yp,+1y, ou ys, est la solution générale de

I'équation homogene, et y,, est une solution particuliere de I'équation (1.8).[7]

Soit en effet y la solution générale et y, une solution particuliere de I’équation (1.8).

D’ou par différence.

ay’ + by = f(1)

ayll, + by, = F(t)

a(y' —y,) +by—y,) =0

ou

a(y—yp) +bly—yp) =0

(1.9)

Equation différentielle / Dr F. Chita 6



Chapitre 1 Equation du lér ordre

alors (y — yp) représente la solution générale notée y;, de I’équation homogene (

sans second membre) donc y = yp, + Yp.
Cherchons la solution générale de I’équation homogene associée a (1.8).

si a(t) # 0 sur I alors :

a(t)y’ +b(t)y =0 y __b®)
Y a(t)
b(t)
<> In|y| = _/a(t)dt

_ [ k)
< y = ke JOdt, k € R.
Donc la solution générale de I’équation homogene est
_ [ b
yn = ke a(t)dt, k € R.
Il reste a déterminer y, une solution particuliere de 1'équation (1.8), pour cela on
peut utiliser la méthode de la variation de la constante qui consiste a chercher une
solution particuliere sous la forme :
_ [ )
yp = k(t)e ) s,

Supposons que la constante k est une fonction en ¢, puis on détermine k(t) a partir
de I'équation complete (1.8).
Exemple 1.8. Intégrer ’équation différentielle suivante :

ty +t+y=0  pour t#0, (1.10)

Résolvons I'équation homogene associée a 1'équation (1.10)

ty +y=0<=ty = —y

y _ -1
<~ y=0 ou —=—
] t
dy dt
<~ y=0 ou — =——
Yy t
< y=0 ou (In|ly|=—In|t|+c, c € R)

k
< y=0 ou y:;, keR

k
<:>y(t)=z, k € R.
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Donc la solution générale de I’équation homogene est y,(t) = —, k € R.
. I k(1)
Cherchons une solution particuliere sous la forme y,(t) = 5
(1.10) <= ty, +y, = —t
tk'(t) — k(t) k(t)
o ) RO,
t2 + t
<~ K'(t) = —t
t2
<= k(t) = ——.
2
Donc on peut prendre y,(t) = ~5 comme solution particuliere, et par conséquent
la solution générale de (1.10) est donnée par :
E t
y(@) =un(t) +4(t) = L — o, kER.

1.3 Equations différentielles non linéaires

1.3.1 Equation de Bernoulli

Définition 1.8. On appelle équation de Bernoulli une équation différentielle du

premiere ordre qui peut s’écrire sous la forme :

a(t)y, + b(t)y = f(t)ya7 ae R — {1}’

ou a, b et f sont des fonctions continues sur un intervalle I et a(t) 7 0 sur I.

e N B : Pour « = 0 et a« = 1 on se ramene a I’équation différentielle linéaire.

1.3.2 Méthode de résolution

En divisant par y®, on obtient :

a(t)y'y™™ + b(t)y' ™ = f(t)

le changement de la fonction défini par z = y'=“ conduit & une équation linéaire.

Eneffet 2z'=(1-— a)y'y™®
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don U%ﬁﬂzuy+uw4w=f@)

ou encore

a(t)Z' + (1 — a)b(t)Z = (1 — @) f(2).

Exemple 1.9. Intégrer 1'équation (y # 0)

y —ty =ty’ (1.11)
yl
divisons (1.11) par y®, on obtient : — —t— =t puison fait un changement de
Y Y
) 1
variable z = — = 2 cela donne 2’ = —2y'y 3.
Yy
En remplagant dans (1.11) on obtient une équation différentielle linéaire d’ordre 1,
’
1
Yy Yy
/., —3 1
—2y'y "+ 2t— = 21
y?
2z + 2tz = 2t (1.12)

la résolution de (1.12) donne :
—¢2

zp=ke ¥, zp=1=—=2=1+ ke ", k € R.

La solution générale de (1.11) est donc :

, 1 . L1
y z Y z Y 14 ce?*
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1.3.3 Equation de Riccati

Définition 1.9. On appelle équation de Riccati une équation différentielle du pre-

mier ordre qui peut s’écrire sous la forme :
Y = a(t)y® +b(t)y + c(t)

ou a, b et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I et a(t) # 0 sur I'inter-

valle I.

Méthode de résolution

e Méthode 01 : (Transformation ’équation de Riccati & une équation de Ber-
noulli)

Soit I’équation de Riccati :

a(t)y’ +b(t)y + c(t)y* = f(t) (1.13)

Soit y, une solution particuliere de 1'équation (1.13) posons y = y, + 2, donc

y = y}’) + 2/, alors la détermination de y revient a déterminer z en effet :

(1.13) <= a(y, + 2') + b(yp + 2) + c(yp + 2)* = f(t)
<= ay, + az’ 4 by, + bz + c(y] + 2ypz + 2%) = f(1)
> ay, + by, + ¢y’ +az’' + (b + 2cy,)z + c2® = f(t)
=f(t)
< az’ + (b+ 2cy,)z + cz? = f(t).

En résolvant cette derniere équation (une équation de Bernoulli), on obtient z et
par conséquent la solution y de 1’équation (1.13) de Riccati.
e Méthode 02 : (Transformation I’équation de Riccati & une équation linéaire)

Soit I’équation de Riccati :

a(t)y’ +b(t)y + c(t)y* = f(t)
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Soit y, une solution particuliere de I’équation (1.13), posons y = y, + — donc
z
’
y = y}’) - — alors la détermination de y revient a déterminer z, en effet :
z

(1.13) <= a(y; — :;) + b(yp + i) + c(yf) + i>2 = f(t)

z b 1
= ay,—a +by+ - +e(y 422 4 ) = )

2

, 9 zZ b Yp c
<:>ayp—|—byp+cyp—a§—|—;+20;+; = f(t)
=f{(t)

/

z c
<~ —a— +(b+2cy,) +_,=0
z z

<~ az' — (b+ 2cy,) —c=0.

En résolution cette derniére équation (ler ordre), on obtient z et par conséquent

la solution y de I’équation (1.13) de Riccati.

Exemple 1.10. Intégrer I’'équation :

y =y -2ty +t* 41 (1.14)

il est facile de vérifier que y, = t est une solution particuliere de (1.14).
En posant y =t 4+ z, donc :
Y =142 < 1+2' =@{t+2)*—-2tt+2)+t*+1

= 14+2 =1+2

, 9 dz —
<~z =z :>/7=/dt:>7=t—|—c
z2 z
! (t+c) = 1 1
— = — c z = =
z t+c Y t+c ’
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Exercice 1.1. 1. Résoudre les équations différentielles du premier ordre sui-
vantes :
a) Yy = 3y

’

(e) (t* =1y —y =1t €]l,4o0[

Exercice 1.2. 1. Résoudre les équations différentielles du premier ordre sui-
vantes :
dy
a) — + =
@)
(b) y' cost +y51nt =1
dy
c) — =1+
© = (1 +y)e
(d) dy + ytant =0
Exercice 1.3. 1. Résoudre les équations différentielles du premier ordre sui-
vantes :

(a) ¥y +y —Bbely® =4
(b) ¥ —y =ty®

) ¥ +pt)y +qt)y" =0,7r €R

Exercice 1.4. 1. Résoudre les équations différentielles du premier ordre sui-
vantes : .
p 1 2 2
a) y _Zy_y = —9t%,y, = at,t € ]0, +-00]

(b) 3y + y? + t2y + 2t* = 0,y, = —t%
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1.4 Etude théorique d’une équations différentielle

du premier ordre

1.4.1 Les solutions maximales et globales

d
Soit 'E.D.O d?t/ = f(t,y) ou f est définie sur 'ouvert U de
IXRY U=IxR: f=IxQ—R

Prolongement d’une solution

Soient ”y” une solution de (E) sur J C I.
Soit ¢ une solution de (E) sur J C I.

Y est un prolongement de y Si :
o) JCJ.

B) 4=y (Gt)=y(t), vVted), g=ysurdJ.

Exemple 1.11. Considérons sur I =)0, 4o0o[ I’équation

2 d 2 d 2
y'(t) = —y(t) <~ Y -y = wW_° — In|y| = 2Int + ¢
¢ dt ~ t y t

= |y| = kt* = y = kt* => y = ct”.
Soit la solution y :]3, +o0o[C I —— R.
Une solution définie par y(t) = 2.
La solution g :]2, +oco[—— R définie par :
g(t) = t2 est un prolongement de y car :

e J CJ (I3,+[C]2,+]). ey(t)=g(t),Vte J =]3,+0|.

1.4.2 La solution maximale

Une solution y : J C I —— R est dite maximale si elle n’admet pas aucun

prolongement § : J — R avec J C J  (J strictement inclus dans J).
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4t st une solution

Exemple 1.12. la fonction définie sur J = R par y(t) = e~
maximale de I’équation différentielle y’ = —4y(t) car elle définie sur R qui est un

intervalle maximale.

Théoréme 1.1. Soit a, B € R.
Soit ”y” une solution de (E) définie sur Ja, +oo[ (] — oo, B]) si:

li>my(t) (li<my(t)) n'existe pas.

tSa t—=6

Alors y est une solution maximale.

Exemple 1.13. La fonction y : J =] — oo, —1[— R par :
1
t) = ——
vt =17

est une solution maximale de y’(t) = —y?(¢) car :

1
lim — = —o0
tS—1 1+t

Remarque 1.4. Si y est une solution maximale sur l'intervalle I cela n’implique

pas que y est l'unique solution de (E) sur I.

1.4.3 La solution globale

d
Soit 'E.D.O : d:: = f(t,y) ou f définie sur 'ouvert U de R x R™ tel que :
U=1x.

7y” est une solution globale si elle est définie sur I'intervalle I tout entier.
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R"
A
cu=IXu
7
¥
U -+
o E—HI“
/ \’} Y2 N
Ya
> R
I

e y; : Solution globale maximale.
® 3 : Solution ni maximale ni globale
® 1y, :Solution maximale non globale.

® 1y, :Solution maximale non globale .

Remarque 1.5. Toute solution globale est maximale mais la réciproque est fausse.

d
Exemple 1.14. On a : d?iJE =y?et f: RXR — Rou f(t,y) = y?et

Les solutions sont :

e yi(t) =0, ViteR Solution globale, elle est définie sur I.
1 1

o yYo(t) = 3 t €] —o0,0[. 0 ys3(t) = - t €]0, 4o00].

Y2 et y3 sont solutions maximales.
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yz(x)

y3(x)

Remarque 1.6. Toute solution de (F) se prolonge en une solution maximale.

1.5 Existence locale et globale, unicité

Une fonction de plusieurs variables est dite de classe C¥, si elle admet des dérivées

partielles continue jusqu’a l'ordre k.

ePour k =1:
Soit f une fonction définie sur une partie ouverte D de R? & valeurs dans R.
d,
f est de classe C? sur D si : df et Tu existent et elles sont continues sur D.
T Y

ePour k =2 :
d? d? d? d?

f, ! y ! et s existent et elles sont
dx?’ dxdy dydz dy?

f est de classe C? sur D <=

continues sur D.

Exemple 1.15. On a : f(x,y) = xze™¥

d—(w, y) = €™ + y - ze™ continue sur R?.
T
df . 9
d—(a:, y) = x - xe™ continue sur R2.
Y

C’est & dire f est de classe C? sur R2.

Soit I un intervalle ouvert de I C R, €2 un ouvert de R™. f est une fonction

définie sur I X €.
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Lemme 1.1 (Intégrale de Gronwall). Soit ¢ une fonction continue de [a, b] dans

Ry et ¢ € [a, b], supposons qu’il existe des constantes positives A, B telle que :

t
o(t) <A+ B[ ¢(s)dsl, € la,b]
Alors :
o(t) < AeBl=  t & [a,b].

Démonstration. On a t € [a, b], supposons que t > ¢. Posons :

ﬂﬂ:A+B[¢@@.

Alors :

F € C* et p(t) < f(t) pour t € [c, b].

F/(8) = Beo(t)
(1)) = —Be 1) + £/ ()™
= e () - BF(®)) <0
= ¥ (Be(t) - B(t)) <o.
Pour t € [e, b]. Donc :
e~Ptf!(t) < Be P! f(t)
BePlo(t) < Be P'f(t),  Vt € [a,b],

comme :
ﬂﬂ:A+B£¢@w.

d
Et dt(e_Btf(t)> < 0, donc :

e P f(t) < ePf(c) = AePc (car f(c) = A).
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D’ou
e Blf(t) < Ae P,
d’autre part :
e Plo(t) < e Pf(t) < Ae”Pe
e Plo(t) < Ae”Pe
p(t) < AePt-Pe
p(t) < AePU79,

d’ou le résultat de la méme maniere on démontre t < c. O]

1.6 Régularité des solutions

Théoréme 1.2. Si f: Q C R X R® — R” est de classe C¥, alors toute solution
de (E) est de classe C*+1

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.
Pn): feCr— yecC"t!

Par hypothese y : I — R est dérivable (y’ existe ) et continue (f(¢,y) continue).
Alors y de classe C*.

- Si le résultat est vrai pour lordre ”k + 17, alors y est au mois de classe C*.

- Comme F' est de classe C¥, il sensuit que y' = f(t,y) est de classe C* (la

composée de fonction de classe C*), donc y est de classe C*. O

Proposition 1.1. Si F' est continue sur un voisinage de (¢g, Yo), alors le probléme

de Cauchy :
y= f(t9 y)
y(to) = yo

est équivalent au probleme :

y® =+ [ Flty®)dt.
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Démonstration. @  Si g = f(t,y), alors par intégration on a :
y y
dy = [ f(t,y(®))dt.
Yo Yo
Donc :

y
y—yo= [ {(ty(®)at
Yo
et par conséquent :
y
y=vo+ [ {(ty(®)dr.
(0]
Inversement, si :
y
v=1vo+ [ {(ty@)adr,
(0]

alors en dérivant, on trouve :y = {(t,y).

De plus pour t = tg, on a y(to) = yo- ]

1.7 Théoremes de Cauchy Lipschitz

Définition 1.10. On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a sa

deuxiéme variable si pour chaque : (to,yo) € I X €, il existe un voisinage V
——

U
de (to, o) tel que la restriction f/y soit lipschitzienne par rapport a la deuxieme

variable.

Définition 1.11. On dit que f est globalement lipschitzienne par rapport a la

second variable s’il existe k > 0 tel que :

Nf(t,y1) — fF(&y) |l < Ellyr —y2ll, YV, y1,y2) € T X Q X Q.

Exemple 1.16. 1. f(t,y) =t*+ 5y, ViteR, V(yi,y2) € R2
£t y1) — F(y2)] = (84 + 5y1) — (¢ + 592)| = |y1 — yel.

La fonction f est globalement lipschitzienne par rapport a la 26™¢ variable y.
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2. g(t,y) = cos(y) par le théoréme des accroissement finis V(y1, y2) € R?, Vt €
R ) HC E]y17 y2[7 on a :

cos(y1) — cos(yz) = cos’(c)(z — y)

D’ou :
[cos(y1) — cos(yz)| = |—sin(e)(@ — y)| = [sin(e)]|z — y|
< |z —yl.
Donc g st globalement lipschitzienne par rapport a la 2¢™¢ variable.

3. h(t,y) = \/y n'est pas localement lipschitzienne au voisinage de 0. En effet :

h(t,y) — h(t,0
T B S R N
h—0 y—0 VYVY VY

Remarque 1.7.

(1) Si f € C*(U), alors f est localement lipschitzienne.

(2) Une application lipschitzienne est localement lipschitzienne est continue.

1.8 Equation différentielle (Probléme de Cauchy)

Définition 1.12 (Contraction). Une contraction f de A C E est une application
f + A — A est k-lipschitzienne avec k € [0, 1[.

Remarque 1.8. f contraction = f uniformément continue = f continue.

Théoréme 1.3 (point fixe de Banach). Toute contraction f d’une partie fermée

non vide d'un espace de Banach posséde un unique point fixe (i.e f(x) = x).

Démonstration. Remarquons qu’il ya unicité d’un point fixe en cas d’existence.

En effet si @ et y sont deux points fixes, alors :

lz —yll = lIf(x) = FW)I < kllz -yl
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Comme k € [0, 1], nécessairement ||z — y|| = 0 donc ¢ = y.
On établit l'existence d'un partie fixe, on se donne o € A et on définit la suite

récurrente &, 41 = f(x,). On a donc :

|Tnt1 — || < k|2 — Tneq|

< k2||mn—1 |

< E"||zy — xo|

de l'inégalité triangulaire pour m < m, on déduit alors :

|Zn — Tml|l < [[Tn — Tno1 + Tt — Tp—2 + -+ + Ting1 — Tan|
< ®n — Tn—all + |Bn-1 — Tn-z|| + -+ - + [[Tmt1 — T
S K" l@y — @l + K T2l — @oll 4+ - 4 K™l — o]
SETHHETE 4 BT |21 — ol
<E™MEVTT LR 4o k4 1)z — |

I — @nll < k(s — ol
Ly Tm || > 1— Kk L1 Zoll|-

Comme 0 < k<1=—1—K"" <1 et par suite :

m

1—-k

[Zn — @m| < 21 — 2ol

comme ||x1 — xo|| est borné (limy, m—4o00||Tn — Tm|| = 0).
Par conséquent, x,, est une suite de Cauchy donc converge ( dans un espace de
Banach, on a I’équivalence A fermé <> A est complet) et sa limite notée & appartient
a A = A. Par continuité de f on peut ainsi écrire :

f(@n) = @pp = lm_ f(z,) = lUm zniq

= f( 11m T,) = lim x,4q

n—-4oo n—-4oo

= f(z) = .
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Théoréme 1.4. Si f : & — R" est une fonction de classe C' dans un ensemble
ouvert 2 C R X R™, alors pour chaque (£o, yo) C €2, il existe une unique solution
de 'équation y’ = f(t,y) avec y(tp) = yo dans un certain intervalle ouvert

contenant tg.

Théoréme 1.5. Si la fonction f(t,y) est continue dans le domaine U et posséde
dans w une dérivée f,(t,y) bornée, alors pour chaque point (o, Yo) de u passe une

et seulement une courbe intégrale y = (t) de I’équation :

Yy = f(t,y) avec (¢(to) = yo)-

1.9 Existence et unicité de la solution satisfai-
sante a une condition initiale

d
Théoreme 1.6. Si les fonctions f et Tu sont continues dans € et si (tg, Yyo) est
Y
un point de €2, il existe une solution ¢ et une seule définie dans un voisinage de

(to, yo) qui satisfait ¢(tg) = yo.
Exemple 1.17. Soit I'équation différentielle :

Yy = ay avec a € R.
On a :

f(t,y) =y

et

df B
E(ta y) =«

d,
f et dJ: sont continues dans tout le plan (¢, y), le théoréeme précédant montre qu’il
existe une solution unique qui passe par le point (g, yo) du plan cette solution est
p(t) =to- e®(t=t0) qui est la seule solution passant par ce point et elle est définie

pour tout t.
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Exemple 1.18. Soit I'équation différentielle :

Y
"= f(t =
Yy F(ty) £+ 1
fet 7 sont continues dans tout le plan (¢, y) sauf sur la droite t = —1, le théoréme

précédant montre qu’il existe une solution unique passant par un point quelconque

(to, yo) du plan (t,y) mais ne donne aucune information sur les solutions passant

par (—1,%o).

1.9.1 Existence et unicité globale

On conside le probleme de Cauchy suivant :

Yy =P(t,y)

y(to) = Yo

(PC)

Théoréme 1.7 (Existence et unicité globale). On suppose que U = E et ¢ €
C(I X u) une fonction globalement lipschitzienne par rapport a y.
Alors pour tout yo € w le probleme de Cauchy (PC) admet une solution unique.

De plus toute solution locale est une restriction de celle ci.

Démonstration. Supposons en premiere lieu que l'intervalle I est compact, on pose

e = C(I, E) I'ensemble des fonctions continues de I dans E, muni de la norme :

lylle = max e -t |1y (2) |

ou L est la constante de Lipschitz de .
Il est clair que € est un espace normé complet (Banach) (car I est compact). On

définit 'opérateur x : € — € par :

() =+ [ bis,y(s))ds, teL.

Il est claire 'opérateur x envoie € dans lui méme.
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Supposons que t > to. Pour tout y; et Yy, dans €, on a :

w2)(® = ) O] = v+ [ 6(s,w2(e))ds = vo — [ (s, 91()ds
=1 (s wa(s))ds = [ (s, wa(s))ds|
< [ (s, 52(5)) = $(s, 91 () lds

< [ Lllya(s) = () lsds

1.9.2 Théoremes sur les solutions globales

Théoréme 1.8. Soit f : T X R®™ — R™ une fonction continue. Supposons qu’il
existe k : I — R continue telle que pour tout t € I 'application y — f(t,y) est
Lipschitz de rapport k(t). Alors tout solution maximale du probleme y’ = f(t,y)

est globale.

Exemple 1.19. Toute solution maximale de :

y =tV +y?
y(xo) = Yo

est globale. En effet :

1. Pour tout t € R, la fonction f(t,y) = x+/t? + y? est continue.

2. La fonction y — f(t,y) = t+/t? 4 y? est lipschitzienne de rapport k(t) =
|t| (continue sur R), car pour tout y,z € R, on a :
|y* — 27|
VE +y? + V2 4 22
z —z
< sl +1=Dly (1.15)
VI +y? + V2 + 22
< [tlly — z|

|f(t7 y) - f(taz)| S |£L‘|
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puisque

ly — z|

t
| Ix/t2+y2+\/t2+z2 -

D’apres le Théoréme précédant 1.8 toute solution maximale de (1.15) est glo-

bale.

Théoréme 1.9. Soit f : R X R® — R"™ une fonction continue telle que :

1f (@, vl < a(t) + 8@yl

pour a, B positives et continues. Alors les solutions du probleme :

yl:f(t’y)a teR
y(to) = Yo

sont globales.

Théoréme 1.10. Soit f :]a, b[xR™ — R™ une fonction continue et bornée. Alors

toute solution de :
y = f(t,y), teR

y(to) = yo
est globale.

Remarque 1.9. La solution unique du probléme de Cauchy peut étre construit par

la méthode approximation successives suivante :

Yo(t) = Yo
n® = [ £t go(®)dt +yo

va(®) = [ £t yr(0)dt + yo

0al®) = [ £t gar ()t + yo.
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Exercice 1.5. 1. Montrer que la fonction f définie par f(t,y) = t® + y? est

localement lipschitzienne par rapport a y sur R.
Exercice 1.6. Montrer que toute solution maximale de
Yy =tV +y?
y(to) = Yo

est globale

Exercice 1.7. On considére I'équation différentielle (Es) : y' = (14cost)y —y®.

— Soient tg,yo € R, Etudier Iexistence et 'unicitéé de la solution maximale y

de I'équation (FE3) qui vérifie y(to) = yo

Exercice 1.8. 1. Les fonctions suivantes sont elles lipschitzienne en y.
filt,y) = In(t* +y* + 1)

F2(t,y) = 24/y,y € [1,+o0]

2. Montrer que la fonction ¢ définie sur |—oo, 2] par ¢(t) = 2(12 > est une
solution maximale de I’équation y = y3.
Exercice 1.9. 1. étudier la lipschitzienne au voisinage de 0 de la fonction f dé-

finie sur R par f(y) = 3+/|y|-
2. Soit @ > 0. Vérifier que la fonction y définie sur R par

9
z(t—a)z,t>a
0,t < a.

est solution du probleéme de Cauchy 3" = 3,/|y(t)| avec y(0) = 0.
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