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Théorie des mécanismes

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme d’un mécanisme

Objectifs :
» Déterminerle torseur de la liaison équivalente ;
» Calculer la mobilité d'une chaine cinématique ;

» Calculerle degré d’hyperstatisme d'une chaine cinématique.
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d’un mécanisme

3.1. Analyse statique et cinématique d’un mécanisme

Dans l'étude du comportement d'un mécanisme, on s'intéresse en particulier aux
mouvements relatifs ou absolus des pieces, aux efforts transmis dans les liaisons, et a la
relation entre les deux.

En statique, I'équilibre des pieces donnent les équations (6 équations) et les
liaisons donnent les inconnues de liaison : Le probleme comprend a priori 6 équations
par piece et autant d'inconnues statiques indépendantes qu'il y a de degrés de liaison en

toutl.

En cinématique, le mouvement des pieces donne les inconnues (6 degrés de
liberté ou simples parametres cinématiques indépendants) et les liaisons donnent les
équations: pour le probleme on dispose alors de 6 inconnues par piece et autant

d'équations qu'il y a de degrés de liaison.
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d’un mécanisme

3.2. Définitions

Mobilité d’'une chaine cinématique : c'est le nombre de mouvements indépendants qui

peuvent exister dans une chaine cinématique.

Exemple 3.1 : Mécanisme a 4 barres

La barre AB est I'élément menant paramétré par « les autres
barres par f et y.
Les variations de § et y sont controlées par a c.a.d.

p=fla)et y=7f(a)

Donc les mouvements des barres BC et CD dépendent
chacun du mouvement de la barre AB. Le seul mouvement

indépendant est ce lui de la barre AB. Doncm =1
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d’un mécanisme

3.2. Définitions

Mobilité d’'une chaine cinématique : c'est le nombre de mouvements indépendants qui

peuvent exister dans une chaine cinématique.

Exemple 3.2 : Bras d’un robot

Dans ce mécanisme les 3 éléments sont indépendants
I'un de I’autre, le deuxiéme peut effectuerun
mouvement indépendamment du premier et du
troisiéme, on a 3 mouvements indépendants alors

m=23
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d’un mécanisme

3.2. Définitions

Un systeme est hyperstatique lorsque les équations issues de 'application du principe
fondamental de la statique (voir de la dynamique) ne permettent pas de calculer toutes les

inconnues d’efforts des liaisons.

ﬁ . [—}* Rx MAx 0 0
Ty = {ﬁ _g o = Ry Myye=30 0
4= R, My,) o 0

Le nombre d équations = Nombre d’inconnues c est le cas isostatique

Degré d’hyper-statisme d'une chaine cinématique : c'est le nombre d’inconnues de
réactions de liaisons qu’on n’arrive pas a calculer en écrivant le modele statique de la
chaine. C'est la différence entre le nombre d'inconnues et le rang du systeme d’équations

obtenues par 'analyse du mécanisme.

Sile nombre d’inconnues est supérieur aux nombre d’équation c’est le cas hyperstatique, on

introduit le degré d’hyperstatisme noté h.
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d’un mécanisme

3.2. Définitions
Si le nombre d’inconnues est supérieur aux nombre d’équation c¢’est le cas hyperstatique, on
introduit le degré d’hyperstatisme noté h.

Exemple 3.3 :

La figure ci-contre montre 2 systemes

différents : ' T ' T

- Le premier est isostatique car les réactions _a b ~alb ¢
peuvent étre déterminées avec les
équations de la statique h=0
- Le deuxieme est hyperstatique car les
équations de la statique ne suffisent pas _.._' _.,' _.,' __,i __,'
A Rg Ra Re™ Rg

pour déterminer la réaction R, \ :
Systeme 1 Systeme 2

Une seule inconnue h=1
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

Cette architecture est tres utilisée dans les constructions mécaniques. Considérons un systéme
mécanique composé de deux pieces en L liaisons paralleles entre elles. L analyse des liaisons en
parallele se fait de deux visions : cinématique et statique.

eq
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

Cette architecture est tres utilisée dans les constructions mécaniques. Considérons un systéme
mécanique composé de deux pieces en L liaisons paralleles entre elles. L analyse des liaisons en
parallele se fait de deux visions : cinématique et statique.

Exemple 3.4 :

vi

¥
c>///
]
N
J
fa

% LA B :
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Cette analyse a pour but de déterminer la nature de liaison équivalente et de calculer la mobilité du

systeme mécanique considéré, pour cela on associe a chaque liaison £; un torseur cinématique 9,

——

(i=1,L) tel que ¥; = {_,1 et on associe également a la liaison équivalente le torseur :

Vi
_E_[ﬁ
Oog =1 1 =14
Veq V

Pour qu un seul mouvement soit possible entre les deux pieces 1 et 2 il faut que toutes les liaisons
le permettent d ot :

191:192:193:.“:191,:19&(]
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

9 [ﬂeq B {ﬁ’
eq =~ )= )= 191
Veg YV

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

C’est la propriété cinématique de 1architecture parallele. On obtient 6L équations :

) :
U, = ﬁeq
et en utilisant les composantes :
wy Vy Wix Vix
ﬂeq = L'U}, V}, et ﬂi = G_}i}, Viy (I:IL)
Wy I”’_Yz Wiz l"!iz
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

On obtient le systeme a 6L équations suivant :

(Wx = W1y
W; = W1z
Vx = le
Ve ="V,
Wy = Way
Wy = Wayy (@x
Wz = W2z Wy
Ve = Vax W
. _ (2) ; Le vecteur des inconnues est X = 4 ;¢
v, = Va, %J
1,
Wy = Wiy
Wy = Wiy
Wz = Wiz
Ve = Vix
Vz
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Pour déterminer la mobilité m on adopte 1'une des méthodes conjuguées :
a) m = Nombre des composants de X non nuls avec m <6
b) On sélectionne les équations a terme droit nul du systeme (2, on obtient le systeme suivant :
AX=0
w
Bt 07

* k% ok ok k| A S
Vx

Lx % % x  x % Vy L')
\V, -

Si le nombre des équations a terme droit nul est p alors la matrice A est d ordre 6*p . Soit r, le
rang de la matrice A, alors la mobilité m=6 - r. avec 1. < 6
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Remarques :

0
=0
. =0
1)Sin,=6 =>m=0 etX =0 ou-x 0 aucun mouvement
0
0

~
= S8 FE

2)Sit, #0 =>m =1 aumoins il yaau moins un mouvement

Ve
La nature de la liaison équivalente dépend de son torseur { @y V} ¢ lequel sera comparé a 1'un
Vz

des torseurs cinématiques des liaisons usuelles.
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Exemple 3.5 : Palonnier

y A _
1) Déterminer m; | @

2) Déterminer la liaison

équivalente.

| |
| |
A v Bv ' AI kljB
NN X I
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

AN

3.2.1. Analyse cinématique yA | {OY
Exemple 3.5 : Palonnier =T
A v B _ UJ L I
/ / X / 7, /////// 0

Solution :

1) Les deux liaisons en A et B sont ponctuelles, leurs torseurs cinématiques s écrivent :

F Wax Vax F Wgy Vpx
Uy = {jﬁ ={ way 0 }et Y= {_,B =<{ wgy 0
VA mAz VAZ VB sz VBZ

Ces deux liaisons sont paralleles alors :
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

AN

3.2.1. Analyse cinématique yA | {OY

vy L I3

7z x i

Exemple 3.5 : Palonnier

Solution :

Pour pouvoir comparer les 2 torseurs on écrira U5 au point A :

—

L Wpx Vpy i f ke
9 =95 + ABNQg =< wgy, 0 4|, 0 0
Wgz VEZ WpRy wB}f Wpz
WpRy VBx 0 Wgy VBx
98 =3 wpy 0 4+ (—awgz) = { Wpy —awp;
wg, Vg, AWpgy Wgy (Vgz + awpy)



Théorie des mécanismes

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Exemple 3.5 : Palonnier

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

| I3

B
Z x il
Solution :
W4y VAx WRy VBx Wy Vx
(1) permet d’écrire : way 0 »={ Wpy AWpz  =<{w, V,
Waz Vaz Wpz (Vp, + awgy) w, V,

Avec la remarque que A € (1) et B € (1) donne (p
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

AN

3.2.1. Analyse cinématique yd | {01
1
Exemple 3.5 : Palonnier ]
|
!
VY |
X
Z / //////// 0
"a—"
Solution :
On obtient le systeme d’équations :
s Wy = Way Wy = Wyy
Wy = Wyy Wy = Way
W; = Waz Wz = Waz
Vx = VAx V;; = VAJC
v, =0 v, =0
V, = V4 ‘ _ V, =V,
{ CU:i — w;x V), = —awp, = 0= wpg, = 0 ; le systeme devient < cuj = wBZx
Wy = Wpy Wy = Wpy
Wz = Wpz w, =0
‘/x = VBJC Vx - VBJC
V) = —awg, Vy = —awp,
\V; = Vg, + awp, \V; = Vp, + awp,,



Théorie des mécanismes

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Exemple 3.5 : Palonnier

Solution :

L
Le torseur 9,

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

y A | f’@

vy L I3

7 X i

mx VI
s'écrira 1 { Wy 0 » donc m= 4
0 v,
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.1. Analyse cinématique

Exemple 3.5 : Palonnier

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

]

Solution : Et si on utilise la 2° méthode

Qui s écrit encore :

|

00 00 1 0
A‘b 0100 0

0
0

0
0

|
X / /%%%7/0

le systeme A.X=0 s’écrira :

{@zu
w, =0
wx
Wy,
0 0 1 01)%( _ (0
1 0 0 U]W’H_{o}
V}’
\V, )

] a 2 lignes indépendantes donc 1, = rang(A) = 2

Alors la mobilitt m=6—-1r.=6—-2=4
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

AN

3.2.1. Analyse cinématique yd {OY

| ir

Exemple 3.5 : Palonnier

" A | ' v

- A "B |
7 x T
"a—_‘
Solution :
wy Vx
2) ﬂeq =4 Wy 0 est le torseur d'une liaison linéaire qui manque d'une translation suivant
0 V

'axe Ay et d une rotation autour de 'axe Az
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique

Le but de l'analyse statique est de trouver la nature de la liaison équivalente et le degré
d hyperstatisme h, pour cela considérons les configurations suivantes et isolons 1'une des deux
pieces dans chaque cas :
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique

Le principe de la statique donne :

LT+ T =1{0} (1)
Lug
Tex""-:\- .
e"\b@".\
.
T

Des équations (1) et (2) on tire :

On obtient un systeme d équations A.X=1,, ;X vecteur des inconnues qui sont les
réactions aux liaisons
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique

Le degré d hyperstatisme h= rg-ng
rs : Rang de la matrice A
ns: Nombre d’équations

Exemple 3.6 :

Déterminer le degré -

d’hyperstatisme et le type 7 7

| P
1

de la liaison équivalente. |
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d’'un mécanisme
3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique

D 1
Exemple 3.6 :

i
1

A
|

¥

\
il
i

Solution :

Les deux liaisons en A et B sont pivots et elles sont en paralléle.
Les torseurs statiques des deux liaisons :

RA.’JC 0 RBx 0 Rx Mx
T4 = Ray Myy et 15 =1<Rpy Mpy; Iletorseuréquivalent : Teqg = Ry, M,
RAZ MAZ RBZ MBz Rz Mz
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d’'un mécanisme
3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique -

]
y /\ 1
Exemple 3.6 :
A B T?T T?T
=t +—h—= . =
X | —
S & &
a 1 3
Solution :
L écriture des torseurs se fait au point A :
Rpy 0 a RBx Rpy 0 0
8 =15 + ABARg = {Rgy Mpy ; + 0) A| Rpy | =<{Rpy Mpy +| —aRp,
Rp; Mp; 0 Rp; Rpz; Mg, aRBJ’
Rpy 0
‘I‘ﬁ‘ = RB}-’ MB}’_HRBZ

RE'Z MBz+aRBy
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d’'un mécanisme
3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique

D 1
Exemple 3.6 :

i
1

A
|

¥

§
=l
o

Solution :

L analyse statique de 1"architecture paralléle permet d’écrire :

L
Teq =Zri=>req =TA+T'§
i=1
RAx 0 RBx 0 Rx Mx
Ray Myyt+<{Rpy Mpy—aRp;; ={R, M,
Raz My, Rp; Mg, + ﬂRBy R, M,
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique -

h 1
Exemple 3.6 :
% #
B
I . l l I RS BN 2
| I I 1 -
. | _—
Solution : a -+
Puisque 7,4 = —T,, alors 7,, est connu et les inconnues sont les réactions aux liaisons :
On obtient le systeme d équations :
rR:—’lx\
RBx
( Ry + Rpy = R, R,qy
Ry +R, =R, Rg,
) Ryz + Rp, = R, X = Ry, >
Mx — 0 RBZ
MAy—|_MB}'_aRBZ=My MA}’
\My, + Mg, + aRg, = M, Mg,
MAZ




Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme

d’'un mécanisme
3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique

D 1
Exemple 3.6 :

i
1

A
|

¥

Solution :

Sans chercher la matrice A, il est clair que le nombre d’'inconnues est 10 et le nombre
d’équations est 9.

Si on veut travailler avec la matrice A : Ce systeme peut s’écrire sous la forme : A.X= 7,
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique -

1
y /\ 1
Exemple 3.6 :
A B "T?T T?T
: - H— N N 2
. | _—
S & &
a 1 3
Solution :
IrRAx‘”
RBI
Rﬂy R ( Ry + Rpy = Ry
1 1.0 0 0 0 0 0 0 07|k ((x) Ry, +R =R
By R y By y
0011000000R y R. +R. =R
0000110000<R‘4‘?>=<R2>< AZMEZUZ
0000001100M32 M, MJer—_R—M
000 0 O0OO0TUO0OTUO0OT1 ] W M) ay t Mpy, —arpg, =M,
MB}; kMAz—'_MBZ—I_aRBy:Mz
MAZ
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.2.2. Analyse statique -

Exemple 3.6 :

i
1
A
|

§
=l
o

Solution :

Le nombre d’inconnues ry = Rang (A) =10 (10 colonnes indépendantes) et le nombre
d’équations ng= 5
Le degré d hyperstatisme h= 10-5=195
Ry + Rpy 0
La liaison équivalente a pour torseur : { Ray + Rpy May + Mpy — aRp,
Raz + Rpz; My, + Mp, + aRp,y,
Qui est un torseur d’un pivot : rotation autour de Ax



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.1. Etude cinématique

Soit une chaine ouverte constituée de N éléments liés entre eux par L=N-1 liaisons.

B G e N ® -
‘ Wiy Vix
Soit le torseur cinématique de la i®™ liaison 9; = { W;, V;
q i y y
Wiz Viz

La relativité des mouvements permet d’écrire :

15'r.-,ﬁ = 19:1{:1—1 + 15'n—l{n—z + et l92{1
En considérant la liaison équivalente 1 Up, ;1 = Uy
Donc :

19.«3@ - ﬁnfn—l + ﬁn—l{n—z + - 19:41,/1

Pour trouver la mobilité m : m = Nombre de composants non nuls de ¥,
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.1. Etude cinématique

Exemple 3.7 : Bras d’un robot

Les longueurs des bras 1, 2 sont respectivement a et b.

On demande de déterminer la mobilité m et la liaison équivalente.
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.1. Etude cinématique

Exemple 3.7 : Bras d’un robot

Solution :

A Lo Lc Zeq

o @ @ ®

Les liaisons en A,B et C sont des pivots et leurs torseurs cinématiques associés s écrivent :
ﬁeq = 193,/2 + l92/1 + ?91/0 (1)

0 0 0 0 0 0
193';2210 U}ﬁzﬂz[o 0]9’[ 191{@:[0 Ol
0

Wy Wpg, 0 oy 0
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.1. Etude cinématique

Exemple 3.7 : Bras d’un robot

Solution :

Ecrivons ces torseurs au point A :

l9?}2 - 193/2 + EEA53/2 = 193/2 + (Eﬁ + EE)Aﬁg/z = 193/2

0 0 acosa + bcosp 0
=iU 0 +(asina+bsinﬁ)f\( 0 )
Wey 0 0 Wey
0 0 (asina + bsinf)w, 0 (asina + bsinf)w¢,
= {0 0¢+ (—(acosa + bcosﬁ)wCZ) = [U —(acosa + bcosﬁ)m&}
we; 0 0 W, 0

0 0 acosa 0 0 0 awg,sina
1951,}1 = Uy + ng\ﬁzn = {U 0 } + (asina) f\( 0 ) = {U U} + (awgzcosa)
wg, 0 0 Wpy wg, 0 0
0 awg,sina
= {U — (,IQJ'EZCDS(I}

Weg, 0
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.1. Etude cinématique

Exemple 3.7 : Bras d’un robot

Solution :

En appliquant la relation (1) :

0 (asina + bsinﬁ)m,gz] { 0 awg,Sina } { 0 0 }
+ +

Ueq =410  —(acosa + bcosf)we, 0 —awg,cosa 0 0
Wez 0 Wpz 0 Wy, 0

0 (asina + bsinf)w,, + awg,sina

ﬁeq = {0 —(acosa + bcosp)we, — awp,cosa

(w,, + wp, + w¢,) 0

De ce torseur on tire m=3 et la liaison équivalente a une rotation autour de Az et 2 translations
suivant Ax et Ay
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

TEK -TER TEK ﬂfeq _TEK
Si on isole la piece 1 dans les deux cas (schémas en haut) :

TE'K rzll TE}( TN!l
—(1 -

Tyn + Tex =10} (1) Ty + Tex =10} (2)

—

Avec Ty/y = Tpq ,alors onaura: Tey + Ty = {0}

T1/2 = Tex
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

rEK -TEK TEK E&q _TEK
Si on isole la piece 1 dans les deux cas (schémas en haut) :

Tex Ton Tex Ty
—(1 -

Tyn + Tex =10} (1) Ty + Tex =10} (2)

—

Avec Ty/y = Tpq ,alors onaura: Tey + Ty = {0}

T1/2 = Tex

Sionisole la piece 2: Ty + T3/ = {ﬁ} (3)
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

TZ,’l + Tex = {6} (1) TNfl + Toy = {ﬁ} (2) 1'1,12 + T3’;2 — {_6} (3)

De (1) I'équation (3) s’écrira:  Tp/3 = Ty (T2/3 = —T3/2)
Faisons de méme jusqu'a la piece N
TN—l/N = Tex
En écrivant la relation statique de I'architecture en série :

T1/2 = T2/3 = *** = IN-1/N = Tex = ~leg
Ou:

T2/1 = T3/2 = " = In/N-1 = Teq

De cette relation il découle : Nombre d’équations = Nombre d’inconnues c.a.d. h = 0 alors le
systeme mecanique est isostatique.
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3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Reprenons le mécanisme précédent et étudions le statiquement :
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d’'un mécanisme
3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :

Les liaisons en A ,B et C ont pour
torseurs statiques :

RAx MAI
T1/0 = RAJ* Mﬂ}f
Ry, 0 R M
( g §
Rpx Mpx Le torseur équivalent . Teqg = Ry My
IZfl = 4 RB}’ MB}’ R M
Z Z
\. RBZ 0
rrH‘t:'x My
32 = Ry Mey
\. RCZ 0




Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :

Ecrivons les torseurs 7,,; et T3, au point A :

Rgy Mg, acosa Rpx Rpx  Mpy
Télfl = T2f1 + ABARB = RB_’Y MB}-' + (ﬂSiﬂﬂ’.) A RE’y = RE}F MB}’ +
RBZ 0 0 RBz RBZ 0
aRg,sina Rpy Mg, + aRg,sina
—aRg,cosa =< Rpy Mp, — aRpgzcosa

aRpycosa — aRpysina Rg, aRpycosa — aRgysina



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :

T3Af2 — T3’{2 + R/\EC - TE + (E + R‘)) AEC
2

Rex Mcy acosa + bcosf Rex
= < R¢y Mcy ¢ + (asintx + bsinﬁ) A Rey

RCZ 0 0 RCz

Rcy M, Rc;(asina + bsinf3)
={ Rey Mgy ¢+ —R,(acosa + bcosf)

R, 0 Rey(acosa + bcosf) — Rex(asina + bsinfs)

Rey Me, + Ro,(asina + bsinfs)

=< Rey Mcy — Rez(acosa + beosf)

R, Rey(acosa + beosf) — Rex(asina + bsinf)



Théorie des mécanismes

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :
RAI Mﬂx RBx
Ray May =14 Ray
R Az 0 RBZ
Rﬂ'x
Rey

Rc, Rey(acosa + beosf) — Rex(asina + bsing)

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

T170 = T2/1 = T3/2 = Teq
Mg, + aRg,sina

Mp
aRpycosa — aRpysina

y — aRpzcosa } =

Mc, + Rc,(asina + bsinf) R, M,
M¢y — Rez(acosa + becosp) + =< R, M,
R, M,
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :

On obtient le systeme d équations : (Rax)
RBx
RCx
(Ryy =R, [ Max = M, Ray
Ry, = R, Mg, + aRg,sina = M, R,
Rq, =R, M., + Rg,(asina + bsinf) = M, Re,
Ray =Ry May = My R4,
{Rpy =R, < Mgy, — aRpg,cosa = M, X =< Rg, }
Rey = R, M¢, — Re,(acosa + beosp) = M, R¢,
RAz = I, 0= MZ MAx
Rz, =R, aRgycosa — aRpysina = M, Mp,
\Re, = R, kRC},(acosa + bcosp) — R (asina + bsinf) = M, My
My,
Mpg,




Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :

Si on omet les 3 dernieres équations on aura 15 inconnues (les réactions aux niveaux des liaisons
A, Bet C) et 15 équations donc h =0 et le systeme est isostatique
M, = 0 entraine aRgycosa — aRgysina =0 et Rpy, = Rpy =0
Rey(acosa + becosff) — Rex(asina + bsinff) =0 et Rgy = Rexy =0
Et tout cela donne :
Rgy + Rpy = +Rp, =R _=10

RAy—i_RB}i:RCy:Ry:O

M, =0
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d’un mécanisme

3.3. Analyse des liaisons en paralléle

3.3.2. Etude statique

Exemple 3.8 : Bras d’un robot

Solution :

Donc le torseur de la liaison équivalente s écrit :
0 M,
0 My quiinforme qu’'il y a 2 translations suivant Ax et Ay et une rotation autour de Az,
R, 0

méme résultat obtenu avec 1'analyse cinématique.
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d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées
3.4.1. Analyse cinématique

Considérons une chaine fermée de N pieces et L liaisons auxquelles on associe les torseurs

cinématiques : ¥/1 ; U372 ;... Un/n-1: V1N ¥
1
2
N "
L ﬁ) "
Ona: 9 =0 1
N/N 1 Z

Et la relativité des mouvements permet d écrire :
In/n = Unjn-1 T On-ayn—2 + -+ 0y = {U}

Un/n-1 T Unoqyn—2 + -+ 9y = {6}
Cette relation permettra d'avoir un systeme d équations entre les quelles on sélectionne celles de

la forme A.X = {0}

X : Vecteur d'inconnues n.*1
A : Matrice n.*p
La mobilité m= n.r, avec r.=rang (A)



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.1. Analyse cinématique

Exemple 3.9 : Mécanisme a 4 barres

Déterminer la mobilité de ce mécanisme.




Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.1. Analyse cinématique

Exemple 3.9 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

Le graphe de liaisons :

OO
OO

o0 = Vo1 + V12 + 023 + 03,0 =0

0 0 0 0 0 0

OJAZ 0 w Bz 0

0 0
193{3 —, 0 D}

Wpz 0
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d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.1. Analyse cinématique

Exemple 3.9 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

Au point A, les relations précédentes devient :

o o 0 0 Rcosa 0 0 Wg,- Rsina
lt)}iqfrz =70 OI + ABA.QB = 0 0+ (Rsfncr)ﬂ 0 = 1 0 _CL]BZRL'US(I]
Wy 0 Waz 0 0 Wpy Wpy 0

o 0 0 0 Rcosa + 4Rcosy 0
1‘)‘2‘1’,3 ={ 0 DI + ACAQ, = % 0 DI + (Rsina — 4Rsiny |A| O
Wez 0 Wez 0 0 Wey

0  weg. (Rsina — 4Rsiny)
ﬁfﬁ =1 0  wg,. (Recosa + 4R(;05}/)}

Wcy 0
0 0 (0 0y /-R 0 0  —2Rwp,
945 =1 0 0]+ADAQD =10 0}+(—2R)A( 0 )_g 0  Rwp, ]
Wpz 0 Wpz 0 0 Wpyz Wpy 0



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.1. Analyse cinématique

Exemple 3.9 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

190';1 + 1911/2 + 192x3 + ﬁgf[) —_ 0 donne :

0 0 0 Wg,. Rsina 0  wey. (Rsina — 4Rsiny) 0 —2Rwp, 0 0
0 0;+9 0 —wpyRcosa;+71 0  we,. (Recosa + 4Rcosy)+14 0 Rwp, (=10 0
Waz 0O Wpy 0 Wy 0 Wpy 0 0 0

O_}Az + {’UBZ + {’UCZ + {’UDZ =(
Wg,. Rsina + w¢,. (Rsina — 4Rsiny) — 2Rwp, = 0
—wpg,Rcosa + wc,. (Rcosa + 4Rcosy) + Rwp, = 0

n, =4 Nombre inconnues et r. =3 Nombre d équations

m=n.—r,=4—-3=1



Théorie des mécanismes

Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Isolons chaque piece :

Piece (1) © 1y +Ty)y + Toy = {ﬁ}

Tev
@ -— Ty

f

Ty

Piece (1) . Ti-1/i + Ti+1/1 = {6} (IZZ,N-l)

On obtient un systeme d’équations :

A.X=B

Piéfe (2} : lefz -+ Tgfz = {6}

T2

\®,\ra "

X : Vecteur ng*1
A : Matrice p* ng

rs=rang (A)
Le degré d hyperstatisme
h= ng- 1



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique
Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

Reprenons le mécanisme précédent et déterminons le degré d’hyperstatisme.




Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

[La chaine est fermée.

Ro/1x Mo/1x Ro/1x M3/1x
Tos1 = { Ro/1y Moj1y (T2 = Ra/1y M3 1y

Ro/1z 0 R2/12 0
T3/2 = R3/2y M3,/2y

R3/2; 0

Ry My
Text = R}' MJ’

RZ MZ



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

Isolons la barre (1)

To/1 T T/ T Tex = {G}

Au point A :

rRﬂz’lx Mo/1x R2K1x M3/1x Rcosa R2z‘1x Ry My

tRos1y  Mosqy ¢ +{R2/1y Myyqy ¢+ (Rsinfx)ﬂ Ra/1y | +4{Ry My} = {ﬁ}
kRﬂflz 0 szlz 0 0 RZ/lz Rz Mz

(Rojix Mg)1x Ra2/1x Mz/1x + RsinaRy/, R, M, ~
4 RDI‘/]_}; MD/ly -+ sz{l}f szly — RCUSCL'RZI‘/]_Z -+ R}, M}’ = {0} (1)
ILRUKIZ O RZI/IZ RCOS(IRZI{]_}, — RSinﬂsz‘lx RZ M

[solons la barre (2) @ 7,5 + 73/, = {6}



Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

Au point A :
Ro/1x My 1x + RsinaRy/q, R3/2x M3f2x
—<{Rz/1y M3 /1y — RcosaRy /1, + { R3/2y M3/2},
Ry/1, RcosaRy sy — RsinaRy R3/2,

Rsina — 4Rsiny R3/2y | = {0}
RB/ZZ

(R(,G:-.a: + 4Rw§.}f (R3I2x

RZ/lx szlx + RSinﬂszlz

—<Ra/1y M3/1y — RcosaRy,q, +
Ry/1z RcosaRy/qy — RSinaRy qy

R3/2x Ms /2y + (Rsina — 4Rsiny)R3 5,

R3/2y M3/, — (Rcosa + 4Rcosy)R3 2,

{0} 2)

R3/2z  (Rcosa + 4Rcosy)Rzzy — (Rsina — 4Rsiny)R3 oy
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d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

£:=2R

Solution :

La barre (3) : 15/3 + To/3 = {6}
RDfo M[)/Sx

To/z = Royay Mo/3y
Ro/3z 0
Au point A :
R3 /25 Ms3/2x + (Rsina — 4Rsiny)R3,, Ro/3x Mo/3x
—<{R3/2y M3 /2y — (Rcosa + 4Rcosy)R3 ), +{Roszy  Mgszy ¢+

R3/2z  (Rcosa + 4Rcosy)Rz /2, — (Rsina — 4Rsiny)R3 o, Roy3z 0

R Ro/3x
(—ZR)A Roszy | = {0}

0 RD;‘BZ
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d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

La barre (3) : 75/3 + Tg/3 = {{_j}
R{}ﬁx Mﬂfo

To/sz = Ro/3y Mo,3y
Roy3z 0
Au point A :
et
R3/2x M3 2x + (Rsina — 4Rsiny )Rz,
—{R3/2y Ms,2y — (Rcosa + 4Rcosy)R3 5, +

R3/2z  (Rcosa + 4Rcosy)Rsz y — (Rsina — 4Rsiny)Rszx
R0f3x MD,’Sx o 2RR0;‘32
Rozy  Moszy —RRoszz »={0} (3)
RU,’SZ _RR{)[B}' o ZRRDfo
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On obtient finalement le systeme d’équations :
( Rﬂflx + RZ/’lI + Rx =0

Roj1iy + Rzj1y + Ry, =0
Roj1z + Rzj1z ¥ Rz, =0
Mo/1x+My/1x + +RsinaRy,;, + My =0
Mo/1y + M2/1y — RcosaRy /1, + My, =0
RcosaRy 1y — RsinaRy 1 + M, = 0
—Rz/1x T R3j2x =0
~Ra/1y + Ry =0
—R2/12 T R3/2, =0
—My /15 — RsinaRy 1, + M3 )95 + (Rsina — 4Rsiny)R3 /5, = 0
—M3 /1y + RcosaRy 1, + M3z, — (Rcosa + 4Rcosy )Rz /5, = 0
—RcosaRy,y, + RsinaRy 5 + (Recosa + 4Rcosy)R3 5, — (Rsina — 4Rsiny )Rz 5, = 0
Ro/zx — Rzjex = 0
Ro/zy = R3jzy =0
R0;3z - R3/23 =0
Mg/3x — 2RRg /3, — M3 5, — (Rsina — 4Rsiny)R3,,, = 0
Mo/3y — RRg/3,—M3/2y, + (Rcosa + 4Rcosy)Rsz/p, = 0
. —RRg/3y — 2RRg/3x — (Rcosa + 4Rcosy)R3 5, + (Rsina — 4Rsiny )Rz 5 = 0




Théorie des mécanismes Chapitre 3 : Mobilité et hyperstatisme
d’un mécanisme

3.4. Analyse cinématique et statique des chaines fermées

3.4.2. Analyse statique

Exemple 3.10 : Mécanisme a 4 barres

Solution :

Donc :

Nombre d’équations r, = 18
Nombre d’inconnues n, = 20

h=n,-r,=2
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d’un mécanisme

3.5. Recherche systématique des solutions isostatiques

D’apres les deux dernieres expressions de h et pour rendre le mécanisme isostatique,
il suffit « a priori » de choisir de nouvelles liaisons (voir tableau de liaisons normalisées) de

telle facon que :

h=0
donc Nc=mc+6
et Ns = 6n-mc

donc toute proposition de modification en vue de rendre un mécanisme isostatique doit
faire 'objet d'une vérification :
Etude cinématique : mc, mcu, mci ;

Etude statique : Ns, h.
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d’un mécanisme

3.5. Recherche systématique des solutions isostatiques

Exemple 3.11 :

Soit le mécanisme a 4 barres suivant :

Lag C Leo

Sachant que le degré d’hyperstatisme h=2
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d’un mécanisme

3.5. Recherche systématique des solutions isostatiques

Exemple 3.11 :

L’ajout des liaisons Zip et Z¢p qui sont des glissieres (Degré de liberté T,) entrainera la
neutralisation des composantes R,p et R,c d’ou h=0 et le mécanisme est isostatique. La mobilité
avant et aprés modification est m=1

Il y a multitude de combinaisons d’ajout de DDL pour le cas de ce mécanisme, on peut proposer :

C Leo

C Leco




