Chapitre 4 : Systémes continus

4.1. Introduction

La formulation mathematique de I'équation d'équilibre dynamique d'un systeme continu
possédant un nombre infini de degrés de liberte conduit a des €quations différentielles aux

derivees partielles. Les variables independantes sont le temps et la position du point.

Le milieu confinu est suppose lineaire elastique, homogene et 1sotrope. Notons que la

reponse propre de la structure est independante du chargement applique.

Dans ce chapitre, on s’intéresse essentiellement a I'¢tude des barres et poutres, ¢’est-a-
dire, des problemes unidimensionnels pour lesquelles les coordonnées se reduisent a la donnee
de la section reperee par son abscisse curviligne x. Le champ de déplacement est donc : u =

u(x, t), en d’autres termes, on utilise les hypotheses de la résistance des matériaux.
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4.1. Introduction

Les hypotheses de 1'établissement des equations de 'équilibre dynamique sont:
- Le systeme est constitue d'une poutre droite,

- Les sections droites des poutres restent droites au cours de la deformation (hypothese de

Navier-Bernoull),
- Les transformations restent petites (Hypothese des petites perturbations).

Nous nous intéresserons ici aux vibrations libres des poutres droites, c’est a dire la réponse

vibratoire caracterisée par les modes et pulsation propres.

Dans tout ce qui suit, on suppose que la section de la poutre est constante et que les

modules d’elasticité du materiau (constantes de Lame) sont constantes.
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite

Le principe de Hamilton applique a des poutres droites est donnee par :
5[ L(wu,t)dt =0 vdu(x) C.A. (0); C.1. (0) (1)
1

L : Le Lagrangien du systeme.

Les composantes du champ de déplacement sont les deux déplacements u(x),v(x) et une

dv(x)
dx

rotation v (x) =
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite
5 fttf L(u,,t)dt =0 vou(x) C.A. (0): C.1(0) (1)

dv(x]

v(x) =

Soit p la masse linéique de la poutre et S l'aire de la section de la poutre. Les equations

d'équilibre dynamique d'une poutre droite a plan moyen chargee dans ce plan sont données par

Condition cinématiques et conditions initiales :

(ux;, ) = ul(0), v(x;, ) = v(0), 0(x;, ) = 95 (D), vt

.

u(x ) =u v(x ) =v?,e(x ) = o VX (2)

L u(x, t]) =10 V(x t) = v, o(x ;) = ¢» VX
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite
5 fttf L(u,,t)dt =0 vou(x) C.A. (0): C.1(0) (1)

dv(x]

v(x) =
Soit p la masse linéique de la poutre et S l'aire de la section de la poutre. Les equations

d'équilibre dynamique d'une poutre droite a plan moyen chargee dans ce plan sont données par

Equilibre mtérieur

r dN(x,t) a? u(x t)
aT(x t) 07 v(x t)
dM(x,t) dzcb(x,tﬁ)

e + T(x,t) + c,(x,t) = o
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite

5 fttf L(u,,t)dt =0 vou(x) C.A. (0): C.1(0) (1)
v (X) _ d:;ix:]

Soit p la masse linéique de la poutre et S l'aire de la section de la poutre. Les equations

d'équilibre dynamique d'une poutre droite a plan moyen chargee dans ce plan sont données par

Equilibre au bord

N(x;t) = N'(1), T(x;,t) = T (1), M(x;, ) = M'(1) (4)
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite

5 fttf L(u,,t)dt =0 vou(x) C.A. (0): C.1(0) (1)
v (X) _ d:;ix:]

Soit p la masse linéique de la poutre et S l'aire de la section de la poutre. Les equations

d'équilibre dynamique d'une poutre droite a plan moyen chargee dans ce plan sont données par

Loi1 de comportement
Cl'ij = ZHE‘Ij + 151161] (53)
( —

N(x t) = fs () Oxx (x,t)ds

T(x,t) = fs(x) Oxy(X, U)ds (5b)

(M(x, 1) = fs 0 Y Oxx (x,t)ds

et

e
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4.2. Equations d'équilibre dynamique d'une poutre droite

[ N(x,t) = fs ® 0.« (X, t)ds
T(x,t) = fs(x) Oxy (X, D)ds (5b)

(M(x, 1) = fs 0 Y Oxx (x,t)ds

e

ou :
N(x, t), T(x, t) sont les efforts normal et tranchant et M(x, t) est le moment de flexion.
A et 1 sont les constantes de Lame et I est le moment quadratique.

p(x,t), c(x,t) sontrespectivement les forces linéiques et les couples réparties.
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4.3. Vibrations des barres et des poutres

4.3.1. Vibrations longitudinales des barres

a. Equation d'équilibre dynamique

L'equation d'équilibre dynamique axial d'une barre s'ecrit :

d%u(x,t)

2 .
d ll(X,t_:' + ES( 2 ) + pX(X; t) = 0

dt2

Les conditions aux limites sont :

du(x)

R;(t) = ES—

,ouu(x;, t) = ul(t), vt

Xj

Les conditions mitiales sont :

u(x, tj) = u(x)? et u(x, tj) =ux)? , vx

(7)

(6)

(8)
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4.3. Vibrations des barres et des poutres

4.3.1. Vibrations longitudinales des barres

b. Modes propres

Le calcul des frequences et modes propres permet de déterminer la réponse intrinseque

a la structure, ce calcul est utilise dans le domaine de l'analyse modale. La base modale est

infinie dans le cas des milieux continus.

L'équation d'équilibre s'écrit :

d?u  Ed%u

-2l =0 ©)
dtz  p dx?

Les modes propres de vibration sont les solutions periodiques de I'equation (9). On utilise la

technique de separation des variables pour résoudre 1’equation (9).

u(x,t) = y(xn(t) (10)
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4.3. Vibrations des barres et des poutres
4.3.1. Vibrations longitudinales des barres

b. Modes propres

d2u E d2u
Fro il ©)

u(x, t) = y()n(t) (10)

En substituant I'equation (10) dans (9). on obtient :

v (x) +2%y(x) = 0

et

i(t) + o n(t) =0

. . |E
oun:m=A |—.
p
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4.3. Vibrations des barres et des poutres
4.3.1. Vibrations longitudinales des barres

b. Modes propres

v(x) + 2 2w((x) =0 i(t) + o™ n(t) =0

La solution du probleme conduit a des solutions purement harmoniques en espace et
en temps :

u(x,t) = (Ajcosix + A,sinix)(B; cosot + B,sinot) (11)

ou A et o sont respectivement les pulsations en espace et en temps. A, A,, B; et B, sont des

constantes d’intégration inconnues.



Chapitre 4 : Systémes continus

4.3. Vibrations des barres et des poutres
4.3.2. Vibrations des poutres en flexion simple
a. Equation d'équilibre dynamique

En vertu du principe de Hamilton, on en déduit les équations de |'équilibre intérieur
et de |'équilibre au bord. Soit :

d2v(x,t) ﬁ‘*v(‘{ t)

e X, dCZ(xt}
A L'intériews pS 22 + EI py(x 1) —

(12)

On obtient une équation différentielle du quatrieme ordre.
Ti(t) = EIa R(U} ou v(xy,t) = vi(1)
Enx=0,x=1Vt 5 (13)
9?2 *»(‘: t) ' d
M;(t) = EI ou V(x5 =v; (1)

X

v(x,0) =vX)® et ¥(x0) =vx)©

at=0,vx , , | g y
{V (x,0)=v(x)® et ¥(x0) =v(x)? (14)



Chapitre 4 : Systémes continus

4.3. Vibrations des barres et des poutres
4.3.2. Vibrations des poutres en flexion simple

b. Modes propres

L'equation d'équilibre est deduite de I’equation (13) de la maniere suivante :

> v(x,f) _ _Eﬂ“\-‘{};,t:}
ot~ ps ox? (15)
La solution generale s'écrit :
v(x, 1) =y (16)
ce qui donne :
v(x,t) = (B;sinix + B,cosAx + B3sinhAx + B,coshAx)Acos(ot — o) (17)

. EI.4 .
ou:—A = O
pS
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4.4. Orthogonalité des modes

Pour deux {frequences différentes., les modes propres veérifient la condition

d'orthogonalite suivante :

Lo, ()0, ()m(x)dx = 0 (18)

ou : m, n sont des entiers, | est la longueur de la poutre et i est la masse par unite de longueur.

Cette relation est equivalente a la condition d'orthogonalité des modes de vibration pour un

systeme discret a plusieurs degres de liberte.
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4.5. Exercice d’application

Consideérons une poutre en extension, constitue d’un materiau homogene
Determiner les frequences propres de vibrations de la poutre.

}.?'
A

(m.p, S, 1. E)
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4.5. Exercice d’application

Solution :

-->

Le champ de déplacement s'écrit :

u(x,t) = (A;cosix + A,sinix) (B, cosmt + B,sinomt)

Les conditions aux limites sont : L
(m.p. S.1LE)

u0,1) =0=2>A,=0 z
. s : i ot
N(L,t) =0= A,cosAl =0 = Al =5i krn © & = 2k — l)i,kEN

La pulsation oy = }Lk\/% alors o, = (2k — 1)%\/% JkeNT™.

On suppose que la vitesse 1nitiale est nulle, alors la solution du probleme s'exprime :

u(x, t) = Z:: g sin ((21( —1) %X) cos (ﬂ’Efp(Ek — 1) %‘[)



