Chapitre 2 : Vibrations forcées des systémes a
un degré de liberté

2.1. Introduction

L’objectif de la dynamique des structures est d’etudier les vibrations des systemes
causees par des charges dynamiques qui, contrairement a des charges statiques varient avec le

temps.

Une charge dynamique est une charge dont la grandeur, la direction ou le point

d’application varient avec le temps.

Dans ce cours, on s’interessera a [’etude de la reponse dynamique de l'oscillateur sous

amorti soumis a une sollicitation extérieure F(t).
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2.2. Equation du mouvement

L’eéquation du mouvement d’un systeme €lémentaire a un seul degré de liberté est

donnée par (cf. chapitre I) :

mX+ox+kx=F (1)
La solution de I’équation (1) est la somme de la solution de I'équation homogene (sans

second membre) et la solution particuliere due au second membre (la force appliquee).

Dans le cas d’un systeme sous amorti, la solution de I'equation homogene est donnee

par :

x(t) = pcos(mqt — 8)e =t (2)

Elle constitue la réponse transitoire de l'oscillateur. Ce terme disparait pour des valeurs

importantes du temps et la réponse totale tend vers la solution stationnaire.
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2.3. Sollicitation harmonique

Soit une fonction de chargement de type sinusoidal d’amplitude constante Fj et de
pulsation m:

F(t) = Fysinmt (3)

L’équation différentielle du mouvement s’ecrit :

mX + ox + kx = Fysinmt

4)
La solution particuliere de cette equation s’ecrit sous la forme :

Xp(t) = Asinot + Beosot

)
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2.3. Sollicitation harmonique
mX + oX + kx = Fysinwt (4)
X, (t) = Asinot + Beosmt (5)

En substituant l'équation (5) dans (4), et en seéparant les termes en sinus et en cosinus, on

obtient : _
Ce qui donne :

2 “ 2y o Fo
(—Am” — Bo(2&m) + An”)sinot = — sinmt

1m FU

) (1 — B°)A — (2Ep)B = m
(—Bw” + Am(2£m) + Bow?)cosmt = 0

(1-p*)B+ (22p)A=0

oufd = E est le rapport des fréquences.
d’ou :
_F_ 1-p

A Fo  —2:p
k(17 +(2zp)2

et B=— -
k (1-p2)"+(22p)2
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2.3. Sollicitation harmonique
La solution particuliere qui correspond au régime permanent s'ecrit :

Fo 1
k (1-87)" +(25p)

Xp(t) = ((1 — ﬁz)sinmt — 2:‘;Bc05mt) (6)

. 4 . .
La réponse xp,(t) s'exprime donc :

Xp(t) = psin(ot — ¢) (7)

ou:p=— et ¢ = arct
Tk J (1-p%)"+(22p)? ¢ ¢ (1—ﬁ2)

L'amplitude de la réponse peut s'écrire comme suit :

F, 1 Fo

) =D 3
k| (1-p2)"+(2zp2 K ®

p:
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L'amplitude de la réponse peut s'écrire comime suit :

= — =—0D
N PR S e

Fo

ou - est le déplacement statique

et D est le facteur d'amplification dynamique
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2.3. Sollicitation harmonique

2.3.1. Résonance

Lorsque la pulsation de la force appliquee est €gale ou voisine de la pulsation propre du
systeme, le facteur d'amplification dynamique tend vers 1'infini. On dit que le systeme est en
resonance, cet etat peut conduire a une degradation rapide des proprietés du systeme pouvant

aller jusqu’a la ruine.
Le maximum de la réponse est donneé par :

D _

55=0

Ce qui implique que :

ﬁpic =1—- 252 et Dm.ax = ﬁ
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2.3. Sollicitation harmonique
2.3.1. Résonance

Le maximum de la réponse est donne par :

dD
57=0

Ce qui implique que :

Bpic = V1 — 287 et Dinax = —=

II'——
2¢y1-¢2
Pour de faibles amortissements, nous avons :

1
D e —
max 2{:
Dans le cas d'un systeme faiblement amorti,
I'amplitude de la réponse croit dans le temps mais

7 1
reste bornée par la valeur %

X(t/(F /k)

112t

A

\/ \ Tomps

Evolution de I'amplitude de la réponse

d'un systéme sous amorti en résonance
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2.3. Sollicitation harmonique
2.3.1. Résonance

Le maximum de la réponse est donne par :

oD _

%—0

Ce qui implique que :

ﬁpic — \;‘1_252 et D = !

max =2
2&\1-¢2

Pour de faibles amortissements, nous avons :

1

Dmax ~ E

Si I'amortissement est nul, I'amplitude de |la réponse
tend vers l'infini et le systeme devient

instable.

X(t)/(F /k)

Evolution de I'amplitude de la réponse
d'un systéme non amorti en résonance
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2.3. Sollicitation harmonique

2.3.2. Isolation vibratoire

On est fréeguemment confronté au probleme de l'isolation d'une machine ou d'un
équipement vis-a-vis de son support. Deux cas sont possibles :

- La machine géneére des vibrations, et on veut réduire les forces transmises par ses
vibrations ;

-Le bon fonctionnement de I'équipement considéré implique qu'il ne subisse pas
I'influence des vibrations du support auquel il est fixé.

Dans les deux cas, on concoit la suspension de maniére a ce qu'elle joue le réle de
filtre mécanique.
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2.3. Sollicitation harmonique

2.3.2. Isolation vibratoire

a. Isolation des machines :

Considérons le cas ou l'on veut réduire les forces dynamiques transmises par une

machine a la structure qui la supporte ou a son environnement immediat.

Soit le systeme représente sur la figure (5), la machine tournante produit une force

verticale F(t) = Fysinmt.

[La machine est portée sur un support a un seul degre de liberté, et l'equation

difterentielle du mouvement est :
mX + ox + kx = Fysinot

et sa solution en régime permanent est :

\ Fo 1
ou . = — et ¢ = arct
SN PR aveene ¢ s

22p
1-p°

x(t) = psin(ot — ¢)
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2.3. Sollicitation harmonique
2.3.2. Isolation vibratoire

a. Isolation des machines :

La transmissibilité du systeme est definie comme etant le rapport de 'amplitude de la

force transmise a la base a I'amplitude de la force appliquée :

F(t)

Fres _ pyk?+(0m)? 1+(28p)2
TR = = =
Fo Fo (1-B%)"+(22p)2

x(t)
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2.3. Sollicitation harmonique

2.3.2. Isolation vibratoire

b. Mouvement du support :

[a masse m aisoler est portée par un systeme ressort - amortisseur sur un support soumis

o

a des mouvements harmoniques verticaux (y(t) = yysinot)
L'équation différentielle du mouvement de la masse est :

—k(x—y) —oa(x—y) = mk

On pose : z = x — y alors :

mz + oz + kz = —my

=  m%+ 0z + kz = may,sinot

L epes s . fpe _ _ Xo _ kZ2+(om)2 1+(22p)*
Et la transmissibilité du systeme est définie par: TR = —— \/(k—mmzjz+(am)2 = ) e



