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Préambule.

« La nature aime la symétrie. » L’intérêt principal de cet aphorisme est d’être inter-
prété (voire réfuté, en particulier par les notions d’achiralité et de brisure de symétrie).
Nous le comprendrons au sens que les plus beaux 1 objets géométriques sont souvent ceux
qui admettent de nombreuses symétries. Les espaces de phase de dimension finie en phy-
sique classique ou relativiste sont munis de structures géométriques par les équations de
la physique qui y prennent place. Le but de ce cours est d’introduire les groupes de trans-
formations de ces espaces préservant ces structures, qui portent le nom de groupes de Lie,
même si Sophus Lie 2 a surtout considéré leur avatar local, voir [Lie1, Lie2]. Du point de
vue mathématique, nous revenons ainsi à la conception moderne de la géométrie : Felix
Klein2, dans son programme d’Erlangen (1872) préparé pour sa nomination en tant que
professeur à l’université d’Erlangen en 1872 à l’âge de 23 ans, définit (voir les références
[Kle, Zub1]) la géométrie comme l’étude des espaces munis d’actions de groupes préser-
vant des structures, et des invariants de ces transformations, considérant ainsi groupes et
géométries comme deux pluriels synonymes.

La notion de symétrie et de groupes de symétrie joue un rôle crucial dans de nombreux
domaines de la physique, comme la crystallographie, la physique des particules 3, la cosmo-
logie et la relativité restreinte, voir par exemple [Zub2, Gou, Del, Sch, Gil]. Dans ce cours,
nous ne nous intéresserons pas aux groupes finis ou discrets de symétries, comme (voir les
dessins ci-dessous)
• le groupe fini des symétries de la molécule C60 de fullérenne (le groupe de l’icosa-

èdre d’ordre 120, extension par le groupe Z/2Z d’ordre 2 du groupe A5 des permutations
alternées d’un alphabet à 5 lettres) ou
• le groupe du pavage en nid d’abeille du graphène (extension du produit direct Z2 de

deux copies du groupe infini cyclique Z par le groupe diédral D3 d’ordre 6, qui est engendré
par les symétries par rapport à deux droites vectorielles d’angle π

3 ).

1. Lire par exemple Montesquieu2 (Charles-Louis de Secondat, baron de La Brède et de Montesquieu),
Essai sur le goût (1757).

2.

KleinLie
(1842-1899) (1849-1925)

Montesquieu
(1689-1755)

3. Pour usage ultérieur, donnons une description botanique des particules. Les particules élémentaires,
qui sont les briques de base permettant de fabriquer les particules composées, sont réparties en deux
familles, les fermions (les particules élémentaires suivant la statistique de Fermi-Dirac, qui sont de spin
demi-entier) et les bosons (les particules élémentaires suivant la statistique de Bose-Einstein, qui sont de
spin entiers). Les fermions sont répartis en deux familles, les 12 leptons (qui sont les fermions insensibles à
l’interaction forte : l’électron e, le muon µ, le tauon τ , et les trois neutrinos νe, νµ, ντ , chacun venant avec
une anti-particule) et les quarks (qui sont les fermions sensibles à l’interaction forte : u (haut), d (bas), s
(étrange), c (charme), b (beauté), t (vérité), chacun venant avec trois couleurs et chaque quark coloré ayant
une anti-particule). Parmi les particules composées, on appelle baryons celles composées de trois quarks
(comme les nucléons : le proton duu et le neutron ddu).
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fullérenne graphène

Nous nous intéresserons par contre aux groupes « continus », qui permettront de faire
jouer un rôle important aux transformations infinitésimales (ou, en termes plus mathéma-
tiques, aux algèbres de Lie associées aux groupes de Lie). Nous resterons dans le cadre
des groupes de symétrie de dimension finie, laissant donc de côté les importants groupes
de jauges de dimension infinie de la relativité générale et des théories de jauges. Nous ne
ferons pas un exposé dogmatique et abstrait des groupes et algèbres de Lie (voir pour cela
[Bou1, Bou2, Bou3, Bou4, God, OV, Ser, CSM, Kna, Pau2], pour ne citer que ceux-ci).
Dans l’esprit du livre [MT] et surtout de [KS] que nous suivrons de près, nous nous res-
treindrons à l’étude des groupes de Lie classiques qui apparaissent fréquement en physique,
dont

• les groupes spéciaux orthogonaux SO(n) (préservant le produit scalaire d’un espace
vectoriel réel euclidien de dimension finie n, voir le chapitre 1.1) et surtout en petite
dimension SO(2), SO(3), même si le groupe SO(10) apparaît dans l’un des modèles de
théorie grandement unifiée (GUT) et le groupe SO(32) apparaît en théorie des supercordes
et en théorie des cordes hétérotique O,

• les groupes spéciaux unitaires SU(n) (préservant le produit scalaire d’un espace vec-
toriel complexe hermitien de dimension finie n, voir le chapitre 1.1) et surtout en petite
dimension SU(2), SU(3) (voire SU(5), sur lequel repose le modèle le plus simple (dit de
Georgi-Glashow) de théorie grandement unifiée (GUT) 4),

• le groupe de Lorentz SO(3, 1) (préservant une forme quadratique de signature (3, 1)
d’un espace vectoriel réel de dimension 4) et son avatar affine le groupe de Poincaré, voir
le chapitre 3. Le groupe de Lorentz, particulièrement important en relativité restreinte,
apparaît comme le groupe naturel de symétries (vectorielles) de l’espace-temps R3,1, ainsi
que celui de l’opérateur différentiel appelé d’alembertien � = 1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2

pour l’équation des ondes du quadri-potentiel électromagnétique, ou pour l’équation de
Klein-Gordon relativiste du mouvement sans interaction d’un pion 5 ou du fameux boson
de Higgs.

4. mais ce modèle ne semble pas suffisamment complet, des modèles d’unification des interactions fortes,
faibles et électromagnétiques reposant sur SU(6) ou SU(8) ont été proposés

5. Un pion est une particule de la famille des mésons, qui sont les particules composées d’un quark et
d’un anti-quark. Les pions sont au nombre de trois, π+ composé d’un quark u (haut) et d’un anti-quark
d (anti-bas), π− composé d’un quark d (bas) et d’un anti-quark u (anti-haut), et π0, superposition des
paires uu et dd. Ils sont en particulier responsables de la cohésion des noyaux atomiques (par échange de
pions entre neutrons et protons)
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Un groupe donné pouvant être groupe de symétries de plusieurs espaces de quantités physi-
quement signifiantes, nous étudierons, en suivant Klein, les groupes de Lie comme groupes
de transformations d’espaces : du point de vue mathématique, nous étudierons les représen-
tations (linéaires de dimension finie) de ces groupes. Par exemple, les propriétés d’invariance
par le groupe de rotations SO(3) d’objets physiques (comme les particules élémentaires)
fournissent des représentations de ce groupe, et le spin est un nombre permettant de décrire
de quelle représentation il s’agit.

En physique des particules (voir par exemple [Gri, CG]), les symétries permettent non
seulement d’expliquer a posteriori les comportements des particules, mais elles permettent
aussi de construire a priori des modèles comportementaux. Ainsi, le modèle standard de la
physique des particules a été presque entièrement construit grâce aux concepts de symétrie
et d’invariance. Le groupe de jauge de ce modèle standard est le groupe

U(1)× SU(2)× SU(3) .

Nous concluons ce préambule en donnant quelques explications physiques de ce groupe.
Le groupe de jauge de la chromodynamique quantique (QCD), décrivant la théorie de

l’interaction forte (permettant entre autre d’expliquer la cohésion des noyaux atomiques),
est le facteur SU(3) de ce groupe. La représentation fondamentale de SU(3) (de dimension
3) décrit les trois couleurs des quarks (traditionnellement rouge, bleu, vert). La représenta-
tion fondamentale conjuguée de SU(3) (aussi de dimension 3) décrit les trois couleurs des
anti-quarks (traditionnellement anti-rouge=cyan, anti-bleu = jaune, anti-vert=magenta).
La représentation adjointe de SU(3) (de dimension 8) décrit les huit couleurs des gluons 6.

Le groupe U(1)γ × SU(2) est le groupe de jauge de l’interaction électrofaible. La mise
au point de cette théorie, combinant l’interaction faible (responsable de la désintégration
radioactive et de la fusion nucléaire, par l’intermédiaire des bosons W et Z ) et la force
électromagnétique (en particulier responsable de la cohésion des particules chargées pour
composer des atomes, par l’intermédiaire du boson γ (plus connu sous le nom de photon !)),
valut le prix Nobel de physique en 1979 à Sheldon Glashow, Abdus Salam et Steven Wein-
berg. La brisure de symétrie dans certaines conditions d’environnement entre le groupe de
symétrie électrofaible U(1)γ × SU(2) et le groupe de symétrie électromagnétique U(1)em
(plongé dans le précédent, mais n’étant pas le facteur U(1)γ du précédent) a permis d’en-
visager l’existence d’un boson de Higgs avant sa détection expérimentale.

De manière indépendante à cette symétrie U(1) × SU(2) × SU(3) (c’est-à-dire qu’il
ne s’agit pas du facteur du milieu de ce produit), l’hamiltonien de l’interaction forte est
invariant par le groupe de Lie SU(2), et cette symétrie, appelée isospin, explique les com-
portements analogues de certaines particules soumises à l’interaction forte. Les nucléons
(proton et neutron) sont associés à la représentation de dimension 2 (doublet) de SU(2) et
les pions à la représentation de dimension 3 (triplet) de SU(2).

6. Un gluon est une particule élémentaire de la famille des bosons, responsable de l’interaction forte
liant les quarks (par exemple les trois quarks des nucléons). Ils viennent avec une charge de couleur (rouge
r , bleu b, vert v) et une anti-charge de couleur (cyan r, jaune b, magenta v), satisfaisant la relation
rr + bb+ vv = 0.

6



1 Groupes et algèbres de Lie matriciels

Nous renvoyons aux appendices A et B pour des rappels de vocabulaires concernant les
groupes et le calcul différentiel.

Dans toutes ces notes, nous utiliserons la convention de sommation d’Einstein : lorsque
qu’un symbole α (variant dans un ensemble fini A) apparaît dans une expression (repré-
sentant un élément d’un groupe abélien, par exemple (R,+) ou un espace vectoriel) à la
fois en indice et en exposant, alors cette expression est en fait une somme pour les α dans
A :

E...α......α... =
∑
α∈A

E...α......α... .

Il est important de prendre garde à ne pas confondre un exposant notationnel sommatoire
avec une puissance, et de bien préciser si le contexte ne permet pas de lever toute ambiguïté.

Une référence de base pour ce chapitre est le livre [MT].

1.1 Les groupes de Lie matriciels

Notons K le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C, muni de
sa valeur absolue usuelle | · |.

Notons V un espace vectoriel sur K de dimension finie N , muni d’une norme quelconque
‖ · ‖ (elles sont toutes équivalentes). Nous noterons End(V ) l’espace vectoriel sur K des
endomorphismes de V , c’est-à-dire des applications linéaires de V dans V . Le choix d’une
base vectorielle (e1, . . . , eN ) de V permet d’identifier KN à V par la bijection (linéaire donc
continue, ainsi que son inverse)

(λ1, . . . , λN ) 7→ λiei .

Mais il est important de noter que cet isomorphisme dépend du choix de la base. Nous
effectuerons souvent des choix particuliers (qui peuvent être guidés par des considérations
physiques) de bases (plus jolies que d’autres !) dans les espaces vectoriels que nous rencon-
trerons, qui seront alors les bases implicitement choisies pour ces identifications et pour
les matrices d’applications linéaires. Par exemple, dans KN , nous considérerons la base
canonique

(e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , eN = (0, 0, . . . , 1)) .

Exemples. (1) Le corps C des nombres complexes est un espace vectoriel réel de dimension
2, et il s’identifie avec R2 par le choix de la base canonique (1, i), par la bijection linéaire
de R2 dans C définie par

(x, y) 7→ z = x+ iy .

Mais d’autres choix de base vectorielle réelle peuvent être utiles, comme (1, ei
π
3 ).

(2) Pour tous les i, j ∈ {1, . . . , N}, nous appelons matrice élémentaire Eji la matrice
N×N dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient en i-ème ligne et j-ème colonne,
qui est égal à 1. L’espace vectoriel réel MN (R) des matrices N × N à coefficients réels
s’identifie avec RN2 par le choix de la base (dite base canonique) (Eji )1≤i,j≤N , et alors

(aij)1≤i,j≤N = aijE
j
i
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pour tout élément (aij)1≤i,j≤N de MN (R). Notons tx la matrice transposée d’une matrice
réelle x (donc t(aij)1≤i,j≤N = (aji )1≤j,i≤N ), et remarquons que l’application x 7→ tx est
linéaire sur R, donc est un endomorphisme de MN (R).

(3) Plus généralement, si (e1, . . . , eN ) est une (jolie !) base de V , si Eji est l’unique
application linéaire de V dans V qui envoie ej sur ei et ek sur 0 si k 6= j, alors (Eji )1≤i,j≤N
est une (jolie !) base de End(V ), appelée la base de End(V ) associée à la base (e1, . . . , eN )
de V .

(4) En combinant les exemples (1) et (2), nous obtenons que l’espace vectoriel com-
plexe MN (C) des matrices N × N à coefficients complexes est un espace vectoriel réel
de dimension 2N2, qui s’identifie avec R2N2 , par la base formée des matrices Eβα et iEβα
pour 1 ≤ α, β ≤ N . Notons tx la matrice transposée d’une matrice complexe x (donc
t(aij)1≤i,j≤N = (aji )1≤j,i≤N ). Notons x la matrice conjuguée d’une matrice complexe x (donc
(aij)1≤i,j≤N =

(
aij
)

1≤i,j≤N ) et x
∗ = tx sa matrice adjointe. Une matrice x ∈MN (C) est

dite hermitienne 7 (ou aussi auto-adjointe) si x = x∗. Remarquons que l’application x 7→ tx
est linéaire sur C et que les applications x 7→ x et x 7→ x∗ sont linéaires sur R.

Notons GLN (K) le groupe des matrices inversibles N ×N à coefficients dans K, et IN
son élément neutre. Puisque

GLN (K) = {X ∈MN (K) : detX 6= 0}

et par la continuité du déterminant (qui est un polynôme en les coefficients de la matrice),
GLN (R) est un ouvert de RN2 et GLN (C) est un ouvert de R2N2 . Ces ouverts sont denses,
car sim est le minimum des valeurs absolues des valeurs propres non nulles deX ∈MN (K),
alors pour tout λ ∈ ]0,m[, la matrice X −λIN est inversible (car de déterminant non nul :
les racines du polynôme det(X − λIN ) en l’indéterminée λ sont les valeurs propres de X)
et converge vers X quand λ tend vers 0. Notons que GLN (R) est contenu dans GLN (C).
Munis de leur structure de groupe et de leur topologie induite, GLN (R) et GLN (C) sont
appelés respectivement le groupe linéaire réel de dimension N et le groupe linéaire complexe
de dimension N .

Notons GL(V ) le groupe des bijections linéaires de V dans V . 8 Le choix d’une base
vectorielle (e1, . . . , eN ) de V permet d’identifier GLN (K) et GL(V ), par la bijection

(aij)1≤i,j≤N 7→
{
λjej 7→ aijλ

jei
}
.

Mais il est important de noter que cet isomorphisme dépend du choix de la base. Son
inverse est l’application qui à une bijection linéaire f de V dans V associe la matrice de f
dans la base (e1, . . . , eN ) de V . La colonne des coordonnées de f(x) (dans cette base) est
alors le produit de la matrice de f par la colonne des coordonnées de x (dans cette base) :a1

1 . . . a1
N

...
...

aN1 . . . aNN


λ1

...
λN

 =

a1
jλ

j

...
aNj λ

j

 .

7. Certains physiciens disent hermitique.
8. Il est appelé le groupe linéaire de V .
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Pour tout x ∈ GLN (K), notons Adx : MN (K)→MN (K) l’application linéaire définie
par

Adx : X 7→ x X x−1 .

Notons que Adx est inversible, d’inverse Ad(x−1), et que Ad(xy) = (Adx) ◦ (Ad y). Donc
l’application Ad : GLN (K)→ GL(MN (K)) définie par

Ad : x 7→ Adx

est un morphisme de groupes, appelé la représentation Adjointe de GLN (K).
Pour tout X ∈MN (K), l’application adX : MN (K)→MN (K) définie par

adX : Y 7→ XY − Y X

est linéaire, donc un endomorphisme de MN (K). L’application ad : MN (K)→ End(MN (K))
définie par

ad : X 7→ adX

est linéaire, appelée la représentation adjointe de MN (K).

Proposition 1.1. La représentation Adjointe Ad : GLN (K)→ GL(MN (K)) est C∞ et sa
différentielle en la matrice identité est

dAdIN = ad .

Démonstration. Notons que GLN (K) et GL(MN (K)) sont des ouverts de KN2 et KN4

respectivement, donc parler d’application différentiable ou C∞ de l’un dans l’autre a un
sens. L’application ι : x 7→ x−1 de GLN (K) dans GLN (K) est C∞, car par la formule
donnant l’inverse, les coefficients de x−1 sont des fractions rationnelles de dénominateur
ne s’annulant pas en les coefficients de x. Comme l’application Φ de MN (K) ×MN (K)
dans MN (K) définie par (x, y) 7→ xy est bilinéaire, donc de différentielle en (IN , IN ) égale
à (X,Y ) 7→ X + Y , et puisque Φ(x, ι(x)) = e pour tout x ∈MN (K), la différentielle de ι
en IN est

dιIN = − idMN (K) .

L’application de MN (K) ×MN (K) dans End(MN (K)) définie par (x, y) 7→ {Z 7→ xZy}
est bilinéaire. En particulier, sa différentielle en (IN , IN ) est égale à l’application (X,Y ) 7→
{Z 7→ XZ +ZY }. Le calcul de la différentielle dAdIN , qui est une application de MN (K)
dans End(MN (K)), s’en déduit, par le théorème de dérivation des fonctions composées :

dAdIN (X) = {Z 7→ XZ + ZdιIN (X)} = {Z 7→ XZ − ZX} . �

Nous reviendrons plus longuement sur les applications ad et Ad dans les parties 1.3 et
1.4, en particulier pour expliquer pourquoi elles sont appelées des représentations.
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L’application exponentielle des matrices

L’application exponentielle des matrices exp : MN (K) → GLN (K), qui sera très utile
dans la suite, est définie par

X 7→ expX =
∑
n∈N

1

n!
Xn . 9

Nous résumons ses propriétés dans le résultat suivant.

Proposition 1.2. (1) Pour tous les X,Y ∈MN (K), si XY = Y X, alors

exp(X + Y ) = expX expY

et en particulier expX est inversible, d’inverse (expX)−1 = exp(−X).
(2) Pour tous les λ1, . . . , λN ∈ K, nous avons

exp

λ
1 0

. . .
0 λN

 =

e
λ1 0

. . .
0 eλ

N

 .

(3) Pour tout X ∈MN (K), nous avons

t(expX) = exp( tX)

et si K = C, alors
(expX)∗ = exp(X∗)

De plus, si P ∈ GLN (K), alors

P (expX)P−1 = exp(PXP−1) .

(4) Pour tout X ∈MN (K), en notant trX = aii la trace de X = (aij)1≤i,j≤N , nous avons

det(expX) = etrX .

(5) L’application exp est de classe C∞ (entre deux ouverts de RN2 si K = R et de R2N2

si K = C). De plus la différentielle de exp en la matrice nulle 0 de MN (K) est l’appli-
cation identité de MN (K) :

d exp0 = idMN (K) .

Donc exp est un C∞-difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans MN (K) dans
un voisinage ouvert de la matrice identité IN dans MN (K).

9. Rappelons que cette série converge normalement dans MN (K) (pour n’importe quelle norme sur
MN (K), elles sont toutes équivalentes). En notant ‖ · ‖ la norme usuelle sur KN (de sorte que ‖v‖2 =∑N
j=1 |v

j |2 pour tout v = (v1, . . . , vN ) dans KN ), soit ‖ · ‖ la norme d’opérateur sur MN (K), définie par

‖X‖ = sup
v∈KN , ‖v‖≤1

‖Xv‖

pour tout X ∈MN (K), en identifiant tout v ∈ KN avec le vecteur colonne de ses coordonnées. La propriété
cruciale de sous-multiplicativité (‖XY ‖ ≤ ‖X‖ ‖Y ‖ pour tous les X,Y ∈MN (K)) de la norme d’opérateur
montre la convergence normale de la série expX, avec de plus ‖ exp(X)‖ ≤ e‖X‖.
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(6) Appelons sous-groupe à un paramètre de GLN (K) toute application de classe C∞ de
R dans l’ouvert GLN (K) qui est aussi un morphisme de groupes. 10 L’application de
l’ensemble MN (K) dans l’ensemble des sous-groupes à un paramètre de GLN (K), qui
à X ∈MN (K) associe l’application

t 7→ exp(tX)

est une bijection. 11

(7) Pour tout X ∈MN (K), nous avons

Ad(expX) = exp(adX) .

(8) Pour tout X ∈MN (K), la différentielle d expX de l’application exponentielle en X est
inversible si et seulement si X n’admet pas de valeurs propres complexes λ et µ telles
que λ− µ ∈ 2iπZ− {0}.

Démonstration. Les trois premières propriétés sont élémentaires. La démonstration de
la première est la même que dans le cas de l’application exponentielle de R dans R. Mais
on prendra bien garde que la formule exp(X +Y ) = expX expY peut ne pas être correcte
sans l’hypothèse que X et Y commutent.

Notons que le déterminant et la trace sont invariants par conjugaison, puisque det est un
morphisme de groupes (nous avons det(xy) = det(x) det(y) pour tous les x, y ∈MN (K)) à
valeurs dans un groupe abélien, et puisque tr(xy) = tr(yx) pour tous les x, y ∈MN (K).
L’assertion (4) se montre alors en trigonalisant 12 (sur C) la matrice X et en utilisant
l’assertion (3).

Les deux premières affirmations de l’assertion (5) sont élémentaires par l’expression
en tant que série de exp, et la dernière découle du théorème d’inversion locale (voir le
théorème B.1 dans l’appendice B).

Montrons l’assertion (6), qui dit en particulier que les sous-groupes à un paramètre de
GLN (K) sont exactement les applications t 7→ exp(tX) pour X ∈MN (K).

Par l’assertion (1), il est immédiat que t 7→ exp(tX) est un sous-groupe à un paramètre
de GLN (K) pour toutX ∈MN (K). Réciproquement, soit ϕ un sous-groupe à un paramètre
de GLN (K). Posons X = d

dt |t=0
ϕ(t), qui appartient à MN (K). En dérivant par rapport

à s en s = 0, l’équation ϕ(t + s) = ϕ(t)ϕ(s), nous obtenons dϕ
dt (t) = ϕ(t)X. L’unique

solution de cette équation différentielle linéaire du premier ordre telle que ϕ(0) = idMN (K)

est t 7→ exp(tX).

Montrons l’assertion (7). L’application Ad : GLN (K) → GL(MN (K)) est un mor-
phisme de groupes et une application C∞. Donc les applications t 7→ Ad(exp(tX)) et

10. En fait, tout morphisme de groupes continu de R dans GLN (K) est automatiquement de classe C∞,
voir par exemple [Pau1, Coro. 5.22].
11. En physique, l’élément Y = iX ∈MN (C) est appelé le générateur infinitésimal du sous-groupe à un

paramètre t 7→ exp(tX), de sorte que ce groupe à un paramètre s’écrive

t 7→ exp(−itY ) .

12. Une base d’un espace vectoriel V trigonalise un endomorphisme de V si la matrice de cet endomor-
phisme dans cette base est triangulaire supérieure.
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t 7→ exp(t adX) sont deux sous-groupes à un paramètre de GL(MN (K)). Leur dérivée en
t = 0 est respectivement dAdIN ◦ d exp0(X) et adX. Nous avons d exp0 = idMN (K) par
l’assertion (5) et dAdIN = ad par la proposition 1.1. Donc ces deux sous-groupes à un
paramètre ont la même dérivée en t = 0. Par l’assertion (6), ils sont donc égaux, ce qui
montre le résultat en les évaluant en t = 1.

Pour démontrer l’assertion (8), nous commençons par un lemme calculant la différen-
tielle de l’exponentielle en un élément quelconque X de MN (K). Pour tout endomorphisme
u d’un espace vectoriel réel V de dimension finie, notons Θ(u) = id− expu

u la valeur de la sé-
rie (normalement convergente pour n’importe quel choix de norme sur End(V ), par exemple
la norme d’opérateur)

id− expu

u
= −

∑
n∈N

1

(n+ 1)!
un .

Pour tout Y ∈MN (K), notons LY l’élément de End(MN (K)) défini par Z 7→ Y Z.

Lemma 1.3. Pour tout X ∈MN (K), nous avons

d expX = LexpX ◦
id− exp(− adX)

− adX
.

Démonstration. Remarquons que l’application Y 7→ LY de MN (K) dans End(MN (K))
est linéaire et que si Y est inversible, alors LY est inversible, d’inverse LY −1 .

Soit X ∈ MN (K). Puisque (LexpX)−1 = L(expX)−1 = Lexp(−X), il s’agit de montrer
que pour tout Y dans MN (K), nous avons

exp(−X) d expX(Y ) = Θ(− adX)(Y ) .

Notons fX : R→ End(MN (K)) l’application C∞ définie par

fX : s 7→
{
Y 7→ s exp(−sX) d expsX(Y )

}
.

Soient s, t ∈ R. En dérivant par rapport à X l’équation exp((s+ t)X) = exp(sX) exp(tX),
nous obtenons par bilinéarité, pour tout Y dans MN (K),

(s+ t)d exp(s+t)X(Y ) = s d expsX(Y ) exp(tX) + t exp(sX) d exptX(Y ) .

En multipliant à gauche par la matrice exp(−(s+ t)X), nous avons, en utilisant les asser-
tions (1) et (7),

fX(s+ t) = exp(−tX) fX(s) exp(tX) + fX(t) = Ad(exp(−tX)) ◦ fX (s) + fX(t)

= exp(ad(−tX)) ◦ fX (s) + fX(t) = exp(−t adX) ◦ fX (s) + fX(t) .

En dérivant cette équation par rapport à t en t = 0, et comme fX ′(0) = d exp0 = id, nous
obtenons

fX
′(s) = id− adX ◦ fX(s) .

Il est facile de vérifier que l’application s 7→ sΘ(−s adX) est aussi une solution de cette
équation différentielle du premier ordre, dont la valeur en s = 0 est 0 = fX(0). Par unicité,
nous avons donc fX(s) = sΘ(−s adX) pour tout s ∈ R. En prenant s = 1, le résultat en
découle. �
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Revenons maintenant à la démonstration de l’assertion (8). Si (e1, . . . , eN ) est une
base de CN trigonalisant X, alors la base (Eji )1≤i,j≤N (ordonnée en mettant bout à bout
les lignes de cette matrice) de End(CN ) associée à (e1, . . . , eN ) trigonalise adX. Donc si
λ1, . . . , λN sont les valeurs propres complexes de X, alors les λi−λj pour 1 ≤ i, j ≤ N sont
les valeurs propres complexes de adX, et les valeurs propres complexes de 1−exp(− adX)

− adX

sont 1 si X admet une valeur propre complexe de multiplicité au moins 2 et les 1−eλi−λj
λi−λj

pour les valeurs propres distinctes λi et λj . En particulier, 1−exp(− adX)
− adX est inversible si

et seulement si la différence de deux valeurs propres distinctes de X n’est pas un multiple
non nul de 2iπ. Le résultat découle alors du lemme 1.3. �

Exercice E.1. 13 (1) Notons NilN =
{0 ∗ ∗

0
. . . ∗

0 0 0

} le sous-espace vectoriel sur K de

MN (K) formé des matrices nilpotentes 14 triangulaires supérieures. Notons aussi UniN ={1 ∗ ∗
0

. . . ∗
0 0 1

} le sous-espace affine de MN (K) formé des matrices unipotentes 15 tri-

angulaires supérieures. Montrer que exp : NilN → UniN est un C∞-difféomorphisme.

(2) Notons SymN = {X ∈MN (R) : tX = X} le sous-espace vectoriel réel de MN (R)
formé des matrices symétriques, et Sym+

N l’ouvert de SymN formé des matrices symétriques
définies positives. Montrer que exp : SymN → Sym+

N est un C∞-difféomorphisme.

(3) Notons HermN = {X ∈ MN (C) : X∗ = X} le sous-espace vectoriel réel de
MN (C) formé des matrices hermitiennes, et Herm+

N l’ouvert de HermN formé des ma-
trices hermitiennes définies positives. Montrer que exp : HermN → Herm+

N est un C∞-
difféomorphisme.

(4) Montrer qu’il existe un et un seul C∞-difféomorphisme x 7→
√
x de Sym+

N (respecti-
vement Herm+

N ) dans lui-même tel que (
√
x )2 = x pour tout x dans Sym+

N (respectivement
Herm+

N ).

Groupes de Lie classiques

Introduisons sans plus tarder les groupes de Lie classiques que nous allons étudier
dans ce cours (nous renvoyons à [Pau2, page 14-15], ainsi qu’à [Die2, Hel], pour une liste
complète des groupes dits classiques).

Soient n, p, q des éléments de N non nuls. Notons In la matrice identité n× n, et

Ip, q =

(
−Ip 0

0 Iq

)
.

13. Voir la partie finale de chaque chapitre pour des indications sur la résolution des exercices du chapitre
14. c’est-à-dire dont une puissance est nulle
15. c’est-à-dire dont la différence avec l’identité est nilpotente
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Nous définissons alors les objets suivants.

SLn(R) = {x ∈ GLn(R) : det x = 1}
SLn(C) = {x ∈ GLn(C) : det x = 1}
O(n) = {x ∈ GLn(R) : txx = In}
SO(n) = O(n) ∩ SLn(R)
O(p, q) = {x ∈ GLp+q(R) : tx Ip, q x = Ip, q}
SO(p, q) = O(p, q) ∩ SLp+q(R)
U(n) = {x ∈ GLn(C) : x∗ x = In}
SU(n) = U(n) ∩ SLn(C)

(1)

Le groupe SLn(R) est appelé le groupe spécial linéaire réel. Le groupe SLn(C) est appelé
le groupe spécial linéaire complexe.

Le groupe O(n) est appelé le groupe orthogonal : c’est le groupe des bijections linéaires
préservant le produit scalaire de l’espace euclidien standard (Rn, 〈·, ·〉), où

〈x, y〉 =

n∑
i=1

xi yi

si x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn). Le groupe SO(n) est appelé le groupe spécial
orthogonal, ou aussi le groupe des rotations.

Le groupe U(n) est appelé le groupe unitaire : c’est le groupe des bijections linéaires pré-
servant le produit scalaire de l’espace hermitien standard (Cn, 〈·, ·〉), où le produit scalaire
hermitien standard 16 est défini par

〈z, w〉 =

n∑
i=1

ziwi

si z = (z1, . . . , zn) et w = (w1, . . . , wn). Le groupe SU(n) est appelé le groupe spécial
unitaire.

Notons Rp,q l’espace pseudo-euclidien standard de signature (p, q), c’est-à-dire l’espace
vectoriel réel Rp+q muni de la forme quadratique standard 17 de signature (p, q)

Q = −(x1)2 − · · · − (xp)
2 + (xp+1)2 + · · ·+ (xp+q)

2 .

Alors O(p, q) est exactement l’ensemble des matrices (dans la base canonique) des bijections
linéaires f : Rp+q → Rp+q qui préservent la forme quadratique Q, c’est-à-dire qui vérifient

Q ◦ f = Q .

En utilisant le fait que le déterminant det : GLN (K) → K× est un morphisme de
groupes, et les propriétés 18 de la transposée des matrices

∀ x, y ∈ GLN (K), t(xy) = ty tx et t(x−1) = (tx)−1 ,

16. La convention concernant le côté linéaire et celui anti-linéaire d’un produit hermitien varie suivant
les références.
17. La convention concernant la position des signes + et − varie dans les références.
18. On dit que la transposition et l’adjoint sont des anti-morphismes de groupes de GLN (C).
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il est facile de montrer que les ensembles définis dans le tableau (1) sont des sous-groupes
des groupes GLN (K) qui les contiennent. Ils sont aussi fermés, car intersections de parties
définies par l’annulation de fonctions continues (car polynomiales). Ils possèdent aussi des
propriétés différentielles, comme nous le verrons ci-dessous.

De plus, les groupes O(n) et U(n) sont bornés dans Mn(R) et Mn(C) respectivement :
par exemple 19 si x = (aij)1≤i,j≤n ∈ U(n), alors pour tous les i, j ∈ {1, . . . , n}, nous avons

|aij |2 ≤
∑

1≤i,j≤n
|aij |2 = tr(x∗ x) = tr(In) = n .

Donc les groupes O(n), SO(n), U(n), SU(n) sont compacts, car fermés et bornés dans des
espaces vectoriels réels normés de dimension finie. Notons que

O(n) = U(n) ∩GLn(R) et SO(n) = SU(n) ∩GLn(R) .

Rappels sur les sous-variétés

Pour n ≤ N des entiers strictement positifs, les sous-variétés de dimension n de RN
sont les parties de RN sur lesquelles existent localement des systèmes de n coordonnées
permettant d’effectuer du calcul différentiel comme dans les ouverts de Rn. Nous renvoyons
par exemple à [Cha, Chap. 6] pour tout complément.

Plus précisément, soient N,n ∈ N − {0}, avec n ≤ N , et soit V un espace vectoriel
réel normé de dimension N (par exemple RN ). Une partie M de V est une sous-variété
de V de dimension n si pour tout x dans M , il existe un voisinage ouvert U de x dans
V , un voisinage ouvert W de 0 dans Rn et une application ϕ : W → V de classe C∞ tels
que ϕ(0) = x et que ϕ soit un homéomorphisme de W sur U ∩M dont la différentielle est
injective en tout point de W .

U ∩M

V ' RN

ϕ

W

x

0

Une telle application ϕ : W →M est appelée un paramétrage local de M en x.
Les applications (λ1, . . . , λn) 7→ ϕ(λ1, . . . , λn) sont des systèmes de coordonnées qui

permettent localement de se ramener dans un ouvert de Rn. En particulier, nous pouvons
demander qu’une application entre sous-variétés soit de classe Ck si elle l’est quand on
la ramène à des applications entre ouverts d’espaces euclidiens usuels par les systèmes de
coordonnées.

Plus précisément, pour tout k ∈ (N − {0}) ∪ {∞}, une application f : M → M ′

entre deux sous-variétés (de V ' RN et V ′ ' RN ′ respectivement) est de classe Ck si et

19. Un autre argument est de dire que tout élément de O(n) et U(n) préservant la norme des vecteurs
(dans Rn et Cn respectivement), ses vecteurs colonnes sont de norme 1, donc les valeurs absolues de ses
coefficients sont au plus 1.
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seulement si pour tout x ∈M , il existe des paramétrages locaux ϕ : W →M de M en x et
ϕ′ : W ′ →M ′ de M ′ en f(x), tels que f(ϕ(W )) ⊂ ϕ′(W ′) et ϕ′−1 ◦ f ◦ϕ : W →W ′ est de
classe Ck. Ceci ne dépend pas des choix des paramétrages locaux. Un Ck-difféomorphisme
entre deux sous-variétés est une bijection de classe Ck dont l’inverse est encore de classe
Ck.

Le dessin ci-dessous représente quelques sous-variétés de dimension 2 (appelées surfaces)
de R3.

Un vecteur v de V est dit tangent à M en x s’il existe un intervalle ouvert I contenant
0 et une courbe c : I → V de classe C1 tracée sur M (c’est-à-dire à valeurs dans M), telle
que

c(0) = x et ċ(0) = v .

Notons TxM l’ensemble des vecteurs tangents à M en x.

V ' RN

ϕ

W

U ∩M TxM = dϕ0(Rn)

0

x

Si ϕ : W → M est un paramétrage local en x = ϕ(0) et si c est une courbe C1 dans
W telle que c(0) = 0 et ċ(0) = w, alors ϕ ◦ c est une courbe C1 tracée sur ϕ(W ) telle
que ϕ ◦ c(0) = x et (ϕ ◦ c)′(0) = dϕ0(w), et réciproquement, l’inverse de ϕ transforme
les courbes C1 tracées sur (le voisinage ϕ(W ) de x dans) M passant par x en courbes C1

tracées sur W passant par 0. Donc

TxM = Im dϕ0 .
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En particulier, TxM est un sous-espace vectoriel de V de dimension n, par l’injectivité des
différentielles des paramétrages locaux.

Soient V ′ un espace vectoriel réel normé de dimension finie et f : M → M ′ une
application C1 de M dans une sous-variété M ′ de V ′. Notons

Txf : TxM → Tf(x)M
′

l’application qui à v ∈ TxM , tangent en t = 0 à une courbe c tracée sur M , associe le
vecteur vitesse en t = 0 de la courbe f ◦ c : celle-ci est en effet de classe C1, tracée sur
M ′ et passe à l’instant t = 0 par f(x). En prenant des paramétrages locaux, nous pouvons
montrer que l’application Txf ne dépend pas du choix de la courbe c, et qu’elle est linéaire.
Elle est appelée l’application tangente à f en x.

Par exemple, si f est la restriction à M d’une application Ck notée f̃ , définie sur un
voisinage ouvert deM dans V et à valeurs dans un voisinage ouvert deM ′ dans V ′, alors f
est Ck et pour tout x ∈ N , l’application tangente Txf : TxM → Tf(x)M

′ est la restriction,
au sous-espace vectoriel TxM de V , de la différentielle df̃x : V → V ′ de f̃ en x.

Toujours en prenant des paramétrages locaux, on montre aussi que le théorème de
dérivation des fonctions composées s’étend : si f : M →M ′ et g : M ′ →M ′′ sont Ck, alors
g ◦ f : M →M ′′ est Ck, et pour tout x ∈M , nous avons

Tx(g ◦ f) = Tf(x)g ◦ Txf .

Exemples. (1) Tout ouvert non vide U de RN est une sous-variété de dimension N de
RN , et pour tout x ∈ U , nous avons

TxU = RN .

(2) Plus généralement, tout ouvert non vide U d’une sous-variété M de dimension n
de V ' RN est une sous-variété de dimension n de V et TxU = TxM pour tout x ∈ U .

(3) Le produit de deux sous-variétés M et M ′, de dimension n et n′, de RN et RN ′

respectivement est une sous-variété de dimension n + n′ de RN+N ′ . 20 De plus, pour tous
les x ∈M et x′ ∈M ’, nous avons

T(x, x′)(M ×M ′) = TxM × Tx′M ′ .

(4) Remarquons que la propriété d’être une sous-variété de dimension n de V est inva-
riante par C∞-difféomorphismes ambiants : si f est un C∞-difféomorphisme d’un voisinage
ouvert dans V d’une partie M de V , à valeurs dans un ouvert d’un espace vectoriel réel
normé V ′ de dimension finie, alors M est une sous-variété de dimension n de V si et
seulement si f(M) est une sous-variété de dimension n de V ′.

Le critère suivant (dont nous renvoyons la démonstration par exemple à [Pau1]) par
« fonction implicite » est l’un des moyens les plus pratiques pour vérifier qu’une partie de
RN est une sous-variété.

20. En effet, on vérifie que pour tout (x, x′) ∈ M ×M ′, si ϕ : W → M et ϕ′ : W ′ → M ′ sont des
paramétrages locaux de M en x et de M ′ en x′ respectivement, alors l’application de W ×W ′ (qui est
un ouvert de Rn × Rn

′
= Rn+n

′
) dans M ×M ′ (qui est une partie de RN × RN

′
= RN+N′) définie par

(y, y′) 7→ (ϕ(y), ϕ′(y′)) est un paramétrage local de M ×M ′ en (x, x′).
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RN−n
0

U

F

x

M

TxM

Proposition 1.4. Une partie M de RN est une sous-variété de RN de dimension n si et
seulement si pour tout x dans M , il existe un voisinage U de x dans RN , et une application
F : U → RN−n de classe C∞ et de différentielle dFx surjective, tels que U ∩M = F−1(0).
De plus,

TxM = Ker dFx . �

Le résultat suivant se démontre à l’aide de ce critère, qui permet en plus de calculer
les espaces tangents aux éléments neutres et les dimensions des groupes de Lie classiques
étudiés dans ces notes.

Proposition 1.5. Les parties SLn(R), SLn(C), O(n), SO(n), O(p, q), SO(p, q), U(n) et
SU(n) de respectivement Mn(R) ' Rn2, Mn(C) ' R2n2, Mn(R) ' Rn2, Mn(R) ' Rn2,
Mp+q(R) ' R(p+q)2 , Mp+q(R) ' R(p+q)2, Mn(C) ' R2n2 et Mn(C) ' R2n2 sont des
sous-variétés, dont les espaces tangents aux éléments neutres et les dimensions sont les
suivants.

G TeG dimension

GLn(R) Mn(R) n2

GLn(C) Mn(C) 2n2

SLn(R) {X ∈Mn(R) : tr X = 0} n2 − 1
SLn(C) {X ∈Mn(C) : tr X = 0} 2n2 − 2

O(n) {X ∈Mn(R) : tX = −X} n(n−1)
2

SO(n) TIn O(n) n(n−1)
2

O(p, q) {X ∈Mp+q(R) : tX Ip, q + Ip, qX = 0} (p+q)(p+q−1)
2

SO(p, q) TIp+q O(p, q) (p+q)(p+q−1)
2

U(n) {X ∈Mn(C) : X∗ = −X} n2

SU(n) {X ∈Mn(C) : X∗ = −X, tr X = 0} n2 − 1

(2)

Ainsi, l’espace tangent en l’élément neutre de SO(n) est le sous-espace vectoriel réel de
Mn(R) des matrices antisymétriques, et celui de SU(n) est le sous-espace vectoriel réel de
Mn(C) des matrices antihermitiennes de trace nulle.

Démonstration. Pour tout g ∈ GLN (K), l’application de MN (K) dans MN (K) définie
par x 7→ xg est un C∞-difféomorphisme. Donc pour montrer que les sous-groupes en
question sont des sous-variétés, il suffit de montrer (voir l’exemple (4) ci-dessus) qu’ils
sont des sous-variétés au voisinage de leur élément neutre. La démonstration donnera
l’expression de l’espace tangent en l’identité.
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Les deux premières lignes du tableau ci-dessus sont immédiates, puisque GLn(K) est
un ouvert de Mn(K).

L’application F = det : Mn(K)→ K est C∞ (car polynomiale en les coefficients), et sa
différentielle en In est l’application dFIn = tr de Mn(K) dans K, qui est clairement sur-
jective. Donc SLn(K) = F−1(1) est une sous-variété au voisinage de IN par la proposition
1.4, dont l’espace tangent en In est Ker tr. Toujours par cette proposition, la dimension
de SLn(K) est égale à la différence entre la dimension de l’espace de départ et celle de
l’espace d’arrivée, donc n2 − 1 si K = R et 2n2 − 2 si K = C. Ceci montre les troisième et
quatrième lignes du tableau ci-dessus.

Pour O(n), O(p, q), U(n) et SU(n), nous appliquons la méthode ci-dessus avec F valant
respectivement

• l’application F : Mn(R) → Symn définie par x 7→ txx (dont la différentielle en In,
qui est X 7→ tX +X, est surjective, puisque tout élément Y de Symn s’écrit tX +X avec
X = 1

2Y ), de sorte que F (In) = In et F−1(In) = O(n),
• l’application F : Mp+q(R)→ Symp+q définie par x 7→ txIp,qx (dont la différentielle

en Ip+q, qui est X 7→ tXIp,q + Ip,qX, est surjective, puisque tout élément Y de Symp+q

s’écrit tXIp,q + Ip,qX avec X = 1
2Ip,qY ), de sorte que F (Ip+q) = Ip+q et F−1(Ip+q) =

O(p, q),
• l’application F : Mn(C)→ Hermn définie par x 7→ x∗x (dont la différentielle en In,

qui est X 7→ X∗+X, est surjective, puisque tout élément Y de Hermn s’écrit X∗+X avec
X = 1

2Y ), de sorte que F (In) = In et F−1(In) = U(n),
• l’application F de l’ouvert U = {x ∈Mn(C) : detx 6= −1} à valeurs dans Hermn×R

définie par x 7→ (x∗x, Im detx) (dont la différentielle en In, qui est X 7→ (X∗+X, Im trX),
est surjective, puisque tout élément Y de Hermn s’écrit X∗+X avec X = 1

2Y +Z où Z est
n’importe quelle matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont imaginaires purs),
de sorte que F (In) = (In, 0) et F−1(In, 0) = U ∩ SU(n), puisque que le déterminant de
tout élément x de SU(n) est de module 1, donc de partie imaginaire nulle si et seulement
si detx est égal à −1 (exclu si x appartient à U) ou 1.

Si x appartient à G = O(n) ou à G = O(p, q), alors (detx)2 = 1. Donc l’application
det : G → {−1, 1} est continue et {1} est un ouvert du sous-espace topologique {−1, 1}
de R. Par conséquent SO(n) et SO(p, q) sont ouverts dans O(n) et O(p, q) respectivement,
comme image réciproque d’ouvert par une application continue. Ceci montre la véracité
des lignes restantes du tableau ci-dessus. �

Nous concluons cette partie en donnant la définition des groupes de Lie matriciels,
comprenant par la proposition 1.5 les groupes de Lie classiques que nous allons étudier
dans ce cours. Voir par exemple [Bou1, Bou2, Bou3, Bou4, God, OV, Ser, CSM, Kna, Pau2]
pour la définition abstraite générale d’un groupe de Lie. Il existe certes des groupes de Lie
qui ne sont pas des groupes de Lie matriciels, comme le revêtement universel de SL2(R)
(voir loc. cit.). Mais la restriction aux groupes de Lie matriciels ne pose aucun problème
pour une introduction aux groupes de Lie pour la physique.

Définition 1.6. Un groupe de Lie matriciel est un sous-groupe d’un GLN (K) pour K = R
ou K = C et N ∈ N− {0} qui est une sous-variété de MN (K).

Notons que nous pourrions nous restreindre soit à K = C (car GLN (R) est un sous-
groupe de GLN (C)) soit à K = R (car en remplaçant chaque coefficient complexe a + ib
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par la matrice
(
a b
−b a

)
, nous obtenons que GLN (C) est un sous-groupe de GL2N (R)),

mais il est plus naturel de garder les deux éventualités à cause des exemples à traiter.
Pour tout élément g d’un groupe de Lie matriciel G dans GLN (K), les translations à

gauche Lg : G→ G et à droite Rg : G→ G, définies respectivement par x 7→ gx et x 7→ xg,
sont des C∞-difféomorphismes, car d’inverses Lg−1 et Rg−1 respectivement, et restriction
à G d’une application C∞ (car polynomiale) de MN (K) dans MN (K).

Un morphisme (de groupes de Lie) entre deux groupes de Lie matriciels est un mor-
phisme de groupes qui est de classe C∞. Notons qu’un morphisme de groupes f : G→ G′

entre deux groupes de Lie matriciels est C∞ si et seulement s’il est C∞ en l’élément neutre
e, car f ◦ Lg = Lf(g) ◦ f pour tout g dans G. Un isomorphisme (de groupes de Lie) est
un morphisme bijectif, d’inverse un morphisme. Deux groupes de Lie matriciels sont iso-
morphes s’il existe un isomorphisme de l’un sur l’autre. Un automorphisme (de groupes de
Lie) est un isomorphisme d’un groupe de Lie matriciel dans lui-même. Un sous-groupe de
Lie H d’un groupe de Lie matriciel G dans GLN (K) est un sous-groupe de G qui est une
sous-variété de MN (K). C’est en particulier aussi un groupe de Lie matriciel dans GLN (K).

Le critère suivant de H. Cartan est hors de portée de ces notes (voir par exemple [Pau1,
Th. 5.20]). Il permet de montrer encore plus rapidement que les exemples classiques du
tableau (1) sont bien des groupes de Lie matriciels. Mais nous aurons besoin du calcul de
leur espace tangent en l’élément neutre donné dans la proposition 1.5.

Théorème 1.7 (H. Cartan). Les groupes de Lie matriciels sont exactement les sous-
groupes fermés d’un GLN (R) pour N ∈ N− {0}.

Un morphisme de groupes entre deux groupes de Lie matriciels est un morphisme de
groupes de Lie si et seulement s’il est continu. �

Décomposition polaire

Soient n, p, q ∈ N − {0}. Le résultat suivant permet de ramener l’étude des propriétés
topologiques des groupes classiques non compacts du tableau (1) à ceux compacts.

Théorème 1.8 (Décomposition polaire). L’application de Herm+
n ×U(n) dans GLn(C)

définie par (x, y) 7→ xy est un C∞-difféomorphisme (appelé la décomposition polaire de
GLn(C) ), d’inverse x 7→ (

√
xx∗,

√
xx∗

−1
x), où x∗ = tx est la matrice adjointe de x et

√ est l’application définie dans l’exercice E.1 (4).
L’application de Sym+

n ×O(n) dans GLn(R) définie par (x, y) 7→ xy est un C∞-difféo-
morphisme (appelé la décomposition polaire de GLn(R) ), d’inverse l’application définie
par x 7→ (

√
x tx,

√
x tx

−1
x).

Démonstration. Nous démontrons le premier résultat, le second étant analogue.
Les applications φ : (x, y) 7→ xy et ψ : x 7→ (

√
xx∗,

√
xx∗

−1
x) sont bien définies (en

effet xx∗ est hermitienne 21 définie positive 22 pour tout x ∈ GLn(C)), et de classe C∞ (car
polynomiale en les coefficients pour la première et composée d’applications C∞ pour la

21. car (xx∗)∗ = (x∗)∗x∗ = xx∗

22. car pour tout v ∈ Cn (identifié au vecteur colonne de ses coordonnées), si 〈·, ·〉 est le produit hermitien
standard de Cn, alors 〈xx∗v, v〉 = 〈x∗v, x∗v〉 = ‖x∗v‖2, qui est positif ou nul, et qui est nul si et seulement
si x∗v = 0, c’est-à-dire si v est nul car x est inversible
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seconde, d’après l’exercice E.1 (4)). Il est immédiat que φ ◦ ψ vaut l’identité de GLn(C).
Si x ∈ Herm+

n et y ∈ U(n), alors√
(xy)(xy)∗ =

√
x(yy∗)x∗ =

√
x2 = x .

Donc ψ ◦ φ vaut l’identité de Herm+
n ×U(n). �

Corollaire 1.9. La décomposition polaire et le groupe des composantes connexes des grou-
pes de Lie classiques du tableau (1) sont donnés par le tableau suivant.

G décomposition polaire π0G

GLn(R) O(n)× R
n(n+1)

2 Z/2Z
GLn(C) U(n)× Rn2

1

SLn(R) SO(n)× R
n(n+1)

2
−1 1

SLn(C) SU(n)× Rn2−1 1
O(n) Z/2Z

SO(n) 1
O(p, q) O(p)×O(q)× Rpq Z/2Z× Z/2Z
SO(p, q) S(O(p)×O(q))× Rpq Z/2Z

U(n) 1
SU(n) 1

Dans le tableau ci-dessus, nous identifions O(p) × O(q) avec le sous-groupe de Lie de
GLp+q(R) diagonal par blocs{(x 0

0 y

)
: x ∈ O(p), y ∈ O(q)

}
,

dont l’intersection avec SLp+q(R) est notée S(O(p)×O(q)).
Ce corollaire dit que le groupe de Lie matriciel de la colonne de gauche est homéomorphe

à l’espace topologique produit indiqué sur la même ligne dans la colonne centrale. Nous
définirons ci-dessous la structure de groupe sur l’ensemble π0G des composantes connexes
d’un groupe matriciel G.

Démonstration. Les deux premiers homéomorphismes

GLn(R) ' O(n)× R
n(n+1)

2 et GLn(C) ' U(n)× Rn
2

s’obtiennent en composant les homéomorphismes

GLn(R)→ Sym+
n ×O(n) et GLn(C)→ Herm+

n ×U(n)

donnés par le théorème 1.8 et les homéomorphismes

exp−1 : Sym+
n → Symn et exp−1 : Herm+

n → Hermn

respectivement donnés par les assertions (2) et (3) de l’exercice E.1, et un calcul de dimen-
sion élémentaire.
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Nous renvoyons par exemple à [MT, Chap. 3] pour une démonstration que si G vaut
SLn(C),SLn(R),O(p, q) ou SO(p, q) (avec n = p + q dans ces deux derniers cas), alors
l’application (x, y) 7→ xy induit un homéomorphisme

(U(n) ∩G)× (Herm+
n ∩ G) ' G

(donc (O(n) ∩G)× (Sym+
n ∩ G) ' G lorsque G ⊂ GLn(R)), et que l’application exponen-

tielle induit un homéomorphisme

(Hermn ∩ TeG) ' (Herm+
n ∩ G)

(donc (Symn ∩ TeG) ' (Sym+
n ∩ G) lorsque G ⊂ GLn(R)). Un calcul par blocs montre

que
(
A B
C D

)
∈ O(p+ q)∩O(p, q) si et seulement si A ∈ O(p), B = 0, C = 0 et D ∈ O(q).

De même,
(
A B
C D

)
∈ Symp+q ∩{X ∈ Mn(R) : tXIp,q + Ip,qX = 0} si et seulement si

A = 0, D = 0 et C = tB (et B est une matrice p× q quelconque). La colonne centrale du
tableau ci-dessus s’en déduit.

Puisqu’une sous-variété est localement connexe par arcs (comme tout ouvert de Rn),
les composantes connexes d’un groupe de Lie matriciel G sont connexes par arc. Donc leur
ensemble π0G, muni de la loi de composition qui aux composantes connexes de x ∈ G et de
y ∈ G associe la composante connexe de xy, est un groupe. Par la décomposition polaire,
l’inclusion des groupes O(n), U(n), SO(n), SU(n), O(p) × O(p), S(O(p) × O(p)), dans
GLn(R), GLn(C), SLn(R), SLn(C), O(p, q), SO(p, q) respectivement est un morphisme
de groupes qui préserve les composantes connexes. Pour montrer la colonne de droite du
tableau ci-dessus, il suffit donc de montrer que π0 O(n) = Z/2Z, π0 SO(n) = 1, π0 U(n) = 1,
et π0 SU(n) = 1.

Lemma 1.10. Tout élément de U(n) est conjugué dans U(n) à un élément de la forme

D(θ1, · · · , θn) =

e
iθ1 0 0

0
. . . 0

0 0 eiθn


où θ1, · · · , θn ∈ R. Tout élément de O(n) est conjugué dans O(n) à un élément de la forme

D′(p, q, θ1, · · · , θr) =



Ip 0 0 0 0
0 −Iq 0 0 0

0 0

(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0

(
cos θr − sin θr
sin θr cos θr

)


où p, q, r ∈ N vérifient p+ q + 2r = n et θ1, · · · , θr ∈ R.

Notons que D′(p, q, θ1, · · · , θr) appartient à SO(n) si et seulement si q est pair. En écri-

vant
(
−1 0
0 −1

)
=

(
cosπ − sinπ
sinπ cosπ

)
, ceci montre que tout élément de SO(n) est conjugué
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dans O(n) à un élément D′(p, 0, θ1, · · · , θr). En particulier, si n = 3, ceci montre que tout
élément de SO(3) fixe une droite vectorielle et induit sur son plan orthogonal une rotation.

Démonstration. Nous renvoyons par exemple à [MT, §2.6] ou [Pau4, Théo. 2.4 et 3.3]. �

Ainsi U(n) est connexe (par arcs). En effet, pour tout x ∈ U(n), il existe par le lemme
précédent P ∈ U(n) et θ1, · · · , θn ∈ R tels que x = PD(θ1, · · · , θn)P−1. L’application c de
[0, 1] dans U(n) définie par c : t 7→ PD(tθ1, · · · , tθn)P−1 est alors un chemin continu dans
U(n) partant en t = 0 de l’élément neutre, et arrivant en x en t = 1.

Comme PD(θ1, · · · , θn)P−1 appartient à SU(n) si et seulement si θ1 + · · ·+ θn = 0, et
puisqu’alors tθ1 + · · ·+ tθn = 0 pour tout t ∈ [0, 1], ce chemin c est contenu dans SU(n) si
son extrémité c(1) appartient à SU(n). Donc SU(n) est connexe (par arcs).

Comme vu ci-dessus, D′(p, q, θ1, · · · , θr) appartient à SO(n) si et seulement si q est

pair. En écrivant
(
−1 0
0 −1

)
=

(
cosπ − sinπ
sinπ cosπ

)
, pour tout x ∈ SO(n), par le lemme

ci-dessus, il existe donc P ∈ O(n) tel que x = PD′(p, 0, θ1, · · · , θr)P−1. Donc l’application
c de [0, 1] dans SO(n) définie par c : t 7→ PD′(p, 0, tθ1, · · · , tθr)P−1 est un chemin continu
dans SO(n) entre l’élément neutre et x. Donc SO(n) est connexe (par arcs).

Si x0 =

(
−1 0
0 In−1

)
, alors x0 ∈ O(n). Comme l’application det est continue, à valeurs

dans {±1} sur O(n), et puisque det(x0) = −1, les composantes connexes de O(n) contenant
x0 et In sont distinctes. Donc π0 O(n) = Z/2Z. �

Un espace topologique X est dit simplement connexe s’il est connexe et si toute appli-
cation continue f du cercle S1 = {z ∈ C : |z| = 1} dans X se prolonge continûment 23 en
une application continue f̃ du disque fermé D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} dans X.

Par exemple, tout ouvert convexe Ω de RN est simplement connexe. 24 Le produit de
deux espaces topologiques simplement connexes est simplement connexe. 25 La propriété
« être simplement connexe » est préservée par homéomorphisme. Nous admettrons dans
ces notes le résultat suivant, voir par exemple [Pau3]. 26

Proposition 1.11. Pour tout n ≥ 2, la sphère

Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 : x2
0 + · · ·+ x2

n = 1}

est simplement connexe. �

Par contre, le cercle S1 n’est pas simplement connexe (voir loc. cit.).
Nous admettrons aussi le résultat suivant (voir par exemple [MT, §5.2.1], et la propo-

sition 2.3 si n = 2).

23. c’est-à-dire que f̃ : D→ X est continue et vérifie f̃(x) = f(x) pour tout x ∈ S1

24. En effet, si f : S1 → Ω est une application continue, et si x0 ∈ Ω, alors l’application f̃ définie par
z 7→ |z|f( z

|z| ) + (1− |z|)x0 si z 6= 0 et f̃(0) = x0 est une application continue de D dans Ω prolongeant f .
25. En effet, si X1 et X2 sont des espaces topologiques simplement connexes et si f : S1 → X1 ×X2 est

une application continue, alors f = (f1, f2) où fi : S1 → Xi est continue pour i = 1, 2, donc si f̃i : D→ Xi
est une extension continue de fi, alors f̃ = (f̃1, f̃2) est une extension continue de f .
26. Pour une approche élémentaire, le lecteur pourra démontrer qu’en notant N = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn,

toute application continue f : S1 → Sn peut être déformée continûment en une application continue
g : S1 → Sn − {N} (c’est-à-dire qu’il existe une application continue h : S1 × [0, 1] → Sn telle que
h(x, 0) = f(x) et h(x, 1) = g(x) pour tout x ∈ S1), et utiliser que Sn − {N} est homéomorphe à Rn
(par la projection stéréographique de pôle N , définie par (x0, x1, . . . , xn) 7→ ( x1

1−x0
, . . . , xn

1−x0
) ), donc est

simplement connexe.
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Proposition 1.12. Pour tout n ≥ 1, le groupe de Lie SU(n) est simplement connexe. �

En particulier, si n ≥ 1, alors SLn(C), qui est, par le tableau ci-dessus, homéomorphe
au produit SU(n)×Rn2−1 de deux espaces simplement connexes, est simplement connexe.
Mais U(1) = S1 n’est pas simplement connexe.

1.2 Les algèbres de Lie matricielles

L’espace tangent en l’élément neutre d’un groupe de Lie matriciel possède une structure
supplémentaire, que nous allons maintenant étudier dans cette partie.

Notons K = R ou K = C. 27 Une algèbre de Lie sur K est un espace vectoriel g sur K
muni d’une application bilinéaire de g× g dans g, notée (x, y) 7→ [x, y], telle que

• ∀ x, y ∈ g, [y, x] = −[x, y],

• ∀ x, y, z ∈ g, [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

L’application (x, y) 7→ [x, y] s’appelle le crochet de Lie de g. La première propriété s’appelle
l’anticommutativité et la seconde l’identité de Jacobi du crochet de Lie.

Les algèbres de Lie de dimension infinie peuvent être intéressantes en physique théo-
rique, comme l’algèbre de Virasoro et les algèbres de Kac-Moody affines (en théorie confor-
me des champs et systèmes intégrables, et en particulier pour les modèles WZW de Weiss-
Zumino-Witten), voir par exemple [Fuc, Her, Wal]. Mais dans ces notes, nous ne considé-
rerons que des algèbres de Lie de dimension finie.

Soient g et g′ deux algèbres de Lie sur K. Un morphisme (d’algèbres de Lie) de g dans
g′ est une application linéaire ϕ : g→ g′ qui préserve les crochets de Lie, c’est-à-dire telle
que

∀ x, y ∈ g, ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] .

Remarquons que cette relation n’est pas linéaire en ϕ. Une remarque utile est la suivante :
par la bilinéarité du crochet de Lie, une application linéaire ϕ : g → g′ est un morphisme
d’algèbres de Lie si et seulement si ϕ([ej , ek]) = [ϕ(ej), ϕ(ek)] pour tous les éléments ej , ek
d’une base fixée de g.

Un isomorphisme (d’algèbres de Lie) est un morphisme d’algèbres de Lie bijectif, son
inverse étant alors un morphisme d’algèbres de Lie. Deux algèbres de Lie sont dites iso-
morphes s’il existe un isomorphisme de l’une sur l’autre. Un automorphisme (d’algèbres de
Lie) est un isomorphisme d’une algèbre de Lie dans elle-même. Nous noterons Aut(g) le
groupe des automorphismes d’une algèbre de Lie g.

Soit g une algèbre de Lie sur K. Une sous-algèbre de Lie de g est un sous-espace vectoriel
h de g qui est stable par le crochet de g (c’est-à-dire tel que si X,Y ∈ h, alors [X,Y ] ∈ h).
Nous munirons h de la restriction du crochet de Lie de g, c’est alors une algèbre de Lie.

Nous donnons ci-dessous une longue liste d’exemples d’algèbres de Lie.

Exemples. (1) Pour tout N dans N, l’espace vectoriel MN (K), muni du crochet

[X,Y ] = XY − Y X ,

27. On peut définir une algèbre de Lie sur n’importe quel corps commutatif, mais nous n’aurons besoin
que de R ou C.
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est une algèbre de Lie sur K, que nous noterons

glN (K) .

L’anticommutativité est immédiate, et l’identité de Jacobi se vérifie aisément (par l’asso-
ciativité du produit des matrices).

(2) Pour tout espace vectoriel V sur K, l’espace vectoriel End(V ) des endomorphismes
de V , muni du crochet

[x, y] = x ◦ y − y ◦ x ,
est une algèbre de Lie sur K, que nous noterons

gl(V ) .

Si V est de dimension finie N et si B est une base de V , alors l’application, qui à un
endomorphisme de V associe sa matrice dans la base B, est un isomorphisme d’algèbres
de Lie de gl(V ) dans glN (K).

(3) Le noyau et l’image d’un morphisme d’algèbres de Lie sont des sous-algèbres de
Lie. Toute intersection de sous-algèbres de Lie est une sous-algèbre de Lie.

(4) Algèbre de Lie somme directe. Si g et g′ sont deux algèbres de Lie sur K, alors
l’espace vectoriel somme directe de g et g′, muni du crochet terme-à-terme défini par 28

[x+ x′, y + y′] = [x, y] + [x′, y′] ,

pour tous les x, y ∈ g et x′, y′ ∈ g′, est une algèbre de Lie sur K, appelée algèbre de Lie
somme directe, et notée g ⊕ g′. Les propriétés d’anticommutativité et l’identité de Jacobi
se vérifient terme-à-terme. On définit de la même manière une somme directe d’un nombre
fini d’algèbres de Lie.

(5) Restriction de scalaires. Tout espace vectoriel complexe E peut aussi être
considéré comme un espace vectoriel réel, et on le note alors ER lorsque nous voulons
mettre l’accent sur la structure d’espace vectoriel réel. La dimension (réelle) de ER est
égale à deux fois la dimension (complexe) de E : si (e1, . . . , eN ) est une base de E, alors
(e1, . . . , eN , ie1, . . . , ieN ) est une base de ER. Si g est une algèbre de Lie complexe, alors
gR (muni du crochet de Lie de g) est une algèbre de Lie réelle, par la forme de la propriété
d’anticommutativité et celle de l’identité de Jacobi. Par exemple, glN (C) est aussi munie
d’une structure d’algèbre de Lie réelle, que nous noterons donc glN (C)R lorsque nous vou-
lons insister sur le caractère réel. Dans ces notes, nous considérerons surtout des algèbres
de Lie réelles.

(6) Algèbres de Lie classiques. Nous donnons ci-dessous la liste des algèbres de Lie
classiques que nous étudierons dans ce cours, où n, p, q ∈ N−{0}, en renvoyant par exemple
à [Bou1, Bou2, Bou3, Bou4, God, OV, Ser, CSM, Kna, Pau2] pour la liste complète.

Les propriétés 29 de la trace, de la transposée et de l’adjoint des matrices montrent que
les sous-espaces vectoriels réels suivants sont des sous-algèbres de Lie réelles (pour le crochet

28. Dans cette formule, bien remarquer que les trois crochets sont respectivement les crochets dans g⊕g′,
g et g′.
29. Pour tous les X,Y ∈ MN (K), nous avons les égalités trXY = trY X (qui implique l’égalité

tr[X,Y ] = 0), t(XY ) = tY tX (qui implique que t[X,Y ] + [X,Y ] = 0 si X et Y sont antisymétriques,
ainsi que t[X,Y ] Ip, q + Ip, q [X,Y ] = 0 si Ip, qX et Ip, qY sont antisymétriques), et (XY )∗ = Y ∗X∗ (qui
implique que [X,Y ]∗ + [X,Y ] = 0 si X et Y sont antihermitiennes).
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des matrices) de gln(R), gln(C)R, gln(R), glp+q(R), gln(C)R et gln(C)R respectivement, et
que le sous-espace vectoriel complexe sln(C) est une sous-algèbre de Lie complexe de gln(C).

sln(R) = {X ∈ gln(R) : tr X = 0}
sln(C) = {X ∈ gln(C) : tr X = 0}

o(n) = so(n) = {X ∈ gln(R) : tX = −X}
o(p, q) = so(p, q) = {X ∈ glp+q(R) : tX Ip, q + Ip, qX = 0}

u(n) = {X ∈ gln(C) : X∗ = −X}
su(n) = {X ∈ gln(C) : X∗ = −X, tr X = 0}

(3)

Ainsi o(n) = so(n) est l’algèbre de Lie réelle des matrices réelles n×n antisymétriques,
u(n) est l’algèbre de Lie réelle des matrices complexes n× n antihermitiennes, et o(p, q) =
so(p, q) est l’algèbre de Lie réelle des matrices X réelles (p+ q)× (p+ q) telles que Ip, qX
soit antisymétrique.

(7) Extension de scalaires. Pour tout espace vectoriel réel E, notons EC le groupe
additif E ⊕ iE, muni de l’unique multiplication externe de C × (E ⊕ iE) dans E ⊕ iE
étendant la multiplication externe R × E → E et telle que la notation ix ∈ iE pour tout
x ∈ E coincide avec la multiplication externe de x par i : l’expression de cette multiplication
externe est donnée par

(z = x+ iy, w = u+ iv) 7→ zw = (xu− yv) + i(yu+ xv) ,

où x, y ∈ R et u, v ∈ E. Il est facile de vérifier que EC est un espace vectoriel complexe,
appelé l’espace vectoriel complexifié de E. La dimension (complexe) de EC est égale à la
dimension (réelle) de E, puisque si (e1, . . . , eN ) est une base (réelle) de E, alors (e1, . . . , eN )
est aussi une base (complexe) de EC. Si F est un autre espace vectoriel réel, toute applica-
tion R-linéaire f : E → F s’étend de manière unique en une application C-linéaire encore
notée f de EC dans FC en posant, pour tout x+ iy ∈ E ⊕ iE = EC

f(x+ iy) = f(x) + if(y) ∈ F ⊕ iF = FC .

Notons que (E × F )C s’identifie canoniquement à EC × FC.
Si g est une algèbre de Lie réelle, nous munirons l’espace vectoriel complexe gC de

l’unique crochet de Lie étendant celui de g : pour tous les X,X ′, Y, Y ′ ∈ g,

[X + iY,X ′ + iY ′] = ([X,X ′]− [Y, Y ′]) + i([Y,X ′] + [X,Y ′]) . (4)

Cette algèbre de Lie complexe est appelée l’algèbre de Lie complexifiée de g. Pour toute
algèbre de Lie réelle h, notons que (g× h)C s’identifie canoniquement à gC × hC.

Par exemple
glN (R)C = glN (C) et slN (R)C = slN (C) .

Nous appellerons forme réelle d’une algèbre de Lie complexe g toute algèbre de Lie
réelle a telle que aC = g. Par exemple, glN (R) est une forme réelle de glN (C), et slN (R)
est une forme réelle de slN (C), mais il y en a d’autres si N ≥ 2, nous y reviendrons
ultérieurement. En particulier, nous montrerons dans la partie 2.1 que su(n) est une forme
réelle de sln(C). Par conséquent, su(n) ⊕ su(m) est une forme réelle de sln(C) ⊕ slm(C),
pour tous les n,m ∈ N.
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Algèbre de Lie d’un groupe de Lie matriciel

Remarquons en regardant le tableau (2) qu’en tant qu’espaces vectoriels, les algèbres
de Lie du tableau (3) sont exactement les espaces tangents en l’élément neutre des groupes
de Lie classiques du tableau (1). Ceci est un fait général.

Proposition 1.13. Soit G un groupe de Lie matriciel dans GLN (K).
(1) L’application exponentielle des matrices envoie TeG dans G, et induit un C∞-

difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans TeG à valeurs dans un voisinage ouvert
de e dans G.

(2) L’espace vectoriel TeG, muni de l’application (X,Y ) 7→ [X,Y ] = XY − Y X, est
une sous-algèbre de Lie réelle de glN (K).

(3) Si G′ est un groupe de Lie matriciel dans GLN ′(K) et si f : G → G′ est un
morphisme de groupes de Lie, alors Tef : TeG→ TeG

′ est un morphisme d’algèbres de Lie
pour les crochets des matrices, et pour tout X ∈ TeG, nous avons

f(expX) = exp(Tef(X)) . (5)

L’algèbre de Lie définie par l’assertion (2) de cette proposition est appelée l’algèbre
de Lie du groupe de Lie matriciel G, et est notée g ou Lie(G). Nous noterons encore
exp : g → G la restriction de exp à TeG (ou expG lorsqu’il est utile de préciser G). Les
physiciens appellent les éléments de l’algèbre de Lie g de G les générateurs infinitésimaux
du groupe de Lie G.

Démonstration. (1) En utilisant les paramétrages locaux, on voit que toute courbe inté-
grale d’un champ de vecteurs tangents à une sous-variété aux points de cette sous-variété
est entièrement tracée sur cette sous-variété. Pour tous les X ∈ TeG et g ∈ G, comme
l’application de MN (K) dans MN (K) définie par x 7→ gx est linéaire et préserve G, le
vecteur gX est tangent en g à G. Donc la solution (maximale) de l’équation différentielle
ċ(t) = c(t)X de condition initiale c(0) = e est une courbe tracée sur G. Or cette équation
différentielle est linéaire du premier ordre, et sa solution (maximale) est c : t 7→ exp(tX)
(définie sur R). Ceci montre que exp(TeG) est contenu dans G. Nous avons déjà vu que exp
est un C∞-difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans MN (K) à valeurs dans un voi-
sinage ouvert de la matrice identité IN dans MN (K), ce qui montre la dernière affirmation
de (1) par intersection avec la sous-variété différentiable G.

(2) Pour tous les X,Y ∈ TeG et t, u ∈ R, posons c(t, u) = exp(tX) exp(uY ) exp(−tX).
Par développement de l’exponentielle, nous avons

c(t, u) = e+ uY + tu(XY − Y X) + t2a(t, u) + u2b(t, u)

avec a(t, u) et b(t, u) de classe C∞ en (t, u). Par l’assertion (1) et puisque G est un groupe,
nous avons c(t, u) ∈ G et c(t, 0) = e pour tout t ∈ R. Donc ∂

∂u |u=0
c(t, u) ∈ TeG pour tout

t ∈ R, et puisque TeG est un sous-espace vectoriel,

XY − Y X =
∂

∂t |t=0

∂

∂u |u=0
c(t, u) ∈ TeG .

(3) Pour tout g dans G, notons ιg : G→ G l’application h 7→ ghg−1. Puisque ιg est la
restriction à G d’une application linéaire, elle est de classe C∞ et son application tangente
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en e est égale à la restriction de Ad g : MN (K)→MN (K) à TeG, que nous noterons encore
Ad g :

Teιg = Ad g : TeG → TeG
v 7→ gvg−1

Puisque f est un morphisme de groupes, nous avons f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g−1) pour tout
h ∈ H, donc f ◦ ιg = ιf(g) ◦f . En dérivant en e, par le théorème de dérivation des fonctions
composées (et puisque ιg(e) = e et f(e) = e), nous avons

Tef ◦ (Ad g) = (Ad f(g)) ◦ Tef

pour tout g dans G. Puisque Tef est linéaire, en dérivant en g = e, par la proposition 1.1
et le théorème de dérivation des fonctions composées, nous avons pour tout X ∈ TeG

Tef ◦ (adX) =
(

ad ◦Tef(X)
)
◦ Tef .

D’où, pour tous les X et Y dans TeG, nous avons

Tef([X,Y ]) = [Tef(X), Tef(Y )] ,

ce qui montre que Tef est un morphisme d’algèbres de Lie.
Enfin, pour tout X ∈ TeG, puisque f est un morphisme de groupes C∞, l’application

t 7→ f(exp(tX)) est un sous-groupe à un paramètre de G′, dont la dérivée en t = 0 est,
par le théorème de dérivation des fonctions composées et la proposition 1.2 (5), égale à
Tef(X). Par la proposition 1.2 (6), nous avons donc

f(exp(tX)) = exp(t Tef(X))

pour tout t ∈ R, d’où le résultat final de la proposition 1.13 en prenant t = 1. �

Notons que l’exponentielle exp : g → G n’est pas forcément surjective, 30 et n’est pas
forcément injective. 31 Nous admettrons 32 le résultat suivant, donné pour la culture, voir
aussi le lemme 1.23 qui permet de contourner le défaut éventuel de surjectivité.

Proposition 1.14. Si G est un groupe de Lie compact connexe, alors l’application expo-
nentielle exp : g→ G est surjective. �

Constantes de structure des algèbres de Lie

Soit g une algèbre de Lie sur K de dimension finie, et soit (e1, . . . , eN ) une base (vec-
torielle) de g. Tout élément de g s’écrivant comme combinaison linéaire des éléments de
cette base, il existe donc des scalaires (c`j, k)1≤j,k,`≤N dans K tels que (toujours en utilisant
la convention de sommation d’Einstein)

∀ j, k ∈ {1, . . . , N}, [ej , ek] = c`j, k e` . (6)

30. Si G = SL2(R), si X ∈ g = {X ∈ M2(R) : trX = 0}, alors par l’équation de Cayley-Hamilton
X2 − (trX)X + (detX)I2 = 0, nous avons Xn+2 = (− detX)Xn pour tout n ∈ N, donc par récurrence,
trX2n+1 = 0 et trX2n = 2(−detX)n, donc tr(expX) = 2 cosh(− detX)1/2, qui est de module au plus

2 si detX > 0, et qui est supérieure ou égale à −2 sinon, de sorte que la matrice
(
−2 1
1 −1

)
∈ SL2(R), de

trace −3, n’est pas dans l’image de exp : g→ G. Voir plus précisément le lemme 3.13.
31. Si G = U(1), alors exp : iR→ U(1) est l’application iθ 7→ eiθ, qui n’est pas injective.
32. Voir par exemple [Die2, Hel, Pau2].
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Ces relations s’appellent les relations de commutation de g (relatif au choix de base), et les
scalaires (c`j, k)1≤j,k,`≤N s’appellent les constantes de structure de g (relatives au choix de
base). Ces constantes de structure déterminent l’algèbre de Lie g, puisqu’elles permettent
de recontruire tous les crochets de Lie de couples de vecteurs de g par bilinéarité.

Les constantes de structure vérifient les relations suivantes (correspondant à la pro-
priété d’anticommutativité et à l’identité de Jacobi du crochet de Lie) : pour tous les
j, k, `, i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , N},

c`j, k = −c`k, j (7)

et
c`i1, i2c

k
`, i3 + c`i2, i3c

k
`, i1 + c`i3, i1c

k
`, i2 . (8)

Réciproquement, pour tout espace vectoriel V sur K muni d’une base (e1, . . . , eN ), toute
famille (c`j, k)1≤j,k,`≤N dans K vérifiant les propriétés (7) et (8) définit un crochet de Lie
sur V , en demandant qu’il vérifie les équations (6) ci-dessus sur les éléments de la base, et
qu’il soit bilinéaire.

Deux algèbres de Lie de dimension finie sont isomorphes si et seulement si elles ad-
mettent des bases vectorielles ayant même cardinal et mêmes constantes de structure.

Mais on fera bien attention au fait que ces constantes de structure dépendent du choix
d’une base (même si l’existence d’une base “canonique” permet de parler de constantes de
structure “canoniques”).

Exemple. L’algèbre de Lie réelle so(3) est la sous-algèbre de Lie de dimension 3 de gl3(R)
formée des matrices réelles antisymétriques 3 × 3. Elle admet donc pour base, dite base
canonique de so(3),

η1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , η2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , η3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 . (9)

Un calcul élémentaire montre que les relations de commutation sont

∀ j, k ∈ {1, 2, 3}, [ηj , ηk] = ε`jk η` (10)

où la constante de structure ε`jk vaut 0 si (au moins) deux des entiers j, k, ` sont égaux,
et vaut sinon la signature 33 de la permutation (jk`). Notons que si j 6= k, alors un seul
terme est non nul dans la somme sur ` (par la convention d’Einstein) du second membre,
celui pour lequel ` ∈ {1, 2, 3} − {j, k}.

Les physiciens (voir par exemple [BT, Zub2, Zub1]) préfèrent considérer les “générateurs
infinitésimaux”

J̃1 = i η1 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , J̃2 = i η2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , J̃3 = i η3 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

vérifiant les “relations de commutation”

∀ j, k, ` ∈ {1, 2, 3}, [J̃j , J̃k] = i ε`jk J̃`

33. La signature des permutations cycliques (123) (231) et (312) vaut +1, celle des transpositions (132)
(321) et (213) vaut −1.
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(dont les “constantes de structure” i ε`jk ne sont plus réelles !). Un point important pour
les physiciens est que les matrices J̃1, J̃2, J̃3 sont hermitiennes, alors que η1, η2, η3 sont
anti-hermitiennes. Les physiciens notent parfois ces matrices J1, J2, J3 au lieu de J̃1, J̃2, J̃3,
car ils considèrent que ce sont des représentations d’opérateurs aussi notés J1, J2, J3. Nous
reviendrons sur ce point et sur l’intérêt des matrices J̃1, J̃2, J̃3 dans la partie 2.

Exercice E.2. Montrer que l’espace vectoriel euclidien orienté réel R3, muni du produit
vectoriel ∧, est une algèbre de Lie. Calculer les constantes de structure de la base canonique
de R3. En déduire que les algèbres de Lie (R3,∧) et so(3) sont isomorphes.

Décomposition des algèbres de Lie

Soit g une algèbre de Lie sur K.
Un idéal de g est un sous-espace vectoriel I de g tel que pour tous les x ∈ I et y ∈ g,

nous ayons [x, y] ∈ I. Les sous-espaces {0} et g sont des idéaux de g, dits triviaux. Un idéal
est en particulier une sous-algèbre de Lie, mais la réciproque est en général fausse. Toute
intersection et toute somme vectorielle d’idéaux de g est un idéal de g. Le noyau Ker f
d’un morphisme f : g→ g′ d’algèbres de Lie est un idéal. 34

Deux éléments X,Y de g commutent si leur crochet de Lie [X,Y ] est nul. Une algèbre
de Lie est dite abélienne si son crochet de Lie est l’application bilinéaire nulle, donc si deux
éléments quelconques commutent.

Cette notion n’est pas très intéressante de manière intrinsèque, mais la restriction du
crochet de Lie à certains sous-espaces vectoriels intéressants d’algèbres de Lie intéressantes
peut être nul, donnant ainsi des exemples de (sous)-algèbres de Lie abéliennes intéressantes.
Nous y reviendrons par exemple dans le cas de la sous-algèbre de Lie R4 de l’algèbre de
Lie so(1, 3)nR4 du groupe de Poincaré (voir la partie 3.4), ou de la sous-algèbre de Lie des
matrices diagonales de sln(C) (voir la partie 4.1).

Une algèbre de Lie est dite simple si elle n’a pas d’idéal non trivial, et si elle est non
abélienne. (Cette dernière condition peut être remplacée par « et si sa dimension est au
moins 2 ».) Une algèbre de Lie est dite semi-simple si elle est somme directe d’idéaux
simples.

Il se trouve que les algèbres de Lie classiques que nous étudierons dans ce cours, donnés
par le tableau (3) avec n ≥ 2, p ≥ 1 et q ≥ 2, sont simples. Une étude analogue à
celle effectuée dans les chapitres 2, 3 et 4, en particulier concernant la classification des
représentations linéaires de dimension finie, est en fait possible pour toutes les algèbres de
Lie simples, voire semi-simples. Nous renvoyons pour cela par exemple à [Bou4, Kna].

1.3 Représentations linéaires complexes de dimension finie d’algèbres
de Lie

Ce qui intéresse les physiciens, c’est moins la structure abstraite des groupes de symé-
tries que les transformations induites sur les grandeurs physiques, un même groupe pouvant
être groupe de symétries de plusieurs systèmes physiques. Nous ne nous intéresserons dans
ce cours qu’aux situations où ces transformations agissent de manière linéaire sur les quan-
tités physiques en question. Lorsque celles-ci ont un nombre fini de composantes réelles

34. En effet, si x ∈ Ker f et y ∈ g, alors f([x, y]) = [f(x), f(y)] = [0, f(y)] = 0 donc [x, y] ∈ Ker f .
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ou complexes, les transformations agissent par des matrices, ce qui est la raison principale
pour laquelle nous nous concentrons sur les groupes matriciels.

Nous allons commencer dans cette partie 1.3 par étudier l’action des générateurs in-
finitésimaux, et nous passerons aux groupes de transformations eux-même dans la partie
1.4.

Notons K = R ou K = C. Nous fixons dans cette partie une algèbre de Lie g sur K de
dimension finie.

Une représentation (d’algèbre de Lie) de g est un morphisme R : g→ gl(V ) d’algèbres
de Lie sur K, où V est un espace vectoriel complexe de dimension finie. 35 La dimension de
V est appelée la dimension de la représentation. La représentation est notée (V,R) lorsqu’il
est utile de préciser V . Nous dirons aussi que R est une représentation de g dans V .

Convention : Lorsque la représentation R est clairement sous-
entendue, pour tous les X ∈ g et v ∈ V , les physiciens notent souvent
Xv au lieu de R(X)(v).

(*)

Deux représentations (V,R) et (V ′, R′) de g sont conjuguées (on dit aussi équivalentes)
s’il existe un isomorphisme C-linéaire T : V → V ′ tel que

∀ X ∈ g, R′(X) = T ◦R(X) ◦ T−1 .

Un tel opérateur T (pas forcément unique) est appelé un opérateur d’entrelacement entre
R et R′. En particulier, deux représentations conjuguées ont même dimension, mais la
réciproque n’est pas forcément vraie.

Le résultat suivant est très pratique (voir le premier exemple ci-dessous) pour construire
des représentations d’algèbres de Lie.

Proposition 1.15. Soient (e1, . . . , eN ) une base de g et (c`j, k)1≤j,k,`≤N les constantes de
structure de g (relatives à cette base). Soient V un espace vectoriel complexe de dimension
finie et X1, . . . , XN des applications linéaires de V dans V telles que

∀ j, k ∈ {1, . . . , N}, [Xj , Xk] = c`j, kX` .

Alors il existe une et une seule représentation R de g dans V telle que R(ej) = Xj pour
tout j ∈ {1, . . . , N}.

Démonstration. Puisque (e1, . . . , eN ) est une base de g, il existe une et une seule applica-
tion linéaire R de g dans gl(V ) telle que R(ej) = Xj pour tout j ∈ {1, . . . , N}. Cette appli-
cation linéaire est un morphisme d’algèbres de Lie, car par la bilinéarité du crochet de Lie,
pour montrer que R est un morphisme, il suffit de montrer que R([ej , ek]) = [R(ej), R(ek)]
pour tous les j, k ∈ {1, . . . , N}. Or ces égalités découlent de la construction. 36 �

35. On définit de même une représentation à valeurs dans un espace vectoriel sur K et pas seulement sur
C, ou dans un espace vectoriel de dimension infinie, mais nous nous restreindrons au cas où V est complexe
et de dimension finie dans ces notes.
36. Pour tous les j, k ∈ {1, . . . , N}, nous avons

R([ej , ek]) = R(c`j,k e`) = c`j,kR(e`) = c`j,kX` = [Xj , Xk] = [R(ej), R(ek)] .
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Un sous-espace vectoriel complexe E de V est dit invariant (ou stable) par une représen-
tation R de g dans V (ou par l’algèbre de Lie g si la représentation (V,R) est sous-entendue)
s’il est stable par R(g), c’est-à-dire si pour tous les X ∈ g et v ∈ E, l’image R(X)v de v par
l’application linéaire R(X) appartient à E. Nous noterons alors (E,R|E) la représentation
d’algèbre de Lie de g dans E définie par

R|E : X 7→ R(X)|E ,

et nous l’appellerons la représentation restreinte à E de la représentation R.
Une représentation (V,R) de g est dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels

complexes de V invariants par R sont les sous-espaces triviaux {0} et V .

Si (V1, R1), . . . , (Vk, Rk) sont des représentations de g, la représentation somme directe
de ces représentations est la représentation notée R1 ⊕ · · · ⊕ Rk, dans l’espace vectoriel
somme directe V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, construite terme à terme, c’est-à-dire vérifiant, pour tous les
X ∈ g, v1 ∈ V1, . . . , vk ∈ Vk,

R1 ⊕ · · · ⊕Rk(X)(v1 + · · ·+ vk) = R1(X)v1 + · · ·+Rk(X)vk .

Nous considérerons parfois la représentation produit direct notée R1×· · ·×Rk, dans l’espace
vectoriel produit V1 × · · · × Vk, construite terme à terme, c’est-à-dire vérifiant, pour tous
les X ∈ g, v1 ∈ V1, . . . , vk ∈ Vk,

R1 × · · · ×Rk(X)(v1, . . . , vk) = (R1(X)v1, . . . , Rk(X)vk) .

Elle est canoniquement conjuguée à la représentation somme disjointe R1 ⊕ · · · ⊕ Rk, par
l’isomorphisme canonique (v1, . . . , vk) 7→ v1 + · · ·+ vk entre produit direct V1× · · · × Vk et
somme directe V1 ⊕ · · · ⊕ Vk.

Une représentation (V,R) de g est dite complètement réductible si elle est somme directe
de représentations irréductibles de g.

Les propriétés d’être irréductible ou complètement réductible sont préservées par équi-
valence de représentations : si (V ′, R′) est une représentation de g conjuguée à (V,R), alors
(V ′, R′) est irréductible (respectivement complètement réductible) si et seulement si (V,R)
l’est. Nous donnerons ultérieurement des résultats de classification, à conjugaison près, des
représentations irréductibles de certaines algèbres de Lie.

Nous donnons maintenant quelques exemples de représentations d’algèbre de Lie. Nous
identifions ci-dessous gln(K) avec gl(Kn) en prenant les matrices des applications linéaires
dans la base canonique de Kn. Nous rappelons que gln(R) est contenu dans gln(C).

Exemples. (1) Deux exemples de représentations de so(3).
Puisque so(3) est une sous-algèbre de Lie réelle de gl3(R) qui est contenue dans gl3(C)

qui s’identifie à gl(C3), l’application évidente 37 de so(3) dans gl(C3) est une représentation,
dite fondamentale (voir ci-dessous), de dimension 3.

Considérons les matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

37. qui à X ∈ so(3) associe l’endomorphisme de C3 de matrice X dans la base canonique de C3
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qui sont des éléments de M2(C). Un petit calcul montre que les matrices

ξ1 = i
σ1

2
, ξ2 = −iσ2

2
et ξ3 = i

σ3

2

vérifient les mêmes relations de commutation

∀ j, k ∈ {1, 2, 3}, [ξj , ξk] = ε`jk ξ` (11)

que les éléments de la base canonique (η1, η2, η3) de so(3) (voir la formule centrée (10)).
Par la proposition 1.15, il existe donc une et une seule représentation R : so(3)→ gl(C2) de
so(3) telle que R(ηk) = ξk pour k ∈ {1, 2, 3}. Cette représentation est donc de dimension
2, et en particulier distincte de, et même non conjuguée à, la représentation fondamentale
de so(3), qui est de dimension 3.

(2) Représentation adjointe d’une algèbre de Lie.

Soit g une algèbre de Lie sur K de dimension finie. L’application ad : g→ gl(g) définie
par

X 7→
{

adX : Y 7→ [X,Y ]
}

est une représentation d’algèbre de Lie 38 de g, appelée la représentation adjointe de g. En
effet, pour tous les X,Y, Z ∈ g, nous avons

ad [X,Y ] (Z) = adX ◦ adY (Z)− adY ◦ adX (Z) = [adX, adY ](Z) :

la première égalité est une simple réécriture 39 de l’identité de Jacobi dans g, et la seconde
est obtenue par la définition du crochet de Lie de gl(g).

Par exemple, si g est une sous-algèbre de Lie de glN (K) (en particulier, si g est l’algèbre
de Lie d’un groupe de Lie matriciel G contenu dans GLN (K), voir la proposition 1.13),
alors
• l’inclusion de g dans glN (C) (identifié à gl(CN )) est une représentation, souvent

appelée en physique la représentation fondamentale de g,
• la représentation adjointe ad de g est la restriction 40 au sous-espace vectoriel réel g

de MN (K) de la représentation adjointe ad de MN (K) définie après les exemples initiaux
de la partie 1.1.

Le noyau de la représentation adjointe de g, qui est un idéal de g comme vu ci-dessus,
est appelé le centre de g, car c’est le sous-espace vectoriel de g formé des éléments de g qui
commutent avec tous les éléments de g, et il est noté

z(g) = {X ∈ g : ∀ Y ∈ g, [X,Y ] = 0} .

En particulier, toute algèbre de Lie g sans centre 41 se plonge dans gl(g) (la représentation
adjointe ad : g → gl(g) étant alors un plongement (d’algèbres de Lie), c’est-à-dire un

38. Dans la définition de représentation d’algèbre de Lie, nous avons demandé que l’espace vectoriel
dans lequel agit la représentation soit un espace vectoriel complexe. Ici, si K = R, nous considérerons gl(g)
comme contenu dans gl(gC), car toute application R-linéaire de g dans g s’étend de manière unique en
une application C-linéaire de gC dans gC. En particulier, ad est considérée lorsque nécessaire comme une
application de g dans gl(gC).
39. [[X,Y ], Z] = [X, [Y,Z]]− [Y, [X,Z]]
40. au sens que pour tout X ∈ g, l’endomorphisme adX ∈ gl(g) est la restriction au sous-espace invariant

g de MN (K) de l’application adX : MN (K)→MN (K) qui a été définie juste avant la proposition 1.1.
41. c’est-à-dire dont le centre est réduit à {0}
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morphisme (d’algèbres de Lie) injectif). Par exemple, puisque toute matrice N × N qui
commute avec toute matrice diagonale et avec toute matrice de permutation est un multiple
scalaire de la matrice identité IN , nous avons

z(glN (K)) = K IN .

(3) Extension de scalaires.

Soient g une algèbre de Lie réelle, gC l’algèbre de Lie complexifiée de g, et (V,R)
une représentation de l’algèbre de Lie g. Pour tous les X,Y ∈ g, notons RC(X + iY )
l’endomorphisme de l’espace vectoriel complexe V défini par

RC(X + iY ) : v 7→ R(X)v + i R(Y )v . (12)

Par la définition 42 du crochet de Lie de gC et puisque R préserve le crochet de Lie de g,
un petit calcul 43 montre que

RC([X + iY,X ′ + iY ′]) = [RC(X + iY ), RC(X ′ + iY ′)]

pour tous les X,Y,X ′, Y ′ ∈ g, c’est-à-dire que l’application RC : gC = g ⊕ ig → gl(V ),
définie par X+ iY 7→ RC(X+ iY ) pour tous les X,Y ∈ g, est une représentation d’algèbre
de Lie de gC dans V , appelée complexifiée de R.

Proposition 1.16. L’application R 7→ RC est une correspondance bijective entre les repré-
sentations de g et celles de gC, ainsi qu’entre les représentations irréductibles de g et celles
de gC, ainsi qu’entre les représentations complètement réductibles de g et celles de gC. Deux
représentations de g sont conjuguées si et seulement si leurs représentations complexifiées
de gC le sont.

Démonstration. Si R′ est une représentation de l’algèbre de Lie complexe gC, alors la
restriction R′|g de R′ au sous-espace vectoriel réel g = g ⊕ {0} de gC = g ⊕ ig est une
représentation de l’algèbre de Lie réelle g, et les correspondances R 7→ RC et R′ 7→ R′|g sont
inverses l’une de l’autre 44. Pour toute représentation (V,R) de l’algèbre de Lie réelle g, un
sous-espace vectoriel complexe E de V est invariant par R si et seulement s’il est invariant
par RC. 45 Enfin, T : V → V ′ est un opérateur d’entrelacement entre deux représentations
(V,R) et (V ′, R′) de g si et seulement si T est un opérateur d’entrelacement entre RC et
R′C. 46 �

42. Voir la formule centrée (4).
43. Pour tous les X,Y,X ′, Y ′ ∈ g et v ∈ V , nous avons

RC([X + iY,X ′ + iY ′])v = RC(([X,X ′]− [Y, Y ′]) + i([Y,X ′] + [X,Y ′]))v

= R([X,X ′]− [Y, Y ′])v + i R([Y,X ′] + [X,Y ′])v

= ([R(X), R(X ′)]− [R(Y ), R(Y ′)])v + i ([R(Y ), R(X ′)] + [R(X), R(Y ′)])v

= [R(X) + i R(Y ), R(X ′) + i R(Y ′)]v = [RC(X + iY ), RC(X ′ + iY ′)]v .

44. comme on le montre en utilisant simplement la formule centrée (12) définissant la représentation
complexifiée RC de R
45. Voir la note de bas de page précédente.
46. Voir la note de bas de page précédente.
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Ainsi, il existe une correspondance bijective entre les classes d’équivalence de représen-
tations irréductibles de g et celles de gC. Par exemple, puisque su(2) est une forme réelle
de sl2(C) comme nous le montrerons dans la partie 2.1, il revient au même de classer à
équivalence près les représentations irréductibles de su(2) et celles de sl2(C), ce que nous
ferons dans la partie 2.3.

(4) Représentation complexe conjuguée d’une représentation d’algèbre de Lie

Si (V,R) est une représentation d’une algèbre de Lie réelle g et si B est une base de V
sur C, notons (V,R) la représentation complexe conjuguée de (V,R) associée à la base B,
définie par R : g 7→ gl(V ) et

R(X) = R(X) ,

pour tout X ∈ g, où R(X) est l’endomorphisme linéaire de V dont la matrice dans la base
B est la matrice complexe conjuguée de la matrice de R(X) dans cette même base. Il est
facile de vérifier que R est bien un morphisme d’algèbres de Lie réelles. On prendra bien
garde que la représentation R de g dans V ainsi définie dépend du choix de la base B, et
si V = CN , nous utiliserons sauf mention explicite du contraire la base canonique de CN .

Comme le montre la première assertion du résultat élémentaire suivant, cette dépen-
dance disparaît quand on travaille à équivalence de représentations près.

Proposition 1.17. (1) Si B′ est une autre base de V et si R ′ est la représentation
complexe conjuguée de R associée à la base B′, alors les représentations d’algèbre de Lie
R et R ′ de g dans V sont équivalentes. De plus, R = R ′ si la matrice de changement de
base entre B et B′ est réelle.

(2) Une représentation d’algèbre de Lie (V,R) est irréductible si et seulement si (V,R )
l’est.

(3) Si (V,R) et (V ′, R′) sont deux représentations d’algèbre de Lie de g équivalentes,
alors (V,R ) et (V ′, R′ ) le sont aussi.

Démonstration. (1) Soit A la matrice de passage de B à B′, et soient W et W ′ = AW
les vecteurs colonnes des coordonnées de w ∈ V dans les bases B et B′ respectivement.
Pour tout X ∈ g, si B et B′ = ABA−1 sont les matrices de R(X) dans les bases B et
B′ respectivement, alors les vecteurs colonnes des coordonnées de R(X)w et R ′(X)w tous
deux dans la base B sont respectivement BW et

A−1B′W ′ = A−1ABA−1AW .

La matrice de R ′(X) dans la base B est donc la conjuguée par A−1A de la matrice de
R(X) dans la base B. Ainsi, les représentations d’algèbre de Lie R et R ′ sont équivalentes,
par l’opérateur d’entrelacement de matrice A−1A dans la base B.

La dernière affirmation de (1) en découle.

(2) Soit W un sous-espace vectoriel complexe de V . Par (1), nous pouvons supposer
que la base B est obtenue en prenant une base de W et en la complétant, de sorte qu’un
vecteur de colonne des coordonnées C dans B appartient à W si et seulement si le vecteur
de colonne des coordonnées C dans B appartient à W . Donc W est invariant par R(X)
pour tout X ∈ g si et seulement s’il est invariant par R(X) pour tout X ∈ g.

(3) Pour tout X ∈ g, si B et B′ sont les matrices de R(X) et R′(X) dans des bases
B de V et B′ de V ′, si A est la matrice, dans ces bases B de V et B′ de V ′, d’un
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opérateur d’entrelacement entre R et R′, alors A est la matrice, dans ces bases B de V
et B′ de V ′, d’un opérateur d’entrelacement entre R et R′ : comme B′ = ABA−1, nous
avons B′ = ABA−1. �

(5) Représentation contragrédiente d’une représentation d’algèbre de Lie

Si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie, nous noterons E∗ = L (E;K)
l’espace vectoriel dual de E, et nous appellerons application d’évaluation 47 l’application de
E∗ × E dans K qui à une forme linéaire ` sur E et à un vecteur v ∈ E associe le scalaire
`(v).

Si (V,R) est une représentation d’une algèbre de Lie g, nous appellerons représentation
contragrédiente (ou aussi représentation duale) de (V,R) la représentation (V ∗, R )̂ définie
en posant, pour tous les X ∈ g et ` ∈ V ∗,

R (̂X)(`) = − ` ◦R(X) . (13)

Il est facile de vérifier que R
̂

: g → gl(V ∗) est un morphisme d’algèbres de Lie. 48 La
représentation contragrédiente de la représentation adjointe d’une algèbre de Lie g s’appelle
la représentation coadjointe de g, et elle est notée ad

̂
: g→ gl(g∗).

Si (e1, . . . , en) est une base de V , si (e∗1, . . . , e
∗
n) est la base duale de V ∗ (telle que

e∗j (ek) = δj,k où δj,k est le symbole de Kronecker, égal à 1 si j = k et à 0 sinon), en
identifiant les applications linéaires avec leur matrice dans ces bases, nous avons, pour tout
X ∈ g, l’égalité des matrices dans GLn(C) suivantes

R (̂X) = − t
(
R(X)

)
, (14)

c’est-à-dire les relations entre coefficients R (̂X)jk = −R(X)kj pour 1 ≤ j, k ≤ n.

Proposition 1.18. (1) Une représentation (V,R) d’une algèbre de Lie g est irrédutible si
et seulement si sa représentation contragrédiente (V ∗, R )̂ l’est.

(2) Deux représentations d’une algèbre de Lie g sont conjuguées si et seulement si leurs
représentations contragrédientes le sont.

Démonstration. (1) Par la formule (13), si un sous-espace vectoriel E de V est invariant
par R(g), alors son annulateur

E⊥ = {` ∈ V ∗ : ∀ v ∈ E, `(v) = 0}

47. ou parfois accouplement de dualité ; les physiciens notent parfois 〈`, v〉 au lieu de `(v) l’évaluation de
la forme linéaire ` sur le vecteur v
48. En effet, pour tous les X,Y ∈ g, ` ∈ V ∗, nous avons

R
̂
([X,Y ])(`) = −` ◦R([X,Y ]) = −` ◦R(X) ◦R(Y ) + ` ◦R(Y ) ◦R(X)

= R
̂
(Y )(` ◦R(X))−R

̂
(X)(` ◦R(Y ))

= R
̂
(Y )(−R

̂
(X)(`))−R

̂
(X)(−R

̂
(Y )(`)) = [R

̂
(X), R

̂
(Y )](`) .
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est invariant par R (̂g). Réciproquement, toujours par la formule (13), et puisque

E = {x ∈ V : ∀ ` ∈ E⊥, `(v) = 0} , 49

si E⊥ est invariant par R (̂g), alors E est invariant par R(g). Nous avons par dualité
E = {0} si et seulement si E⊥ = V ∗, et E⊥ = {0} si et seulement si E = V . Le résultat
en découle.

(2) Si T : V → V ′ est un opérateur d’entrelacement entre deux représentations (V,R)
et (V ′, R′), alors son application duale tT : (V ′)∗ → V ∗, définie par `′ 7→ `′ ◦ T , est un
opérateur d’entrelacement entre ((V ′)∗, (R′) )̂ et (V ∗, R )̂. 50 �

(6) Produit tensoriel de représentations d’algèbre de Lie

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K de dimension finie. Notons E ⊗F l’espace
vectoriel des applications bilinéaires de E∗ × F ∗ dans K, appelé le produit tensoriel des
espaces vectoriels E et F . Pour tous les x ∈ E et y ∈ F , notons x⊗ y l’élément de E ⊗ F
défini par

x⊗ y : (ξ, η) 7→ ξ(x) η(y) ,

appelé un tenseur pur de E ⊗ F .
Si u ∈ End(E) et v ∈ End(F ), notons u � v ∈ End(E ⊗ F ) l’endomorphisme 51 défini

par
u� v : φ 7→ {(ξ, η) 7→ φ(ξ ◦ u, η ◦ v)} .

en remarquant que la précomposition par u (respectivement v) d’une forme linéaire sur E
(respectivement F ) est encore une forme linéaire sur E (respectivement F ).

Il n’est pas important de retenir la définition précise de E ⊗ F (par ailleurs incorrecte
en dimension infinie), mais il est important de se souvenir des points suivants.
• Le produit tensoriel E ⊗ F contient les éléments particuliers x ⊗ y pour x ∈ E et

y ∈ F , qui sont bilinéaires en (x, y). 52

• Si (e1, . . . , eN ) et (f1, . . . , fM ) sont des bases de E et F respectivement, alors la suite
finie (ej ⊗ fk)1≤j≤N, 1≤k≤M est une base de E ⊗ F . En particulier

dim(E ⊗ F ) = (dimE)(dimF ) :

49. Cette formule se démontre par exemple en remarquant que si (e1, . . . , en) est une base de V telle que
(e1, . . . , ek) où k ≤ n est une base de E, si (e∗1, . . . , e

∗
n) est la base de V ∗ duale de (e1, . . . , en) (telle que

e∗j (ek) = δj,k où δj,k est le symbole de Kronecker, égal à 1 si j = k et à 0 sinon), alors (e∗k+1, . . . , e
∗
n) est

une base de E⊥.
50. En effet, pour tous les X ∈ g et `′ ∈ (V ′)∗, nous avons

(R′)
̂
◦ tT (`′) = (R′)

̂
(`′ ◦ T ) = − `′ ◦ T ◦R′(X) = − `′ ◦R(X) ◦ T = (R

̂
(X)(`′)) ◦ T = tT ◦R

̂
(X)(`′) .

51. On ne confondra pas cet endomorphisme u� v ∈ End(E ⊗F ) avec le tenseur pur u⊗ v ∈ End(E)⊗
End(F ).
52. Pour tous les x, x′ ∈ E, y, y′ ∈ F et λ, µ ∈ K, nous avons

(λx+ x′)⊗ (µ y + y′) = λµ x⊗ y + λ x⊗ y′ + µ x′ ⊗ y + x′ ⊗ y′ .
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la dimension d’un produit tensoriel est le produit (et non pas la somme comme dans le cas
d’un produit direct) des dimensions.
• Tout élément de E⊗F n’est pas forcément un tenseur pur x⊗y, mais est une somme

(finie) de tenseurs purs.
En particulier, par linéarité, pour montrer que deux applications linéaires de E ⊗ F

dans un espace vectoriel sur K sont égales, il suffit de montrer qu’elles donnent les mêmes
valeurs aux tenseurs purs. Nous utiliserons plusieurs fois dans la suite de ces notes cette
remarque sans la mentionner.
• Si u ∈ End(E) et v ∈ End(F ), alors u� v est l’unique endomorphisme de E ⊗F tel

que pour tous les x ∈ E et y ∈ F ,

u� v (x⊗ y) = u(x)⊗ v(y) .

Maintenant, si (V,R) et (V ′, R′) sont deux représentations de l’algèbre de Lie g, alors
l’application R⊗R′ de g dans gl(V ⊗V ′) telle que pour tout X ∈ g, l’application R⊗R′ (X)
soit l’unique application linéaire de V ⊗ V ′ dans V ⊗ V ′ telle que

R⊗R′ (X)(v ⊗ v′) = (R(X)(v))⊗ v′ + v ⊗ (R′(X)(v′)) (15)

pour tous les v ∈ V et v′ ∈ V ′, est une représentation d’algèbre de Lie de g, comme
un calcul élémentaire le montre, 53 appelée la représentation produit tensoriel de (V,R) et
(V ′, R′).

Remarque. (1) Si (V,R) et (V ′, R′) sont conjuguées à (Ṽ , R̃) et (Ṽ ′, R̃′) par les opérateurs
d’entrelacements T : V → Ṽ et T ′ : V ′ → Ṽ ′ respectivement, alors R ⊗ R′ est conjuguée
à R̃⊗ R̃′ par l’unique application linéaire T � T ′ telle que T � T ′(v ⊗ v′) = T (v)⊗ T ′(v′)
pour tous les v ∈ V et v′ ∈ V ′, comme un petit calcul élémentaire le montre. 54

(2) Le produit tensoriel et l’extension de scalaires des représentations d’algèbres de Lie
réelles commutent : si (V,R) et (V ′, R′) sont deux représentations d’une algèbre de Lie
réelle g, alors

(R⊗R′)C = RC ⊗R′C . (16)

53. En utilisant la convention de notation (*) du début de la partie 1.3, pour tous les X,Y ∈ g, v ∈ V
et v′ ∈ V ′, nous avons

X(Y (v ⊗ v′))− Y (X(v ⊗ v′)) = X(Y v ⊗ v′ + v ⊗ Y v′)− Y (Xv ⊗ v′ + v ⊗Xv′)
= (XY v ⊗ v′ + Y v ⊗Xv′ +Xv ⊗ Y v′ + v ⊗XY v′)− (Y Xv ⊗ v′ +Xv ⊗ Y v′ + Y v ⊗Xv′ + v ⊗ Y Xv′)
= (XY v − Y Xv)⊗ v′ + v ⊗ (XY v′ − Y Xv′) = ([X,Y ]v)⊗ v′ + v ⊗ ([X,Y ]v′) = [X,Y ](v ⊗ v′) .

54. L’application T � T ′ est inversible, d’inverse T−1 � T ′
−1. Pour tous les X ∈ g, v ∈ V et v′ ∈ V ′,

nous avons

(R⊗R′)(X) ◦ (T � T ′)(v ⊗ v′) = (R⊗R′)(X)(T (v)⊗ T ′(v′))

= (R(X) ◦ T (v))⊗ T ′(v′) + T (v)⊗ (R′(X) ◦ T ′(v′)) = (T ◦ R̃(X)(v))⊗ T ′(v′) + T (v)⊗ (T ′ ◦ R̃′(X)(v′))

= (T � T ′)
(
(R̃(X)(v))⊗ v′ + v ⊗ (R̃′(X)(v′))

)
= (T � T ′) ◦ (R̃⊗ R̃′)(X)(v ⊗ v′) .
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En effet, pour tous les X,Y ∈ g, v ∈ V et v′ ∈ V ′, nous avons, par les définitions des
représentations complexifiées et produits tensoriels,

(R⊗R′)C(X + iY )(v ⊗ v′)
= (R⊗R′)(X)(v ⊗ v′) + i (R⊗R′)(Y )(v ⊗ v′)
= R(X)(v)⊗ v′ + v ⊗R′(X)(v′) + i R(Y )(v)⊗ v′ + i v ⊗R′(Y )(v′)

=
(
RC(X + iY )(v)

)
⊗ v′ + v ⊗

(
R′

C
(X + iY )(v′)

)
= (RC ⊗R′C)(X + iY )(v ⊗ v′) .

(3) Le produit tensoriel et la conjugaison complexe des représentations d’algèbres de
Lie réelles commutent : si (V,R) et (V ′, R′) sont deux représentations d’une algèbre de Lie
réelle g, de représentations complexes conjuguées (V,R ) et (V ′, R′ ) dans des bases B =
(ej)1≤j≤m et B′ = (fk)1≤k≤n respectivement, alors la représentation complexe conjuguée
de R⊗R′ dans la base des tenseurs purs (ej ⊗ fk)1≤j≤m, 1≤k≤n vérifie

R⊗R′ = R ⊗ R′ . (17)

Forme de Killing

Si g est une algèbre de Lie sur K de dimension finie, la forme de Killing de g est
l’application B = Bg : g× g→ K définie par

B(x, y) = tr(adx ◦ ad y) .

Par les propriétés 55 de la trace des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension
finie, et par la linéarité de la représentation adjointe, la forme de Killing est bilinéaire et
symétrique. 56 Elle est invariante par tout automorphisme d’algèbres de Lie : si f : g→ g′

est un isomorphisme d’algèbres de Lie sur K, alors, pour tous les x et y dans g, nous avons

Bg′(f(x), f(y)) = Bg(x, y) ,

car l’égalité [f(x), f(y)] = f([x, y]) implique que ad
(
f(x)

)
= f ◦ (adx) ◦ f−1, et le résultat

découle des propriétés de la trace.
Elle est de plus ad-alternée : pour tous les x, y, z ∈ g, nous avons

B(adx (y), z) = −B(y, adx (z)) .

En effet, en appliquant deux fois l’identité de Jacobi, nous avons

B([x, y], z) = tr
(
(adx ◦ ad y − ad y ◦ adx) ◦ ad z

)
= tr(ad y ◦ ad z ◦ adx)− tr(ad y ◦ adx ◦ ad z) = B(y, [z, x]) = −B(y, [x, z]) .

Par exemple, la forme de Killing de l’algèbre de Lie glN (K) est

∀ X,Y ∈ glN (K), B(X,Y ) = 2N tr(XY )− 2 trX trY . (18)

55. Pour tout espace vectoriel V sur K de dimension finie, l’application tr : End(V ) → K, qui à un
endomorphisme x de V associe la trace de la matrice de x dans n’importe quelle base de V , est linéaire et
tr(x ◦ y) = tr(y ◦ x) pour tous les x, y ∈ End(V ).
56. Ceci signifie que pour tous les x, y ∈ g, nous avons B(x, y) = B(y, x).
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En effet, soit (Eji )1≤i,j≤N la base canonique de MN (K) (voir le début de la partie 1.1).
Pour tout X = (aij)1≤i,j≤N ∈ glN (K), nous avons

adX(Eji ) = akiE
j
k − a

j
kE

k
i .

Un calcul peu agréable de trace dans la base (Eji )1≤i,j≤N montre alors le résultat.

1.4 Représentations linéaires complexes de dimension finie de groupes
de Lie

Nous fixons dans cette partie un groupe de Lie matriciel G, d’algèbre de Lie g. Rappe-
lons que pour tout espace vectoriel complexe V de dimension finie, GL(V ) est un groupe
de Lie matriciel, d’algèbre de Lie (réelle) gl(V )R.

Une représentation (de groupe de Lie) de G est un morphisme de groupes de Lie

ρ : G→ GL(V ) ,

où V est un espace vectoriel complexe de dimension finie. La dimension de V est appelée
la dimension de la représentation ρ. La représentation est notée (V, ρ) lorsqu’il est utile de
préciser V . Nous dirons aussi que ρ est une représentation de G dans V .

Convention : Lorsque la représentation ρ est clairement sous-entendue,
pour tous les g ∈ G et v ∈ V , les physiciens notent souvent gv au lieu
de ρ(g)(v).

(**)

Par exemple, si G est un sous-groupe de Lie matriciel de GLN (K) où K = R ou
C, alors l’application de G dans GL(CN ) obtenue en composant l’inclusion de G dans
GLN (K), l’inclusion de GLN (K) dans GLN (C) si K = R et l’isomorphisme canonique
GLN (C) ' GL(CN ), est une représentation de G, dite fondamentale.

Soient (V, ρ) et (V ′, ρ′) deux représentations de G. Une application linéaire T : V → V ′

telle que pour tous les g ∈ G,
ρ′(g) ◦ T = T ◦ ρ(g)

est appelée un opérateur d’entrelacement de (V, ρ) et (V ′, ρ′). La condition ci-dessus s’ex-
prime aussi en demandant que le diagramme

V
ρ(g)−→ V

T ↓ ↓ T
V ′

ρ′(g)−→ V ′

soit commutatif pour tout g ∈ G. Les représentations (V, ρ) et (V ′, ρ′) sont dites équiva-
lentes (ou aussi conjuguées) s’il existe un opérateur d’entrelacement T bijectif (aussi appelé
une conjugaison) de (V, ρ) et (V ′, ρ′) : pour tout g ∈ G, nous avons

ρ′(g) = T ◦ ρ(g) ◦ T−1 .

En particulier, les dimensions de V et V ′ sont alors égales, et les matrices de ρ′(g) et ρ(g)
(pour des choix de bases indifférents de V et V ′) sont alors conjuguées.
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La physique quantique, par le fait que les fonctions d’ondes sont en général des élé-
ments d’un espace de Hilbert complexe, fait jouer un rôle prépondérant aux représentations
unitaires, que nous définissons maintenant. Si H est un espace de Hilbert complexe, nous
noterons 〈·, ·〉 son produit scalaire hermitien 57 (ou 〈·, ·〉H lorsqu’il est utile de préciser H ),
et U(H ) le groupe unitaire de H , c’est-à-dire le groupe des bijections linéaires de H dans
H qui préservent le produit scalaire hermitien de H (ou, de manière équivalente, qui pré-
servent la norme hilbertienne de H ). Une représentation unitaire de G est un morphisme
de groupes ρ : G → U(H ), où H est un espace de Hilbert complexe, tel que pour tous
les x, y ∈ H , l’application de G dans C définie par g 7→ 〈gx, y〉, appelée un coefficient
matriciel de ρ, soit continue. Si H est de dimension finie, alors U(H ) est un sous-groupe
de Lie matriciel de GL(H ), et cette condition de continuité est (en prenant les coefficients
matriciels des couples d’éléments dans une base de H ) équivalente à demander que l’appli-
cation ρ : G→ U(H ) soit continue. 58 La représentation unitaire est notée (H , ρ) lorsque
qu’il est utile de préciser H . Nous dirons aussi que ρ est une représentation unitaire de G
dans H . Nous renvoyons à la partie II du livre [BdlHV] pour des informations de bases
sur les représentations unitaires.

Lorsque G est un groupe de Lie matriciel compact, toute représentation est unitarisable,
au sens suivant. Donc en ce qui concerne les groupes compacts, comme SO(3) ou SU(2),
la condition que la représentation soit unitaire n’est pas très restrictive.

Proposition 1.19. Pour tout groupe de Lie matriciel G, si G est compact, 59 alors pour
toute représentation (V, ρ) de G, il existe un produit scalaire hermitien sur V , de sorte que
(V, ρ) soit une représentation unitaire.

Démonstration. Nous renvoyons par exemple à [KS, Theo. 4.1]. �

Nous donnons maintenant quelques exemples de contructions de représentations de
groupes de Lie.

Exemples. (1) Représentation restreinte d’une représentation de groupe de Lie

Soit (V, ρ) une représentation de G. Un sous-espace vectoriel complexe E de V est dit
invariant (ou stable) par la représentation ρ (ou par le groupe de Lie matriciel G si la
représentation ρ est sous-entendue) s’il est stable par ρ(G), c’est-à-dire si pour tous les
g ∈ G et v ∈ E, nous avons ρ(g)v ∈ E. Nous noterons alors (E, ρ|E) la représentation de
groupe de Lie de G définie par

ρ|E : g 7→ ρ(g)|E ,

et nous l’appellerons la représentation restreinte à E de la représentation ρ.
Une représentation (V, ρ) de G est dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels

complexes de V invariants par ρ sont les sous-espaces vectoriels triviaux {0} et V . Notons
que si (V, ρ) et (V ′, ρ′) sont deux représentations équivalentes du groupe de Lie matriciel
G, alors l’une est irréductible si et seulement si l’autre l’est.

(2) Représentation Adjointe d’un groupe de Lie

57. avec la convention linéaire à droite, anti-linéaire à gauche
58. Par la proposition 1.7, ceci équivaut à demander que ρ : G→ U(H ) soit un morphisme de groupes

de Lie.
59. L’hypothèse que G est compact est nécessaire. Par exemple, nous laissons en exercice la vérification

que G = GL2(C) ne préserve pas de produit scalaire hermitien dans C2.
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Soit K = R ou K = C et soitN ∈ N−{0} tels que G soit contenu dans GLN (K), de sorte
que g est contenue dans glN (K). Pour tous les X ∈ g et g ∈ G, le produit matriciel gXg−1

appartient à g. En effet, pour tout t ∈ R, nous avons exp(tX) ∈ G par la proposition
1.13 (1). Donc g exp(tX)g−1 ∈ G puisque G est un groupe. Par conséquent, l’élément
gXg−1, qui est égal à d

dt |t=0

(
g exp(tX)g−1

)
par la proposition 1.2 (5) et la linéarité des

multiplications à droite et à gauche par une matrice, appartient à g, car la courbe lisse
t 7→ g exp(tX)g−1 passe par l’élément neutre e de G en t = 0 et g, en tant qu’espace
vectoriel réel, est l’espace tangent à G en e. Pour tout g ∈ G, l’application X 7→ gXg−1

de g dans g est linéaire et bijective, d’inverse X 7→ g−1Xg.
Nous pouvons donc définir une application Ad : G→ GL(g) par

g 7→ {X 7→ gXg−1} .

Cette application Ad est une représentation 60 de groupe de Lie de G, appelée la représen-
tation Adjointe de G. En effet, Ad est clairement un morphisme de groupes, et c’est une
application C∞ de la sous-variété G à valeurs dans l’ouvert GL(g), comme restriction à G
de l’application de l’ouvert GLN (K) à valeurs dans l’espace vectoriel gl(glN (K)) ' KN4 dé-
finie par g 7→

(
(gEji g

−1)k`
)

1≤i,j,k,`≤N , chaque coefficient de l’image de g étant une fraction
rationnelle de dénominateur ne s’annulant pas en les coefficients de g.

(3) Représentation somme directe de représentations de groupe de Lie

Si (V1, ρ1), . . . , (Vk, ρk) sont des représentations de G, la représentation somme directe
de ces représentations est la représentation de G notée ρ1⊕· · ·⊕ρk, dans l’espace vectoriel
somme directe V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, construite terme à terme, c’est-à-dire vérifiant, pour tous les
g ∈ G, v1 ∈ V1, . . . , vk ∈ Vk,

ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρk(g)(v1 + · · ·+ vk) = ρ1(g)v1 + · · ·+ ρk(g)vk .

Une représentation (V, ρ) est dite complètement réductible si elle est somme directe de
représentations irréductibles de G. Notons que si (V, ρ) et (V ′, ρ′) sont deux représentations
équivalentes du groupe de Lie matriciel G, alors l’une est complètement réductible si et
seulement si l’autre l’est.

Proposition 1.20. Toute représentation unitaire de dimension finie d’un groupe de Lie
matriciel est complètement réductible. En particulier, toute représentation d’un groupe de
Lie matriciel compact est complètement réductible.

Démonstration. Montrons que si (H , ρ) est une représentation unitaire de G, où H est
de dimension finie, si E est un sous-espace vectoriel complexe de H invariant par ρ, alors
l’orthogonal E⊥ de E dans H est aussi invariant par ρ et qu’en notant ρ|E : G→ GL(E)

et ρ|E⊥ : G → GL(E⊥) les représentations restreintes de ρ à E et à E⊥ respectivement,

60. Dans la définition de représentation de groupe de Lie, nous avons demandé que l’espace vectoriel
dans lequel agit la représentation soit un espace vectoriel complexe. Or g est a priori un espace vectoriel
réel. Le problème se contourne alors en remplaçant g par g′ où g′ est une sous-algèbre de Lie complexe de
glN (C) telle que (g′)R = g, ou en remplaçant encore g par son espace vectoriel complexifié gC. En effet, dans
le premier cas, les applications de g′ dans g′ de la forme X 7→ gXg−1 sont C-linéaires, et dans le second
cas, toute bijection R-linéaire de g dans elle-même s’étend de manière unique à une bijection C-linéaire de
gC dans elle-même.
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alors les représentations ρ et ρ|E ⊕ ρ|E⊥ dans V = E ⊕E⊥ sont égales. Par récurrence sur
la dimension, la première assertion de la proposition 1.20 en découle.

Pour tous les g ∈ G, x ∈ E et y ∈ E⊥, nous avons, puisque ρ(g) préserve le produit
scalaire de H , et puisque ρ(g−1)x appartient encore à E,

〈ρ(g)y, x〉 = 〈ρ(g)y, ρ(g)ρ(g)−1x〉 = 〈y, ρ(g−1)x〉 = 0 .

Ceci étant vrai pour tout x ∈ E, le vecteur ρ(g)y appartient à E⊥. Donc E⊥ est invariant
par ρ.

Si v = x+y est la décomposition de v ∈H dans la somme directe H = E⊕E⊥, alors

ρ(g)v = ρ(g)x+ ρ(g)y = ρ|E(g)x+ ρ|E⊥(g)y ,

ce qui montre l’affirmation cherchée.

La dernière assertion de la proposition 1.20 découle de la première et de la proposition
1.19. �

(4) Représentation complexe conjuguée d’une représentation de groupe de Lie

Si (V, ρ) est une représentation de G et si B est une base de V sur C, notons (V, ρ) la
représentation complexe conjuguée de ρ associée à la base B, définie par ρ : G → GL(V )
et, pour tout g ∈ G,

ρ(g) = ρ(g)

où ρ(g) est l’endomorphisme linéaire (qui est bijectif) de V dont la matrice dans la base B
est la matrice complexe conjuguée de la matrice de ρ(g) dans cette même base. Il est facile
de vérifier que ρ est bien un morphisme de groupes de Lie. On prendra bien garde que la
représentation ρ de G dans V ainsi définie dépend du choix de la base B, et si V = CN ,
nous utiliserons sauf mention explicite du contraire la base canonique de CN .

On montre comme pour les représentations d’algèbre de Lie (voir la proposition 1.17
(1)) que si B′ est une autre base de V et si ρ ′ est la représentation complexe conjuguée
de ρ associée à B′, alors les représentations de groupe de Lie ρ et ρ ′ sont équivalentes, et
même égales si la matrice de changement de base est réelle.

Remarquons que ρ(g)(v) = ρ(g)(v) pour tous les g ∈ G et v ∈ V , où v est l’élément de
V dont les coordonnées dans la base B sont les conjugués complexes des coordonnées de
v dans cette même base. Soit E un sous-espace vectoriel complexe de V , notons E = {v :
v ∈ E}, qui est aussi un sous-espace vectoriel complexe de V , de même dimension que E.
Alors E est invariant par ρ si et seulement si E est invariant par ρ. Donc ρ est irréductible
(respectivement complètement réductible) si et seulement si ρ l’est.

Il est élémentaire de vérifier que si ρ et ρ′ sont deux représentations de groupe de Lie
de G équivalentes, alors ρ et ρ′ sont aussi équivalentes.

(5) Représentation contragrédiente d’une représentation de groupe de Lie

Rappelons (voir la partie 1.3) que l’espace vectoriel dual V ∗ d’un espace vectoriel
complexe V est l’espace vectoriel complexe L (V ;C) des formes linéaires (complexes) sur
V .

Si (V, ρ) est une représentation de G, nous appellerons représentation contragrédiente
de (V, ρ) la représentation (V ∗, ρ

̂
) définie en posant, pour tous les g ∈ G et ` ∈ V ∗,

ρ (̂g)(`) = ` ◦ ρ (g−1) . (19)
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Il est facile de vérifier que ρ
̂

: G→ GL(V ∗) est un morphisme de groupes de Lie. 61

La représentation contragrédiente de la représentation Adjointe de G s’appelle la re-
présentation coAdjointe de G, et elle est notée Ad

̂
: G→ GL(g∗). 62

Si (e1, . . . , en) est une base de V , si (e∗1, . . . , e
∗
n) est la base duale de V ∗ (telle que

e∗k(ej) = δj,k où δj,k est le symbole de Kronecker, égal à 1 si j = k et à 0 sinon), en
identifiant les applications linéaires avec leur matrice dans ces bases, nous avons, pour tout
g ∈ G, l’égalité des matrices dans GLn(C) suivantes

ρ (̂g) = t
(
ρ(g−1)

)
, (20)

c’est-à-dire l’égalité des coefficients

ρ (̂g)jk =
(
ρ (̂g)`ke

∗
`

)
(ej) =

(
ρ (̂g)(e∗k)

)
(ej) = e∗k

(
ρ(g−1)(ej)

)
= e∗k

(
ρ(g−1)`je`

)
= ρ(g−1)kj

pour 1 ≤ j, k ≤ n. 63 Nous regroupons dans l’énoncé suivant quelques propriétés des
représentations contragrédientes.

Proposition 1.21. (1) Une représentation (V, ρ) d’un groupe de Lie matriciel G est irré-
ductible si et seulement si sa représentation contragrédiente (V ∗, ρ )̂ l’est.

(2) Si (V, ρ) et (V ′, ρ′) sont des représentations d’un groupe de Lie matriciel G, alors
(V, ρ) et (V ′, ρ′) sont équivalentes si et seulement si leurs représentations contragrédientes
(V ∗, ρ )̂ et (V ′∗, ρ′ )̂ le sont.

Démonstration. (1) La démonstration est analogue à celle de la proposition 1.18.

(2) Il suffit de montrer l’implication directe, car
(
V ∗∗, (ρ )̂

̂)
= (V, ρ). Si T : V → V ′

est un opérateur d’entrelacement entre ρ et ρ′, alors l’application T
̂

: V ∗ → V ′∗ définie
par ` 7→ ` ◦ T−1 est un opérateur d’entrelacement entre ρ

̂
et ρ′ .̂ En effet, pour tous les

g ∈ G et ` ∈ V ∗, nous avons

T
̂
◦ ρ (̂g) (`) = T (̂` ◦ ρ(g)−1) = ` ◦ ρ(g)−1 ◦ T−1 = ` ◦ T−1 ◦ ρ′(g)−1

= ρ′ (̂g)
(
` ◦ T−1

)
= ρ′ (̂g) ◦ T

̂
(`) . �

61. Le fait que nous voulons ρ
̂
(gh) = ρ

̂
(g) ◦ ρ

̂
(h) pour tout g, h ∈ G explique la présence de l’inverse

de g dans cette formule. En effet, pour tous les g, h ∈ G et ` ∈ V ∗, nous avons

ρ
̂
(gh)(`) = ` ◦ ρ((gh)−1) = ` ◦ ρ(h−1) ◦ ρ(g−1) = ρ

̂
(g)(` ◦ ρ(h−1)) = ρ

̂
(g)(ρ

̂
(h)(`)) .

62. Rappelons que g est a priori un espace vectoriel réel, alors que dans la définition de représentation de
groupe de Lie, nous avons demandé que l’espace vectoriel dans lequel agit la représentation soit un espace
vectoriel complexe. Le problème se contourne alors de nouveau en remplaçant g∗ par son espace vectoriel
complexifié (g∗)C. Remarquons que la définition de représentation contragrédiente fait sens lorsque V est
un espace vectoriel réel. Il n’y a alors pas de problème de compatibilité en complexifiant, car les espaces
vectoriels complexes (g∗)C et (gC)∗ sont canoniquement isomorphes par l’application Θ : (g∗)C → (gC)∗

suivante. Pour tous les `, `′ ∈ g∗ et x, y ∈ g, considérons

Θ : `+ i`′ 7→
{

(x+ iy) 7→ (`(x)− `′(y)) + i(`(y) + `′(x))
}
.

On vérifie que cette application est bien définie et qu’elle est un isomorphisme linéaire sur C.
63. On prendra bien garde à ne pas confondre la matrice de la représentation contragrédiente de ρ évaluée

en g, qui est ρ
̂
(g) = t(ρ(g−1)), et la matrice adjointe de la matrice de la représentation ρ évaluée en g,

qui est (ρ(g))∗ = t( ρ(g) ).
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(6) Produit tensoriel de représentations de groupe de Lie

La représentation produit tensoriel de deux représentations (V, ρ) et (V ′, ρ′) de G est
la représentation (V ⊗ V ′, ρ⊗ ρ′) de G dans l’espace vectoriel V ⊗ V ′, où pour tout g ∈ G,
l’application (ρ ⊗ ρ′)(g) est l’unique application linéaire de V ⊗ V ′ dans V ⊗ V ′ telle que
pour tous les v ∈ V et v′ ∈ V ′,

(ρ⊗ ρ′)(g)(v ⊗ v′) = (ρ(g)v)⊗ (ρ′(g)v′) . (21)

Il est élémentaire de vérifier que (ρ⊗ρ′)(g) ∈ GL(V ⊗V ′), car (ρ⊗ρ′)(g−1) est l’inverse de
(ρ⊗ρ′)(g), et que ρ⊗ρ′ : G→ GL(V ⊗V ′) est un morphisme de groupes de Lie. Remarquons
la différence formelle importante entre la définition par l’équation (21) de représentation
produit tensoriel de groupe de Lie et celle par l’équation (15) de représentation produit
tensoriel d’algèbre de Lie. Ceci s’expliquera par les propriétés des représentations tangentes,
qui seront définies ci-dessous (voir la formule (24)).

Notons que si (V1, ρ1) et (V2, ρ2) sont deux représentations équivalentes de G, et si
(V ′1 , ρ

′
1) et (V ′2 , ρ

′
2) sont deux représentations équivalentes de G, alors les représentations

(V1 ⊗ V ′1 , ρ1 ⊗ ρ′1) et (V2 ⊗ V ′2 , ρ2 ⊗ ρ′2)

sont aussi équivalentes. En effet, si T : V1 → V2 entrelace ρ1 et ρ2 et si T ′ : V ′1 → V ′2
entrelace ρ′1 et ρ′2, alors l’unique application linéaire T � T ′ : (V1 ⊗ V ′1) → (V2 ⊗ V ′2) telle
que T � T ′(v1 ⊗ v′1) = T (v1) ⊗ T ′(v′1) pour tous les v1 ∈ V1 et v′1 ∈ V ′1 entrelace ρ1 ⊗ ρ′1
et ρ2 ⊗ ρ′2, comme un petit calcul élémentaire analogue à celui pour les algèbres de Lie le
montre.

Relations entre représentations de groupe de Lie et d’algèbre de Lie.

L’outil principal qui va nous permettre de relier les représentations d’un groupe de Lie
matriciel aux représentations de son algèbre de Lie est la notion de représentation tangente,
que nous introduisons maintenant.

Soit (V, ρ) une représentation de groupe de Lie de G. L’application tangente

Teρ : g→ gl(V )

est un morphisme d’algèbres de Lie réelles par la proposition 1.13 (3). Donc Teρ : g→ gl(V )
est une représentation de l’algèbre de Lie g deG dans l’espace vectoriel complexe V , appelée
la représentation tangente de ρ, et notée Tρ. 64 Par la proposition 1.13 (3), elle vérifie, pour
tous les t ∈ R et X ∈ g, la relation

exp(t Tρ(X)) = ρ(exp(tX)) ,

ce qui donne par la proposition 1.2 (5) un moyen pratique de calcul suivant : pour tout
X ∈ g,

Tρ(X) =
d

dt |t=0
ρ(exp(tX)) . (22)

Exemples (1) La représentation tangente de la représentation complexe conjuguée de ρ
est la représentation complexe conjuguée de la représentation tangente de ρ (en travaillant
dans la même base B de V pour la définition de ρ et de Tρ) :

Tρ = T ρ . (23)

64. La notation varie dans les références.
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(2) Si (V, ρ) et (V ′, ρ′) sont deux représentations de G, alors

T (ρ⊕ ρ′) = Tρ⊕ Tρ′ : g→ gl(V ⊕ V ′)

et
T (ρ⊗ ρ′) = Tρ⊗ Tρ′ : g→ gl(V ⊗ V ′) . (24)

En effet, pour tous les X ∈ g, v ∈ V et v′ ∈ V ′, nous avons par la bilinéarité du produit
tensoriel

d

dt |t=0
(ρ⊗ ρ′)(exp tX)(v ⊗ v′) =

d

dt |t=0

(
(ρ(exp tX)v)⊗ (ρ′(exp tX)v′)

)
= (Tρ(X)v)⊗ v′ + v ⊗ (Tρ′(X)v′)

= (Tρ⊗ Tρ′)(X)(v ⊗ v′) .

La formule (24) découle alors de la formule (22).

(3) Si G′ est un groupe de Lie matriciel et si φ : G′ → G est un morphisme de groupes
de Lie, alors (V, ρ ◦ φ) est une représentation de G′, et

T (ρ ◦ φ) = Tρ ◦ Teφ .

En effet, outre qu’il s’agit d’une simple application du théorème de différentiation des
fonctions composées, pour tous les X ′ dans l’algèbre de Lie de G′, par les formules (22) et
(5), nous avons

T (ρ ◦ φ)(X ′) =
d

dt |t=0
(ρ ◦ φ)(exp(tX ′)) =

d

dt |t=0
ρ(exp(t Teφ(X ′))) = Tρ(Teφ(X ′)) .

(4) La représentation tangente de la représentation contragrédiente (V ∗, ρ )̂ d’une re-
présentation (V, ρ) de G est la représentation contragrédiente de la représentation tangente
de (V, ρ) :

T (ρ )̂ = (Tρ)
̂
. (25)

En effet, pour tous les ` ∈ V ∗, v ∈ V et X ∈ g, par la définition de la représentation
tangente (voir la formule (22)), par la linéarité des évaluations, et par les définitions des
représentations contragrédientes (voir les formules (19) et (13)), nous avons,

T (ρ )̂(X)(`)
(
v
)

=
( d
dt |t=0

ρ (̂exp(tX))(`)
)(
v
)

=
d

dt |t=0

(
ρ (̂exp(tX))(`) (v)

)
=

d

dt |t=0
`
(
ρ(exp(−tX))(v)

)
= `
( d
dt |t=0

ρ(exp(−tX))(v)
)

= `
(
− Tρ(X)(v)

)
= (Tρ) (̂X)(`)

(
v
)
.

Nous résumons dans la proposition suivante quelques relations entre une représentation
d’un groupe de Lie et sa représentation tangente.

Proposition 1.22. Soit (V, ρ) une représentation d’un groupe de Lie matriciel G d’algèbre
de Lie g.
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(1) Soit E un sous-espace vectoriel complexe de V . Si E est invariant par ρ, alors E est
invariant par la représentation tangente Tρ. Si G est connexe, et si E est invariant
par Tρ, alors E est invariant par ρ.

(2) Si la représentation tangente Tρ de g est irréductible, alors la représentation ρ de G
est irréductible. Si G est connexe, la réciproque est vraie.

(3) Si G est connexe, la représentation tangente Tρ de g est complètement réductible si et
seulement si la représentation ρ de G est complètement réductible.

(4) Soit (V ′, ρ′) une autre représentation de G. Si ρ et ρ′ sont équivalentes, alors Tρ et
Tρ′ sont équivalentes. Si G est connexe, la réciproque est vraie.

Démonstration. (1) Pour tous les X ∈ g, t ∈ R et v ∈ E, nous avons ρ(exp(tX))(v) ∈ E
donc en utilisant la formule (22), puisque E est un sous-espace vectoriel (fermé), nous
avons

Tρ(X)(v) =
d

dt |t=0
ρ(exp(tX))(v) ∈ E .

Pour montrer la réciproque, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemma 1.23. Soit G un groupe de Lie matriciel connexe. Alors tout voisinage de l’identité
de G engendre G. Si g est l’algèbre de Lie de G, alors l’image exp(g) de l’exponentielle
engendre G. Tout élément de G est un produit d’un nombre fini d’éléments de la forme
expX où X ∈ g.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de e dans G. Soit H le sous-groupe de G
engendré 65 par U . Alors H est ouvert, car pour tout g ∈ H, la partie gU est un voisinage
ouvert de g (en effet, la translation à gauche par g est un difféomorphisme de G dans G),
et elle est contenue dans H puisque H est un sous-groupe contenant g et U . Puisque tout
sous-groupe ouvert est fermé (car cA =

⋃
g∈G−A gA pour tout sous-groupe A de G), le

sous-groupe ouvert et fermé H de G est égal à G, par connexité de G.
Les deux dernières affirmations découlent de la première, de la proposition 1.13 (1) et

de la définition d’un sous-groupe engendré par une partie d’un groupe (voir l’appendice
A). �

Maintenant, supposons que G soit connexe. Par la proposition 1.13 (3), nous avons

ρ(exp(X)) = exp(Tρ(X))

pour tous les X ∈ g. Si Tρ(g) préserve E, alors Tρ(X) et donc (Tρ(X))n préserve E pour
tous les n ∈ N et X ∈ g. Comme E est fermé, exp(Tρ(X)) préserve donc E, donc ρ(exp(g))
aussi. Puisque tout élément de G est produit d’un nombre fini d’éléments de exp(g), nous
en déduisons que ρ(G) préserve E.

(2) Ceci découle immédiatement de (1), car si ρ laisse un sous-espace vectoriel de V
non trivial invariant, alors Tρ aussi, et si G est connexe, alors la réciproque est vraie.

(3) Rappelons que si E est un sous-espace vectoriel de V invariant par ρ (respectivement
Tρ), nous notons (E, ρ|E) (respectivement (E, Tρ|E)) la représentation restreinte à E de ρ
(respectivement Tρ), définie par ρ|E : g 7→ ρ(g)|E (respectivement (Tρ)|E : g 7→ (Tρ(g))|E).

65. Voir les rappels de terminologie de l’appendice A.

47



Si (V, ρ) est complètement réductible, soit V =
⊕k

i=1 Vi une décomposition en somme
directe de V telle que Vi soit invariant par ρ et ρ|Vi soit irréductible. Alors Vi est invariant
par Tρ par l’assertion (1) et (Tρ)|Vi = T (ρ|Vi) est irréductible par l’assertion (2) car G est
connexe. Donc Tρ est complètement réductible.

Réciproquement, si Tρ est complètement réductible, soit V =
⊕k

i=1 Vi une décomposi-
tion en somme directe de V telle que Vi soit invariant par Tρ et (Tρ)|Vi soit irréductible.
Alors Vi est invariant par ρ par l’assertion (1) car G est connexe et ρ|Vi est irréductible par
l’assertion (2) car T (ρ|Vi) = (Tρ)|Vi .

(4) Si u : V → V ′ est un opérateur d’entrelacement entre ρ et ρ′, alors pour tous les
X ∈ g et t ∈ R, nous avons u ◦ ρ(exp(tX)) = ρ′(exp(tX)) ◦ u. Donc en utilisant la formule
(22), puisque u est linéaire, nous avons

u ◦ Tρ(X)− Tρ′(X) ◦ u =
d

dt |t=0

(
u ◦ ρ(exp(tX))− ρ′(exp(tX)) ◦ u

)
= 0 .

Par conséquent, Tρ et Tρ′ sont équivalentes si ρ et ρ′ le sont.
La réciproque se démontre de manière similaire à la réciproque de l’assertion (1). Soit

u : V → V ′ un isomorphisme linéaire tel que

Tρ(X) = u−1 ◦ Tρ′(X) ◦ u

pour tout X ∈ g. Alors pour tout X ∈ g, nous avons par la proposition 1.13 (3),

ρ(expX) = exp(Tρ(X)) = u−1 ◦ exp(Tρ′(X)) ◦ u = u−1 ◦ ρ′(expX) ◦ u .

Donc par la dernière assertion du lemme 1.23, nous avons, pour tout g ∈ G,

ρ(g) = u−1 ◦ ρ′(g) ◦ u .

Ceci conclut la démonstration de la proposition 1.22. �

Le résultat suivant découle immédiatement de la proposition 1.22.

Corollaire 1.24. Soit G un groupe de Lie matriciel connexe, d’algèbre de Lie g. L’appli-
cation qui à une représentation (V, ρ) de G associe la représentation (V, Tρ) de g induit
une injection de l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles du
groupe de Lie G dans l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de l’algèbre de Lie g. �

Nous renvoyons par exemple à [Pau2] pour une démonstration du résultat suivant, qui
implique que si G est simplement connexe, alors l’injection du corollaire ci-dessus est une
bijection.

Proposition 1.25. Soient G un groupe de Lie matriciel et (V,R) une représentation de
l’algèbre de Lie g de G. Si G est simplement connexe, alors il existe une et une seule
représentation ρ du groupe de Lie G sur V telle que Tρ = R.

Si G est simplement connexe, l’application [ρ] 7→ [Tρ] de l’ensemble Ĝ des classes
d’équivalence de représentations irréductibles du groupe de Lie G dans l’ensemble ĝ des
classes d’équivalence de représentations irréductibles de l’algèbre de Lie g est une bijection.
�
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Par exemple, pour tout n ≥ 2, puisque SU(n) est simplement connexe (voir la proposi-
tion 1.12), nous avons une correspondance bijective entre les représentations irréductibles
(modulo conjugaison) de l’algèbre de Lie su(n) et celles du groupe de Lie SU(n).

Le résultat suivant découle facilement de la proposition 1.25.

Corollaire 1.26. Si g est une algèbre de Lie réelle dont l’algèbre de Lie complexifiée gC est
isomorphe à l’algèbre de Lie complexifiée d’un groupe de Lie matriciel compact simplement
connexe, alors toute représentation de l’algèbre de Lie g est complètement réductible.

Démonstration. Soit U un groupe de Lie matriciel compact et simplement connexe,
d’algèbre de Lie u telle que les algèbres de Lie complexes gC et uC soient isomorphes.
Puisque U est compact et par la proposition 1.20, toute représentation du groupe de Lie
U est complètement réductible. Puisque U est simplement connexe et par les propositions
1.25 et 1.22 (3), toute représentation de l’algèbre de Lie u est complètement réductible.
Par la proposition 1.16, toute représentation de l’algèbre de Lie uC, donc de l’algèbre de
Lie isomorphe gC, est complètement réductible. De nouveau par la proposition 1.16, toute
représentation de l’algèbre de Lie g est complètement réductible. �

1.5 Indications pour la résolution des exercices

Schème 66 E.1 (1) Pour tout y ∈ UniN , nous avons y − IN ∈ NilN et NilN est stable
par combinaisons linéaires et par multiplication des matrices commutantes. Pour tout x ∈
NilN , nous avons xn = 0 pour tout n ≥ N . Donc expx =

∑N
n=0

1
n! x

n ∈ UniN . Notons
ln : UniN → MN (K) l’application y 7→

∑N
n=1(−1)n−1 (y−IN )n

n ∈ NilN . Alors ln et exp
sont de classe C∞ car polynomiales en les coefficients, et les propriétés formelles des séries
définissant ln et exp font que ln ◦ exp = idNilN et exp ◦ ln = idUniN .

(2) La démonstration de l’assertion (2) est analogue à celle de l’assertion (3), nous la
laissons au lecteur.

(3) L’application exp : HermN → Herm+
N est bien définie, car (expx)∗ = exp(x∗) et si

x ∈ HermN , alors x est à valeurs propres réelles et diagonalisable en base orthonormée,
donc il existe P ∈ U(N) et D une matrice diagonale réelle tels que x = PDP−1, donc
expx = P (expD)P−1 ∈ Herm+

N .
L’application exp : HermN → Herm+

N est surjective, car si y ∈ Herm+
N , alors il existe

P ∈ U(N) et D+ une matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs tels
que y = PD+P

−1, et si x = P (lnD+)P−1 où lnD+ est la matrice diagonale de coefficients
diagonaux les logarithmes des coefficients diagonaux de D+, alors y = expx.

L’application exp : HermN → Herm+
N est injective, car si z ∈ HermN alors toute base

qui diagonalise exp z diagonalise z et réciproquement. Donc si x, x′ ∈ HermN vérifient
expx = exp(x′), alors x, x′ sont simultanément diagonalisables en base orthonormée donc
x = PDP−1 et x′ = PD′P−1 avec P ∈ U(N) et D,D′ diagonales réelles. Comme D =
ln expD = ln expD′ = D′, nous avons x = x′.

L’application exp : HermN → Herm+
N est donc une bijection de classe C∞ entre deux

ouverts de l’espace vectoriel réel HermN de dimension finie. Les valeurs propres des éléments
X de HermN sont réelles (et donc la différence de deux d’entre elles ne peut être un
multiple entier non nul de 2iπ). Donc la différentielle de exp en tout élément X de HermN

66. n.m. (gr. σχηµα). Structure d’ensemble d’un processus.
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est injective par la proposition 1.2 (8). Par conséquent, d expX est bijective de HermN

dans HermN . Par le théorème d’inversion locale (voir le corollaire B.2 dans l’appendice B),
exp : HermN → Herm+

N est donc un C∞-difféomorphisme.

(4) Il suffit de poser
√
x = exp

(1

2
exp−1(x)

)
.

Notons que
√
PxP−1 = P

√
xP−1 pour tous les x ∈ Herm+

N et P ∈ U(N) (respectivement
x ∈ Sym+

N et P ∈ O(N)), et que√√√√√√
λ

1 0
. . .

0 λN

 =


√
λ1 0

. . .
0

√
λN


pour tous les λ1, . . . , λN > 0.

Schème E.2 Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3. Pour tous les j, k ∈ {1, 2, 3}, nous
avons ej ∧ ek = 0 si j = k et ej ∧ ek = −ek ∧ ej . De plus,

e1 ∧ e2 = e3, e2 ∧ e3 = e1, e3 ∧ e1 = e2

puisque le produit vectoriel de deux vecteurs orthonormés est le vecteur unitaire directe-
ment orthogonal (satisfaisant la règle dite "des trois doigts de la main droite"). Donc

∀ j, k ∈ {1, 2, 3}, ej ∧ ek = ε`jk e`

où les ε`jk sont les constantes de structure de la base canonique (η1, η2, η3) de so(3). Comme
ces constantes vérifient les conditions (7) et (8), l’application (x, y) 7→ x ∧ y, qui est
bilinéaire, est bien un crochet de Lie sur R3. D’autre part, puisque les algèbres de Lie
(R3,∧) et so(3) admettent des bases vectorielles en bijection ayant mêmes constantes de
structure, elles sont isomorphes.
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2 Les groupes SU(2) et SO(3)

Motivations physiques
Dans le plan euclidien réel R2 identifié avec la droite hermitienne complexe C, les ro-

tations sont les applications z 7→ eiθz, résultat de l’application à z de l’opérateur linéaire
(unitaire) de multiplication par eiθ. Ainsi nous voyons apparaître l’application θ 7→ eiθ,
plus naturelle que l’application exponentielle stricto sensu du groupe de Lie U(1) (qui
est l’application exp : iR → U(1) définie par iθ 7→ eiθ de l’algèbre de Lie iR de U(1) à
valeurs dans U(1)). Notons que les éléments de R sont hermitiens dans C (égaux à leur
conjugué), alors que ceux de iR sont anti-hermitiens (opposés à leur conjugué). Inspirés
en particulier par ce cas de la dimension 1, les physiciens préférent travailler avec les ma-
trices hermitiennes, plutôt qu’anti-hermitiennes, et considérer en particulier l’application
i su(n)→ SU(n) définie par

X 7→ exp(−iX)

plutôt que l’application exponentielle stricto sensu du groupe de Lie SU(n) (qui est l’ap-
plication su(n)→ SU(n) définie par Y 7→ exp(Y )).

Étudions les rotations de l’espace euclidien réel R3, c’est-à-dire les bijections linéaires
préservant la norme des vecteurs de R3 et de déterminant 1, dont les matrices dans la base
canonique (e1, e2, e3) forment le groupe SO(3).

Par exemple par la classification à conjugaison près des rotations (voir le lemme 1.10),
toute rotation fixe une droite de vecteur directeur unitaire

~n ∈ S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}

et induit, sur le plan orienté orthogonal à cette droite orientée par ~n, une rotation d’angle
ψ ∈ [−π, π]. Notons R~n(ψ) cette rotation. En écrivant x ∈ R3 comme somme d’un vecteur
x′ colinéaire à ~n et d’un vecteur x′′ orthogonal à ~n, nous avons donc

R~n(ψ) : x 7→ x′ + (cosψ) x′′ + (sinψ)~n ∧ x′′ .

En utilisant les relations ~n ∧ x′ = 0 et, pour tous les a, b, c ∈ R3,

a ∧ (b ∧ c) = 〈a, c〉 b− 〈a, b〉 c ,

nous avons ~n ∧ (~n ∧ x) = 〈~n, x〉~n− x = x′ − x = −x′′, et

R~n(ψ) : x 7→ x+ (1− cosψ) ~n ∧ (~n ∧ x) + (sinψ)~n ∧ x . (26)

Notons que l’application ψ 7→ R~n(ψ) de R dans SO(3) est un sous-groupe à un para-
mètre de SO(3). 67 Notons que

R−~n(−ψ) = R~n(ψ)

et lever cette surdétermination permettra de comprendre le passage de SO(3) à SU(2).

67. Elle est C∞ par la formule (26) et R~n(ψ+ψ′) = R~n(ψ)◦R~n(ψ′) par composition des rotations autour
d’un même axe orienté.
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Par exemple, les rotations d’angle ψ autour des axes de coordonnées (qui sont naturel-
lement orientés), identifiées à leur matrice dans la base canonique de R3, sont les éléments
de SO(3) suivants

Re1(ψ) =

1 0 0
0 cosψ − sinψ
0 sinψ cosψ


Re2(ψ) =

 cosψ 0 sinψ
0 1 0

− sinψ 0 cosψ


Re3(ψ) =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 .

Pour tout k ∈ {1, 2, 3}, nous avons d
dψ |ψ=0

Rek(ψ) = ηk où (η1, η2, η3) est la base de so(3)

définie par les formules (9) (ce qui est d’ailleurs une autre indication que cette base de so(3)
est naturelle). Comme nous l’avons dit, les matrices (η1, η2, η3) étant anti-hermitiennes, les
physiciens préfèrent travailler avec les matrices

J̃1 = i η1, J̃2 = i η2, J̃3 = i η3

de M3(C), qui sont hermitiennes, voir la remarque initiale dans le cas de SO(2) ' U(1).

Proposition 2.1. Pour tout vecteur unitaire ~n = (n1, n2, n3) ∈ S2 et pour tout ψ ∈ R,
nous avons 68

R~n(ψ) = exp(−i ψ nkJ̃k) .

En particulier, cette proposition montre de manière explicite que l’application expo-
nentielle exp : so(3)→ SO(3) est surjective.

Démonstration. Par la formule (26), d
dψ |ψ=0

R~n(ψ) est l’application linéaire x 7→ ~n ∧ x.
Un petit calcul 69 montre que cette application a pour matrice nkηk. Par la proposition 1.2
(6), puisque ψ 7→ R~n(ψ) est un sous-groupe à un paramètre (de SO(3) donc de GL3(R)),
nous avons donc

R~n(ψ) = exp(ψ nkηk) = exp(−i ψ nkJ̃k) ,

en utilisant l’expression des J̃k en fonction des ηk. �

Les physiciens utilisent aussi beaucoup les éléments de M3(C) suivants :

J̃− = J̃1 − iJ̃2, J̃+ = J̃1 + iJ̃2, et J̃2 = J̃1
2

+ J̃2
2

+ J̃3
2

= −η2
1 − η2

2 − η2
3 . (27)

Ils vérifient les relations de commutation suivantes :

[J̃3, J̃+] = J̃+, [J̃3, J̃−] = −J̃−, [J̃+, J̃−] = 2J̃3

68. en utilisant encore la convention de sommation d’Einstein

69. Rappelons que

y1y2
y3

 ∧
z1z2
z3

 =



∣∣∣ y2 z2
y3 z3

∣∣∣∣∣∣ y1 z1
y3 z3

∣∣∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣

 =

y2z3 − y3z2y1z3 − y3z1
y1z2 − y2z1

 pour y1, y2, y3, z1, z2, z3 ∈ R.
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[J̃2, J̃1] = [J̃2, J̃2] = [J̃2, J̃3] = [J̃2, J̃+] = [J̃2, J̃−] = 0 .

L’élément J̃2 s’appelle l’opérateur de Casimir de SO(3). En physique quantique (voir par
exemple [Edm]), les opérateurs hermitiens ~J̃1, ~J̃2, ~J̃3 sont les composantes du moment
angulaire, et ~2J̃2 est le carré du moment angulaire.

2.1 L’algèbre de Lie su(2) ' so(3)

Rappelons que su(2) est l’algèbre de Lie réelle des matrices complexes 2 × 2 anti-
hermitiennes de trace nulle, muni du crochet des matrices :

su(2) = {X ∈ gl2(C) : X∗ = −X, trX = 0} .

Il est facile de vérifier que les matrices suivantes forment une base vectorielle réelle de su(2)

ξ1 =

(
0 i

2
i
2 0

)
, ξ2 =

(
0 −1

2
1
2 0

)
, ξ3 =

(
i
2 0
0 − i

2

)
. (28)

Nous renvoyons à l’exemple (1) de la partie 1.3 pour la relation entre ces matrices et les
matrices de Pauli σ1, σ2, σ3.

Nous avons déjà vu (voir les formules centrées (10) et (11) ) que les relations de com-
mutation de ces matrices sont exactement les mêmes que les relations de commutation de
la base (η1, η2, η3) de so(3). Donc les algèbres de Lie réelles su(2) et so(3) sont isomorphes,
par l’unique application linéaire de su(2) dans so(3) qui envoie ξ1, ξ2, ξ3 sur η1, η2, η3 res-
pectivement.

Proposition 2.2. Pour tout n ∈ N−{0}, l’algèbre de Lie réelle su(n) est une forme réelle
de sln(C).

Démonstration. Nous ne donnerons que la démonstration dans le cas n = 2 pour intro-
duire des notations qui serviront ultérieurement, mais la démonstration est analogue pour
n général.

L’espace vectoriel complexe sl2(C) = {X ∈ gl2(C) : trX = 0} est de dimension 3 et
admet pour base le triplet (H,X−, X+), où

H =

(
1 0
0 −1

)
, X− =

(
0 0
1 0

)
, X+ =

(
0 1
0 0

)
,

Ces éléments satisfont les relations de commutation

[X+, X−] = H et [H,X±] = ±2X± . (29)

Puisque su(2) est engendré en tant qu’espace vectoriel réel par la base (ξ1, ξ2, ξ3),
l’espace vectoriel complexe su(2)C a encore pour base sur C le triplet (ξ1, ξ2, ξ3), donc a
aussi pour base sur C(

J1 = iξ1 =

(
0 −1

2
−1

2 0

)
, J2 = iξ2 =

(
0 − i

2
i
2 0

)
, J3 = iξ3 =

(
−1

2 0
0 1

2

) )
, (30)

ou encore(
J3 = iξ3 =

(
−1

2 0
0 1

2

)
, J− = iξ1 + ξ2 =

(
0 −1
0 0

)
, J+ = iξ1 − ξ2 =

(
0 0
−1 0

) )
. (31)
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Nous avons
J3 = −1

2
H, J− = −X+, J+ = −X− . (32)

Donc en tant qu’espaces vectoriels complexes

su(2)C = Cξ1 + Cξ2 + Cξ3 = CJ1 + CJ2 + CJ3 = CJ3 + CJ− + CJ+

= CH + CX− + CX+ = sl2(C) .

Comme l’extension des scalaires du crochet de Lie des matrices de su(2) est le crochet
de Lie des matrices de sl2(C), l’égalité d’espaces vectoriels su(2)C = sl2(C) est aussi une
égalité d’algèbres de Lie complexes. �

Cette démonstration peut être raccourcie, mais nous a permis d’introduire des notations
que nous utiliserons par la suite. L’élément

J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 = J+J− + J3(J3 − id) = J−J+ + J3(J3 + id)

= X−X+ +
1

4
H(H + 2 id) (33)

de gl2(C), que nous pouvons aussi écrire

J2 = −ξ2
1 − ξ2

2 − ξ2
3 =

(
3
4 0
0 3

4

)
,

s’appelle l’opérateur de Casimir de SU(2).
Considérons l’isomorphisme d’algèbres de Lie de su(2) dans so(3), qui envoie la base

(ξ1, ξ2, ξ3) de su(2) sur la base (η1, η2, η3) de so(3). Notons qu’il envoie J+, J−, J3 sur J̃+ =

iη1 − η2, J̃− = iη1 + η2, J̃3 en passant aux espaces vectoriels complexifiés. En particulier,
il envoie l’opérateur de Casimir J2 = −ξ2

1 − ξ2
2 − ξ2

3 de SU(2) sur l’opérateur de Casimir
J̃2 = −η2

1 − η2
2 − η2

3 de SO(3), introduit dans les motivations physiques en préliminaire à
ce chapitre 2.

2.2 Le revêtement universel de SO(3) par SU(2)

Cette partie est destinée à étudier les liens entre SO(3) et SU(2). Nous commençons
par une description explicite de SU(2). Nous identifions de manière usuelle C2 et R4, de
sorte que la sphère unité de dimension 3 de l’espace vectoriel euclidien standard R4 est

S3 = {(a, b) ∈ C2 : |a|2 + |b|2 = 1} .

Rappelons que S3 et SU(2) sont des sous-variétés de C2 = R4 et M2(C) = R8 respective-
ment.

Proposition 2.3. L’application f : S3 → SU(2) définie par (a, b) 7→
(
a b

−b a

)
est un

C∞-difféomorphisme. En particulier,

SU(2) =
{( a b

−b a

)
: a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
est simplement connexe.
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Démonstration. L’application f : S3 →M2(C) définie par (a, b) 7→
(
a b

−b a

)
est claire-

ment injective, et d’image contenue dans SU(2) = {x ∈M2(C) : x∗x = id}. Réciproque-

ment, pour tout x =

(
a b
c d

)
∈ SU(2), nous avons ad − bc = 1, et (puisque les vecteurs

lignes de la matrice x sont orthonormés pour le produit hermitien standard de C2)

|c|2 + |d|2 = 1 et a c+ b d = 0 .

Donc a d c+ b d d = 0, d’où (1 + bc)c+ b(1− |c|2) = 0 et par conséquent b = −c. L’égalité
a c+b d = 0 implique alors que (a−d )c = 0, donc a = d si c 6= 0. Mais si c = 0, alors |d| = 1
et ad = 1, d’où a = 1

d = d, ce qui montre aussi le résultat. L’application f : S3 → SU(2) est
donc bijective, de classe C∞ par restriction aux sous-variétés S3 et SU(2) d’une application

C∞, et d’inverse
(
a b
c d

)
7→ (a, b) aussi de classe C∞.

La dernière affirmation découle de la première et de la proposition 1.11. �

Toute matrice X de su(2), étant anti-hermitienne de trace nulle, s’écrit de manière
unique

X =

(
i x3 −x2 + i x1

x2 + i x1 −i x3

)
= 2x1ξ1 + 2x2ξ2 + 2x3ξ3

où x1, x2, x3 sont des nombres réels, et (ξ1, ξ2, ξ3) est la base (sur R) de su(2) définie par
les formules (28). Munissons l’espace vectoriel réel su(2) du produit scalaire euclidien tel
que (2ξ1, 2ξ2, 2ξ3) soit une base orthonormée, et nous noterons ‖ · ‖ la norme euclidienne
associée. Alors

detX = x2
1 + x2

2 + x2
3 = ‖X‖2 . (34)

Considérons la représentation Adjointe de SU(2)

Ad : SU(2)→ GL(su(2))

définie par g 7→ {X 7→ gXg−1}. Pour tout g ∈ SU(2), l’application linéaire Ad g, étant
une conjugaison, préserve le déterminant. Donc par l’équation (34), elle préserve le produit
scalaire de su(2). En identifiant les éléments de GL(su(2)) avec leur matrice dans la base
(2ξ1, 2ξ2, 2ξ3), l’image de SU(2) par la représentation Adjointe est donc contenue dans le
groupe orthogonal O(3). Comme SU(2) est connexe, son image est en fait contenue dans
la composante connexe de l’élément neutre dans O(3), qui est SO(3) par le corollaire 1.9.
Nous obtenons donc un morphisme de groupes de Lie

φ : SU(2)→ SO(3) ,

qui à g ∈ SU(2) associe la matrice dans la base (2ξ1, 2ξ2, 2ξ3) de l’endomorphisme Ad g.

Proposition 2.4. Ce morphisme de groupes de Lie φ : SU(2) → SO(3) est surjectif, de
noyau {± id} (isomorphe à Z/2Z).

Le sous-groupe {± id} de SU(2) est distingué (par exemple parce que c’est le noyau
d’un morphisme de groupes), et nous noterons

PSU(2) = SU(2)/{± id}
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le groupe quotient de SU(2) par {± id}, où nous identifions donc deux éléments de SU(2)
si et seulement s’ils sont égaux au signe près. Le résultat précédent dit en particulier que
l’application φ induit un isomorphisme de groupes

PSU(2) ' SO(3) ,

qui est l’un des isomorphismes exceptionnels entre certains groupes de Lie matriciels de
petite dimension, voir par exemple [Hel, Pau2].

Démonstration. Nous allons utiliser la base (η1, η2, η3) de so(3), qui a été définie par les
formules (9). Montrons que pour tous les ψ ∈ R et (n1, n2, n3) ∈ R3, nous avons (toujours
avec les conventions de sommation d’Einstein)

φ(exp(ψ njξj)) = exp(ψ njηj) . (35)

Par la proposition 2.1, pour tous les ~n = (n1, n2, n3) ∈ S2 et ψ ∈ R, nous avons

R~n(ψ) = exp(ψ nkηk) .

Puisque tout élément de SO(3) s’écrit de la forme R~n(ψ) comme vu dans la partie préli-
minaire à ce chapitre 2, la formule (35) montrera la surjectivité de φ.

Nous avons par la proposition 1.2 (7) et par la linéarité de ad

Ad(exp(ψ njξj)) = exp(ad(ψ njξj)) = exp(ψ nj ad ξj) .

Par le calcul des relations de commutation de la base (ξ1, ξ2, ξ3) (voir la formule centrée
(11)) et puisque ad X(Y ) = [X,Y ], la matrice de ad ξj dans la base (ξ1, ξ2, ξ3) est égale à
ηj , et elle est égale à celle dans la base (2ξ1, 2ξ2, 2ξ3). Donc ceci démontre la formule (35),
par la définition de φ.

Le noyau Ker Ad de Ad, qui est égal au noyau de φ puisque φ est obtenu en postcom-
posant Ad par un isomorphisme linéaire, est

{g ∈ SU(2) : ∀X ∈ su(2), gXg−1 = X} .

En prenant X = ξ3, qui est diagonale à valeurs propres distinctes, nous obtenons que

tout élément de Ker Ad est diagonal, donc de la forme
(
a 0
0 a

)
avec |a| = 1. En prenant

X = ξ2, nous obtenons que a = a est réel, donc a = ±1, d’où Ker Ad est contenu dans
{± id}. L’inclusion réciproque étant immédiate, nous avons Ker Ad = {± id}. �

Le morphisme de groupes φ est donc un difféomorphisme local (car sa différentielle en
l’élément neutre est l’isomorphisme linéaire de su(2) dans so(3) déjà considéré) entre deux
groupes de Lie matriciels compacts, dont les préimages des points ont exactement deux
points. De plus SU(2) est simplement connexe. On dit alors que SU(2) est un revêtement,
universel et à deux feuillets, de SO(3), voir par exemple [Pau2] pour plus d’explications.

2.3 Représentations linéaires de SU(2) et SO(3)

Par le corollaire 1.24, pour classer (à conjugaison près) les représentations irréductibles
des groupes de Lie SU(2) et SO(3), il suffit de classer (à conjugaison près) les représenta-
tions irréductibles de leurs algèbres de Lie su(2) et so(3). Celles-ci sont isomorphes, comme
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vu dans la partie 2.1, et leur algèbre de Lie complexifiée est sl2(C) par la proposition 2.2.
Par la proposition 1.16, il suffit donc de classer les représentations irréductibles de l’algèbre
de Lie sl2(C). Nous allons mettre en oeuvre ce programme dans cette partie 2.3.

Représentations irréductibles de l’algèbre de Lie sl2(C)

Le résultat suivant est un théorème de classification explicite des représentations (li-
néaires de dimension finie) irréductibles de l’algèbre de Lie sl2(C) à conjugaison près : il y
en a une et une seule en chaque dimension, et l’espace vectoriel complexe sur lequel agit la
représentation admet une base canonique dans laquelle il est facile d’exprimer l’action des
éléments de sl2(C), en commençant par celle des éléments de la base vectorielle (J3, J−, J+)
de sl2(C).

Théorème 2.5. Pour tout demi-entier 70 positif j ∈ 1
2 N, il existe une, et une seule à

conjugaison près, représentation irréductible (V j , Dj) de l’algèbre de Lie complexe sl2(C)
de dimension 2j + 1. De plus, l’espace vectoriel V j admet une base dont les vecteurs sont
notés |j,m〉 pour m ∈ 1

2Z tout demi-entier entre −j et j tel que j + m soit entier, telle
que 71

J2|j,m〉 = j(j + 1) | j,m〉,
J3|j,m〉 = m | j,m〉,

J±|j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1) |j,m± 1〉 ,

où par convention |j, j + 1〉 = |j,−j − 1〉 = 0.

En particulier, |j,m〉 est un vecteur propre commun aux opérateurs linéaires J2 (lié au
carré du moment angulaire total) et J3 (lié à la composante verticale du moment angulaire),
de valeurs propres associées respectivement j(j + 1) et m. Notons que l’application définie
par j 7→ 2j + 1 de 1

2N dans N− {0} est une bijection.

Démonstration. Nous allons commencer par montrer que toute représentation irréduc-
tible de l’algèbre de Lie g = sl2(C) admet une forme très particulière à conjugaison près.
Puis nous montrerons que toutes les possibilités obtenues sont réalisées. Enfin, nous déter-
minerons une base particulière de l’espace de la représentation.

Nous considérons de nouveau la base (H,X−, X+) de l’espace vectoriel complexe sl2(C)
de dimension 3 définie dans la démonstration de la proposition 2.2, et ses relations de
commutation (29).

Étape 1 : Soit (V,R) une représentation irréductible de l’algèbre de Lie g = sl2(C) de
dimension au moins 1. Pour tous les v ∈ V et X ∈ g, nous noterons pour simplifier (voir
la convention de notation (*) du début de la partie 1.3)

R(X)(v) = Xv .

Soit w ∈ V un vecteur propre non nul de l’opérateur linéaire R(H), de valeur propre
associée λ (qui existe car le corps des scalaires est C et V 6= {0}). Par les formules (29),
nous avons

HX±w = X±Hw ± 2X±w = (λ± 2)X±w . (36)

70. Par demi-entier, nous entendons un élément de 1
2
Z, et en particulier tout entier est un demi-entier.

Les physiciens restreignent parfois la terminologie de demi-entier aux éléments de 1
2

+ Z.
71. en utilisant la convention de notation (*) du début de la partie 1.3 appliquée à la représentation

d’algèbre de Lie (V j , Dj)
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Donc si w′ = X+w est non nul, alors w′ est un nouveau vecteur propre non nul de R(H), de
valeur propre associée λ′ = λ+ 2. Comme l’ensemble des valeurs propres de R(H) est fini
puisque V est de dimension finie, l’itération de ce processus termine au bout d’un nombre
fini d’étapes, et il existe donc v0 ∈ V un vecteur propre non nul de R(H), de valeur propre
associée λ0, tel que

X+v0 = 0 .

Pour tout k ∈ N, posons par récurrence

vk+1 = X−vk , (37)

de sorte que vk = (X−)kv0. Par récurrence et en utilisant la première égalité de la formule
(36), nous avons 72

Hvk = (λ0 − 2k)vk . (38)

Puisque l’ensemble des valeurs propres de R(H) est fini, il existe un plus petit entier n ∈ N
tel que vn+1 = 0.

Montrons par récurrence que pour tout k ∈ N− {0}, nous avons

X+vk = k(λ0 − k + 1)vk−1 . (39)

Cette formule est vérifiée pour k = 1 car, par la définition de v1, par la première relation
de commutation des formules (29), puisque X+v0 = 0 et par la formule (38) au rang k = 0,
nous avons

X+v1 = X+X−v0 = X−X+v0 +Hv0 = X− 0 + (λ0 − 0)v0 = λ0v0 .

Supposons qu’elle soit vérifiée au rang k, alors puisque vk+1 = X−vk et X−vk−1 = vk, nous
avons

X+vk+1 = X+X−vk = X−X+vk +Hvk = X−
(
k(λ0 − k + 1)vk−1

)
+ (λ0 − 2k)vk

=
(
k(λ0 − k + 1) + (λ0 − 2k)

)
vk = (k + 1)(λ0 − k)vk ,

ce qui montre la formule au rang k + 1.
En appliquant la formule de récurrence (39) avec k = n+1, comme vn+1 = 0 et vn 6= 0,

nous avons donc
λ0 = n .

Par la formule (38), les n + 1 vecteurs v0, . . . , vn sont des vecteurs propres de R(H) dont
les valeurs propres n, n − 2, n − 4, . . . ,−n + 2,−n sont deux à deux distinctes. En parti-
culier, ces vecteurs v0, . . . , vn sont linéairement indépendants, et donc forment une base
de l’espace vectoriel complexe E = Vect(v0, . . . , vn) qu’ils engendrent. De plus, E est in-
variant par l’opérateur linéaire R(H), dont la matrice dans cette base est diagonale égale

72. Par la définition de v0, nous avons Hv0 = λ0v0, donc la formule (38) est vraie au rang k = 0.
Supposons la formule (38) vraie au rang k. Alors

Hvk+1 = HX−vk = X−Hvk − 2X−vk = X−((λ0 − 2k)vk)− 2X−vk = (λ0 − 2(k + 1))vk+1 ,

ce qui établit la formule (38) au rang k + 1.
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à


n 0 0 0 0
0 n− 2 0 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 0 2− n 0
0 0 0 0 −n

 . Par les formules (37) et (39), les opérateurs linéaires

R(X+) et R(X−) préservent aussi E, et dans la base (v0, . . . , vn) de E, ils ont respective-
ment pour matrice

0 n 0 0 0 0
0 0 2(n− 1) 0 0 0
0 0 0 3(n− 2) 0 0

0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 n
0 0 0 0 0 0


et


0 0 0 0
1 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0 1 0

 .

Comme H,X−, X+ engendrent l’espace vectoriel g = sl2(C), le sous-espace vectoriel E de
V est donc invariant par R(g). Par l’irréductibilité de R, ce sous-espace vectoriel E est
donc égal à V , et V est de dimension n+ 1. De plus, puisque H,X−, X+ engendrent g et
puisque R(H), R(X−), R(X+) sont uniquement déterminés par l’entier n, la représentation
R est uniquement déterminée par l’entier n.

Étape 2 : Réciproquement, il n’est pas difficile de voir que les trois matrices ci-dessus
vérifient les mêmes relations de commutation que H,X+, X−. En effet, pour tout élément
k ∈ {0, . . . , n}, en posant par convention e−1 = 0 et en+1 = 0, nous avons, en notant
encore H,X−, X+ les endomorphismes de Cn+1 dont les matrices sont celles ci-dessus,

X+X−ek −X−X+ek = X+ek+1 − k(n− k + 1)X−ek−1

= (k + 1)(n− k)ek − k(n− k + 1)ek = (n− 2k)ek = Hek ,

HX−ek −X−Hek = Hek+1 − (n− 2k)X−ek

= (n− 2k − 2)ek+1 − (n− 2k)ek+1 = −2 ek+1 = −2X−ek ,

et

HX+ek −X+Hek = k(n− k + 1)Hek−1 − (n− 2k)X+ek

= k(n− k + 1)(n− 2k + 2)ek−1 − (n− 2k)k(n− k + 1)ek−1

= 2k(n− k + 1) ek−1 = 2X+ek .

Considérons donc l’unique application linéaire Ψ de sl2(C) dans End(Cn+1), qui aux élé-
ments H,X+, X− associe les endomorphismes de Cn+1 de matrices (dans la base canonique
(e0, . . . , en)) les trois matrices ci-dessus. Alors Ψ est une représentation d’algèbre de Lie,
par la proposition 1.15. Cette représentation est irréductible. En effet, soit E un sous-espace
vectoriel non nul de Cn+1 invariant par Ψ(sl2(C)). Alors E est invariant par Ψ(H) (qui
est diagonale à valeurs propres distinctes), donc est engendré par une partie non vide des
vecteurs de la base canonique de Cn+1. Mais comme E est invariant par Ψ(X−) et Ψ(X+),
il doit contenir tous les vecteurs de la base canonique de Cn+1, donc doit être égal à Cn+1.
De plus, l’unique application linéaire de V dans Cn+1 qui envoie la base (v0, . . . , vn) sur la
base (e0, . . . , en) est un isomorphisme linéaire qui entrelace R et Ψ.
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Étape 3 : Posons j = n
2 ∈

1
2 N et pour m ∈ 1

2 Z un demi-entier entre −j et j tel que
j +m soit entier, notons |j,m〉 le vecteur

|j,m〉 = (−1)j+m

√
(j −m)!

(j +m)!
vj+m .

Ainsi, l’espace vectoriel complexe V j de base (|j,m〉)m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N, indexée par les

demi-entiers entre −j et j de somme avec j entière, est de dimension 2j+ 1. Puisque (voir
la formule (32))

J3 = −1

2
H, J− = −X+, J+ = −X− ,

les deux dernières formules en fin d’énoncé du théorème 2.5 découlent des équations (37),
(38) et (39), et l’antépénultième formule découle de la définition de l’opérateur de Casimir
J2 de SU(2). �

Remarque 2.6. Une base (|j,m〉)m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N comme dans le théorème 2.5 est

unique modulo multiplication de tous ses éléments par un même nombre complexe non
nul.

Cette remarque est importante du point de vue de la physique, car cela (avec des
estimations physiques de type masse ou autre sur leur norme) justifie la possibilité de
repérer, dans une représentation concrète dans un espace vectoriel de données physiques,
modulo un décalage de phase commune, des états particuliers, que les physiciens appellent
alors souvent du nom des éléments correspondant de l’algèbre de Lie.

Démonstration. L’élément |j,m〉 de cette base est un vecteur propre de Dj(J3) pour
la valeur propre m. Les 2j + 1 valeurs propres associées sont deux à deux distinctes et
l’espace Vj est de dimension 2j + 1. Donc les vecteurs |j,m〉 sont uniquement déterminés
modulo multiplication de chacun d’entre eux par un nombre complexe non nul λm. Par
les propriétés de transformation des vecteurs |j,m〉 par Dj(J±), ces nombres complexes
λm sont en fait égaux quand m parcours les demi-entiers entre −j et j de somme avec j
entière. �

Le théorème 2.5 permet de classer toutes les représentations (linéaires de dimension
finie) de l’algèbre de Lie sl2(C) à conjugaison près.

Corollaire 2.7. Toute représentation d’algèbre de Lie (V,R) de l’algèbre de Lie com-
plexe sl2(C) est conjuguée à une représentation somme directe de copies de représentations
(V j , Dj) pour j ∈ 1

2 N : il existe il existe une suite finie (jp)1≤p≤k de demi-entiers positifs
(ou nuls) tels que R soit isomorphe à ⊕

1≤p≤k
Djp .

Démonstration. Par la proposition 2.2, l’algèbre de Lie complexe sl2(C) est l’algèbre
de Lie complexifiée de l’algèbre de Lie réelle su2. De plus, le groupe de Lie SU(2) est
simplement connexe, par la proposition 2.3. Par la proposition 1.20, toute représentation
du groupe de Lie compact SU(2) est complètement réductible. Par les propositions 1.22
et 1.25, toute représentation de l’algèbre de Lie su2 est complètement réductible. Par la
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proposition 1.16, toute représentation d’algèbre de Lie de sl2(C) est donc complètement
réductible. Le corollaire découle alors du théorème 2.5 de classification des représentations
irréductibles de sl2(C). �

Représentations irréductibles du groupe de Lie SU(2)

Pour tout demi-entier positif j ∈ 1
2 N, notons V j l’espace vectoriel complexe des poly-

nômes
P =

∑
m∈ 1

2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N

am zj+m1 zj−m2

homogènes en deux variables z1, z2, de degré 2j et à coefficients am complexes. Il admet
pour base “canonique” la suite ordonnée

z2j
2 , z1z

2j−1
2 , z2

1z
2j−2
2 , . . . , zj+m1 zj−m2 , . . . , z2j−1

1 z2, z
2j
1

indexée par les demi-entiers m ∈ 1
2 Z tels que −j ≤ m ≤ j et j + m ∈ N. Sa dimension

complexe est 2j + 1. L’action linéaire de SL2(C) sur C2 induit un morphisme de groupes
Dj de SL2(C) dans GL(V j) par

g 7→ {P 7→ P ◦ g−1} .

Si g =

(
a b
c d

)
, alors g−1 =

(
d −b
−c a

)
, et pour tous les z1, z2 ∈ C, nous avons

P ◦ g−1(z1, z2) = P (d z1 − b z2,−c z1 + a z2) .

Donc l’application Djg : P 7→ P ◦g−1 envoie bien V j dans V j , elle est bien linéaire en P , et
inversible d’inverse Dj(g−1). De plus, l’application Dj : g 7→ Djg est C∞ (car polynomiale
en les coefficients) et il est facile de vérifier que Dj est un morphisme de groupes. 73 Donc
Dj est une représentation du groupe de Lie SL2(C) dans l’espace vectoriel complexe V j .

Remarque 2.8. En utilisant la base Bj = (zj+m1 zj−m2 )m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N ci-dessus de

V j pour calculer la représentation complexe conjugée de (V j ,Dj), nous avons

∀ g ∈ SL2(C), Dj(g) = Dj(g) .

Démonstration. Pour tout m ∈ 1
2 Z tel que −j ≤ m ≤ j et j +m ∈ N, nous avons

Djg (zj+m1 zj−m2 ) = (d z1 − b z2)j+m(−c z1 + a z2)j−m

=
∑

m′∈ 1
2
Z : −j≤m′≤j, j+m′∈N

Pm,m′(a, b, c, d) zj+m
′

1 zj−m
′

2

où Pm,m′(a, b, c, d) est un polynôme en a, b, c, d à coefficients dans Z. Donc la matrice
conjuguée Dj(g) de la matrice de Dj(g) dans la base Bj est(

Pm,m′(a, b, c, d) = Pm,m′(a, b, c, d)
)
m,m′∈ 1

2
Z : −j≤m,m′≤j, j+m, j+m′∈N .

73. Ceci est la raison pour prendre l’inverse de g dans l’expression Djg : P 7→ P ◦ g−1 : pour tous les
g, h ∈ SL2(C), nous avons P ◦ (gh)−1 = (P ◦ h−1) ◦ g−1, donc Dj(gh) = (Djg) ◦ (Djh).
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Le résultat découle alors de la définition de la représentation conjuguée Dj dans la base
Bj (voir l’exemple (4) de la partie 1.4). �

Nous noterons encore Dj : SU(2) → GL(V j) la restriction à SU(2) de l’application
Dj : SL2(C)→ GL(V j), c’est une représentation du groupe de Lie SU(2).

Cette représentation (V j ,Dj) de SU(2) est appelée par les physiciens la représentation
de spin j de SU(2), et sa dimension 2j + 1 est parfois appelée la multiplicité de spin.

Le résultat suivant est un théorème de classification (à conjugaison près) des représen-
tations irréductibles du groupe de Lie SU(2).

Théorème 2.9. Pour tout j ∈ 1
2 N, la représentation Dj de spin j de SU(2) est irréductible,

de représentation tangente TDj conjuguée à la restriction à su(2) de Dj.
Toute représentation irréductible de SU(2) est conjuguée à une et une seule des repré-

sentations Dj de spin j de SU(2) pour j ∈ 1
2 N un demi-entier positif.

En particulier, à conjugaison près, il y a une et une seule représentation irréductible de
SU(2) en chaque dimension.

Démonstration. Fixons j ∈ 1
2 N. Calculons la représentation tangente de la représentation

Dj : SL2(C)→ GL(V j). Pour tous les X =

(
a b
c d

)
∈ sl2(C), P ∈ V j et z1, z2 ∈ C, nous

avons respectivement par la formule (22), par la définition de Dj , par la dérivation des
fonctions composées et par la proposition 1.2 (5),

TDj(−X)P (z1, z2) =
d

dt |t=0
Dj(exp(−tX))P (z1, z2) =

d

dt |t=0
P ◦ exp(tX) (z1, z2)

= dP(z1,z2) ◦
d

dt |t=0
exp(tX) (z1, z2) = dP(z1,z2) ◦X (z1, z2)

= (az1 + bz2)
∂P

∂z1
+ (cz1 + dz2)

∂P

∂z2
.

En utilisant pour −X respectivement (voir la formule (31))

J3 =

(
−1

2 0
0 1

2

)
, J− =

(
0 −1
0 0

)
, J+ =

(
0 0
−1 0

)
,

nous avons
TDj(J3)P (z1, z2) =

1

2

(
z1 ∂P

∂z1
− z2 ∂P

∂z2

)
,

TDj(J−)P (z1, z2) = z2 ∂P

∂z1
, TDj(J+)P (z1, z2) = z1 ∂P

∂z2
.

Pour tout m ∈ 1
2 Z tel que −j ≤ m ≤ j et j +m ∈ N, notons

fj,m =
1√

(j −m)! (j +m)!
zj+m1 zj−m2 , (40)

de sorte que (fj,m)m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N est une base de V j . Par ce qui précède, et en

posant par convention fj,−j−1 = 0 et fj, j+1 = 0, nous avons

TDj(J3)fj,m = mfj,m

TDj(J−)fj,m =
√

(j +m)(j −m+ 1) fj,m−1

TDj(J+)fj,m =
√

(j −m)(j +m+ 1) fj,m+1
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Par le théorème 2.5, les représentations TDj et Dj de l’algèbre de Lie sl2(C) sont donc
conjuguées (par l’unique isomorphisme linéaire de V j dans V j qui envoie fj,m sur |j,m〉
pour tout m ∈ 1

2 Z tel que −j ≤ m ≤ j et j +m ∈ N ).
Par la proposition 2.2, l’algèbre de Lie complexifiée de su(2) est sl2(C). Puisque l’in-

verse de la bijection R 7→ RC de complexification des représentations est la restriction (voir
la démonstration de la proposition 1.16), la représentation complexifiée de la restriction à
su(2) de TDj est la représentation TDj de sl2(C). Or par le théorème 2.5, la représentation
Dj de sl2(C) est irréductible, donc la représentation TDj qui lui est conjuguée est aussi
irréductible. Par la proposition 1.16, la restriction à su(2) de TDj est donc une représen-
tation irréductible de su(2). Par la proposition 1.22 (2), la représentation Dj de SU(2) est
donc irréductible. Ceci montre la première affirmation du théorème 2.9.

Notons SU(2)
∧

, su(2)
∧

et sl2(C)
∧

respectivement l’ensemble des classes d’équivalence de
représentations irréductibles du groupe de Lie matriciel SU(2) et des algèbres de Lie su(2)
et sl2(C). Par la proposition 1.25 et la proposition 1.16, puisque SU(2) est simplement
connexe par la proposition 2.3, nous avons les isomorphismes suivants :

SU(2)
∧

' su(2)
∧

[ρ] 7→ [Tρ]
et

sl2(C)
∧

' su(2)
∧

[R] 7→ [R|su(2)]
.

La dernière affirmation du théorème 2.9 découle alors du théorème 2.5 de classification, à
conjugaison près, des représentations irréductibles de l’algèbre de Lie complexe sl2(C). �

Exemples : (1) La représentation fondamentale de SU(2) est la représentation de spin
j = 1

2 .
En effet, rappelons que la représentation fondamentale de SU(2) est l’action linéaire de

SU(2) sur C2, qu’elle est irréductible car ne préservant aucune droite vectorielle de C2, et
qu’elle est de dimension 2 = 2× 1

2 + 1. Elle est donc conjuguée à la représentation de spin
j = 1

2 .

(2) La représentation Adjointe de SU(2) est la représentation de spin j = 1.
En effet, la représentation Adjointe de SU(2) est l’action de SU(2) sur son algèbre de

Lie su(2) définie par
g ∈ SU(2) 7→ {X ∈ su(2) 7→ gXg−1} .

Elle est irréductible car ne préservant aucun droite vectorielle de su(2) : en effet, son image
Ad(SU(2)) agit sur su(2), muni de la base (2ξ1, 2ξ2, 2ξ3), comme SO(3) (voir la partie
2.2), et le groupe SO(3) ne laisse invariante aucune droite vectorielle de R3. Elle est de
dimension 3 = 2× 1 + 1. Elle est donc conjuguée à la représentation de spin j = 1.

Le corollaire suivant donne un théorème de structure, à conjugaison près, pour toutes
les représentations (linéaires, de dimension finie) du groupe de Lie SU(2).

Corollaire 2.10. Toute représentation (linéaire, de dimension finie) du groupe de Lie
SU(2) est conjuguée à une représentation somme directe de copies de représentations (V j ,Dj)
pour j ∈ 1

2 N.

Ainsi, si (V, ρ) est une représentation de SU(2), il existe une suite finie (jp)1≤p≤k de
demi-entiers positifs (ou nuls) tels que

ρ ∼
⊕

1≤p≤k
Djp ,
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où ∼ désigne l’équivalence des représentations de groupes de Lie. Les physiciens utilisent
aussi la notation

ρ =
⊕
j∈ 1

2
N

mjD
j

où mj = Card{p ∈ {1, . . . , k} : jp = j} est un entier positif (ou nul), nul sauf pour un
nombre fini de demi-entiers j, appelé la multiplicité dans ρ de la représentation irréductible
Dj .

Démonstration. Ceci découle de la proposition 1.20 qui implique que toute représentation
du groupe de Lie SU(2) est complètement réductible, et du théorème 2.9 de classification
des représentations irréductibles de SU(2). �

Représentations irréductibles du groupe de Lie SO(3)

La classification (à conjugaison près) des représentations irréductibles du groupe de Lie
SO(3) se déduit très facilement de celle pour SU(2).

Notons φ : SU(2) → SO(3) le morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau {± id}
construit dans la partie 2.2. Si σ : SO(3) → GL(V ) est une représentation du groupe de
Lie SO(3), alors σ ◦ φ : SU(2) → GL(V ) est une représentation du groupe de Lie SU(2).
Réciproquement, si ρ : SU(2) → GL(V ) est une représentation du groupe de Lie SU(2),
alors ρ définit une représentation ρ : SO(3) → GL(V ) du groupe de Lie SO(3) telle que
ρ = ρ ◦ φ si et seulement si

ρ(− id) = ρ(id) .

Cette condition est vérifiée par la représentation (V j ,Dj) de SU(2) si et seulement si
le demi-entier j est un entier. En effet, un polynôme homogène en deux variables z1, z2

est invariant par (z1, z2) 7→ (−z1,−z2) si et seulement s’il est de degré pair, et V j est
l’espace des polynômes homogènes en ces deux variables de degré 2j. Puisque la condition
d’irréductibilité et la conjugaison se lisent sur les représentations tangentes des algèbres de
Lie, 74 et puisque les algèbres de Lie so(3) et su(2) sont isomorphes, 75 nous avons donc le
résultat suivant.

Corollaire 2.11. Toute représentation irréductible de SO(3) est conjuguée à une et une
seule des représentations (V j ,Dj) pour j ∈ N un entier positif (ou nul). �

En particulier, à conjugaison près, il y a une et une seule représentation irréductible de
SO(3) en chaque dimension impaire (et aucune en dimension paire).

Le corollaire suivant, qui se démontre comme le corollaire 2.10, donne un théorème de
structure, à conjugaison près, pour toutes les représentations (linéaires, de dimension finie)
du groupe de Lie SO(3).

Corollaire 2.12. Toute représentation du groupe de Lie SO(3) est conjuguée à une repré-
sentation somme directe de copies de représentations (V j ,Dj) pour j ∈ N. �

Ainsi, avec les conventions d’écriture précédentes, si (V, ρ) est une représentation de
SO(3), il existe une suite finie (jp)1≤p≤k dans N telle que

ρ ∼
⊕

1≤p≤k
Djp =

⊕
j∈N

mj Dj

74. Voir la proposition 1.22, sachant que SO(3) et SU(2) sont connexes.
75. Voir la partie 2.1.
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où mj = Card{p ∈ {1, . . . , k} : jp = j} ∈ N est nul sauf pour un nombre fini d’entiers j,
appelé la multiplicité dans ρ de la représentation irréductible Dj .

2.4 Décomposition de Clebsch-Gordan

Le produit tensoriel ρ⊗ ρ′ de deux représentations irréductibles ρ et ρ′ d’un groupe de
Lie matriciel G n’est pas forcément irréductible. Si la représentation ρ⊗ρ′ est complètement
réductible (par exemple si G est compact par la proposition 1.20), alors sa décomposition
en somme directe de représentations irréductibles est appelée la décomposition de Clebsch-
Gordan de ce produit tensoriel.

Le résultat suivant donne la décomposition de Clebsch-Gordan des produits tensoriels
de deux représentations irréductibles de SU(2).

Théorème 2.13. Pour tous les j1, j2 ∈ 1
2 N, nous avons

Dj1 ⊗Dj2 '
j1+j2⊕

J=|j1−j2|

DJ = D |j1−j2| ⊕D |j1−j2|+1 ⊕ · · · ⊕Dj1+j2−1 ⊕Dj1+j2 .

En particulier, si j1 6= 0 et j2 6= 0, alors la représentation Dj1 ⊗Dj2 de SU(2) n’est pas
irréductible.

Les physiciens notent la base (|j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉)m1,m2 de l’espace vectoriel complexe
V j1 ⊗ V j2 , où les indices m1 et m2 vérifient m1 ∈ 1

2 Z, −j1 ≤ m1 ≤ j1, j1 +m1 ∈ N et de
même m2 ∈ 1

2 Z, −j2 ≤ m2 ≤ j2, j2 +m2 ∈ N, formée des tenseurs purs des éléments des
bases canoniques de V j1 et V j2 , qu’ils appellent les états couplés, de la manière suivante :

|j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉 = |j1,m1; j2,m2〉 .

Dans la décomposition de Clebsch-Gordan donnée par le théorème ci-dessus, ces vecteurs
s’expriment donc comme combinaisons linéaires (à coefficients a priori complexes) des
vecteurs des bases canoniques

(|J,M〉)M∈ 1
2
Z, −J≤M≤J, J+M∈N

des V J pour |j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2, que les physiciens appellent les états découplés. Ils
notent aussi |J,M〉 = |(j1, j2)J,M〉 pour préciser de quel produit tensoriel il s’agit. Nous
avons donc une écriture comme combinaison linéaire

|j1,m1; j2,m2〉 =

j1+j2∑
J=|j1−j2|

J∑
M=−J

〈(j1, j2)J,M |j1,m1; j2,m2〉 |(j1, j2)J,M〉 ,

où les indices variables J et M de ces deux sommes sont des éléments de 1
2 Z, tels que

j1 + j2 + J ∈ N et J +M ∈ N, variant de 1 en 1 entre les deux bornes indiquées et où les
coefficients 〈(j1, j2)J,M |j1,m1; j2,m2〉 ∈ C sont appelés les coefficients de Clebsch-Gordan.
On considère aussi les symboles 3-j définis par(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

(−1)j1−j2−m3

√
2j3 + 1

〈j1,m1; j2,m2|(j1, j2)j3,−m3〉 ,
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où les coefficients 〈j1,m1; j2,m2|(j1, j2)j3,−m3〉 sont les coefficients de la matrice de pas-
sage de la base des états découplés à la base des états couplés :

|(j1, j2)J,M〉 =

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1,m1; j2,m2|(j1, j2)j3,−m3〉 |j1,m1; j2,m2〉 ,

avec la même convention de sommation que ci-dessus (les indices m1,m2 sont des éléments
de 1

2 Z, tels que j1 + m1 ∈ N et j2 + m2 ∈ N, variant de 1 en 1 entre les deux bornes
indiquées).

Démonstration du théorème 2.13. Nous profitons de cette démonstration pour intro-
duire un outil important pour étudier les représentations de groupes, la notion de caractère.

Si V est un espace vectoriel complexe de dimension finie, et si A ∈ GL(V ), nous
noterons trA, et appellerons trace de A, la trace de la matrice de A dans n’importe quelle
base de V , ce qui ne dépend pas de cette base, puisque tr(PXP−1) = trX pour tous les
X,P ∈ GLN (C).

Si G est un groupe de Lie matriciel et si (V, ρ) est une représentation de G, nous
appellerons caractère de (V, ρ) l’application χρ : G→ C définie par

∀ g ∈ G, χρ(g) = tr(ρ(g)) .

Remarquons que χρ est une application de classe C∞, par composition de telles applica-
tions. Notons que par la propriété ci-dessus de la trace, la valeur de χρ(g) ne dépend que
de la classe de conjugaison de g dans G : pour tous les g, h ∈ G, nous avons

χρ(hgh
−1) = χρ(g) .

En particulier, si G = SU(2), comme tout élément de SU(2) est diagonalisable, ayant deux
valeurs propres de module 1 inverses l’une de l’autre, le caractère χρ est déterminé par

la valeur de χρ
((eit 0

0 e−it

))
pour tout t ∈ R (modulo 2πZ). Par la même propriété

d’invariance par conjugaison de la trace, si (V, ρ) et (V ′, ρ′) sont deux représentations
conjuguées de G, alors

χρ = χρ′ .

Nous regroupons dans l’énoncé suivant les propriétés élémentaires des caractères.

Proposition 2.14. Soient (V, ρ), (V ′, ρ′) deux représentations d’un groupe de Lie matriciel
G.

(1) La dimension de la représentation ρ est égale à χρ(e).

(2) Le caractère de la représentation somme directe (respectivement produit tensoriel) de
ρ et ρ′ est la somme (respectivement produit) des caractères de ρ et ρ′ :

χρ⊕ρ′ = χρ + χρ′ et χρ⊗ρ′ = χρχρ′ .

(3) Si G est compact, deux représentations de G sont conjuguées si et et seulement si elles
ont même caractère.
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Démonstration. (1) Puisque ρ(e) est l’identité de V , ceci découle du fait que la trace de
la matrice identité dans GLN (C) est égale à N .

(2) La première affirmation découle du fait que la trace d’une matrice diagonale par
blocs est la somme des traces de ses blocs.

Montrons la seconde affirmation. Si (ei)1≤i≤M et (fk)1≤k≤N sont des bases de V et V ′,
alors (ei ⊗ fk)1≤i≤M, 1≤k≤N est une base de V ⊗ V ′. Fixons g ∈ G. Soient (aij)1≤i,j≤M et
(bk` )1≤k,`≤N les matrices de ρ(g) et ρ′(g) dans les bases (ei)1≤i≤M et (fk)1≤k≤N . Alors le
coefficient de ej ⊗ f` dans

ρ⊗ ρ′(g)(ei ⊗ fk) = (ρ(g)(ei))⊗ (ρ′(g)(fk)) = (ajiej)⊗ (b`kf`) = aji b
`
k ej ⊗ f` .

est aji b
k
` . Donc en calculant la trace de ρ ⊗ ρ′ dans la base (ei ⊗ fk)1≤i≤M, 1≤k≤N , nous

avons
χρ⊗ρ′(g) = aii b

k
k = χρ(g)χρ′(g) .

(3) Nous admettrons cette affirmation, voir par exemple [Kna, §4.2]. L’idée est que la
multiplicitémρ′(ρ) d’une représentation irréductible donnée ρ, dans la décomposition d’une
représentation ρ′ de G en somme directe ρ′ =

⊕
ρmρ′(ρ)ρ, où ρ parcours un ensemble de

représentants des classes d’équivalences de représentations irréductibles de G, s’exprime
par une formule explicite uniquement en fonction des caractères de ρ et de ρ′ (voir [KS,
page 58]. Comme ces multiplicités déterminent ρ′ à conjugaison près, le résultat en découle.
�

Calculons le caractère de la représentation irréductible (V j ,Dj) de SU(2) pour j ∈ 1
2 N.

Pour tout t ∈ R, posons

χj(t) = χDj

((eit 0
0 e−it

))
,

de sorte que pour tout g ∈ SU(2), nous avons χDj (g) = χj(arcsin tr g
2 ). Dans la base

(zj+m1 zj−m2 )m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N de Vj , la matrice Dj

((eit 0
0 e−it

))
est diagonale, de

coefficients diagonaux (e2imt)m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N. Donc (dans les sommes ci-dessous, les

indices sont des demi-entiers variant de 1 en 1 entre les deux bornes indiquées)

χj(t) =

j∑
m=−j

e2imt .

Montrons que pour tous les j1, j2 ∈ 1
2 N et t ∈ R, nous avons

χj1(t)χj2(t) =

j1+j2∑
J=|j2−j1|

χJ(t) . (41)

Ceci démontre que pour tout g ∈ SU(2), nous avons

χDj1 (g)χDj2 (g) =

j1+j2∑
J=|j2−j1|

χDJ (g) .
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Par la proposition 2.14 (2), ceci montre que les représentations Dj1 ⊗Dj2 et
⊕j1+j2

J=|j2−j1|DJ

du groupe de Lie compact SU(2) ont les mêmes caractères. Par la proposition 2.14 (3), ces
deux représentations sont donc conjuguées, ce qui démontre le théorème 2.13.

Pour démontrer la formule (41), nous pouvons par symétrie supposer que j2 ≤ j1. Po-
sons z = e2it, et supposons que z 6= 1. Alors un argument élémentaire de série géométrique
montre que

χj(t) =
zj+1 − z−j

z − 1
.

Donc, en posant m = j2 − k dans la première somme de la deuxième ligne et m = k − j2
dans la seconde somme de la deuxième ligne pour obtenir la troisième égalité, et en utilisant
le fait que j1 + j2− k ≥ 0 si j2 ≤ j1 et k ≤ 2j2 pour obtenir la dernière égalité, nous avons

χj1(t)χj2(t) =
zj1+1 − z−j1

z − 1

j2∑
m=−j2

zm

=
1

z − 1

( j2∑
m=−j2

zj1+m+1 −
j2∑

m=−j2

zm−j1
)

=
1

z − 1

( 2j2∑
k=0

zj1+j2−k+1 −
2j2∑
k=0

z−j1−j2+k
)

=

=

2j2∑
k=0

zj1+j2−k+1 − z−j1−j2+k

z − 1
=

2j2∑
k=0

χj1+j2−k(t) .

Ceci démontre la formule (41) si t /∈ πZ. Par continuité, cette formule (41) est vraie pour
tout t ∈ R, ce qui démontre le résultat. �

Application physique

Comme évoqué en préambule, le groupe SU(2) apparaît aussi en physique des particules
par une symétrie appelée la symétrie d’isospin, 76 à ne pas confondre avec la notion de
spin de ces particules. Comme initialement remarqué par Heisenberg, certaines particules
soumises aux interactions fortes présentent des propriétés semblables tout en ayant des
charges électriques différentes. C’est le cas par exemple
• du doublet de nucléons (le proton p de masse environ 938, 27 MeV/c2 et de charge

+|e| = 1, 602176565 10−19 C, et le neutron n de masse environ 939, 56 MeV/c2 et de charge
nulle),
• du triplet de pions (le pion π0 de masse environ 134, 97 MeV/c2 et de charge nulle,

et les pions π± de masse environ 139, 57 MeV/c2 et de charge ±|e|), et
• du quadruplet de baryons Delta, tous de masse environ 1232 MeV/c2, et de charges

2|e|, |e|, 0, −|e| pour ∆++, ∆+, ∆0, ∆−.
Les physiciens expliquent cela par le fait que l’hamiltonien de l’interaction forte admet

une symétrie par le groupe SU(2), brisée par l’interaction électromagnétique, et que les
particules sujettes à l’interaction forte peuvent être décrites par les vecteurs de base |jm〉
des divers espaces de représentations irréductibles de spin j de SU(2). Ils introduisent

76. La terminologie dérive de la terminologie “isotopic spin” (spin isotopique) introduite par E. Wigner
en 1936, voir [Wig].
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deux nombres quantiques, l’isospin total I si la représentation est (V I ,DJ) et l’isospin
projection I3 (aussi noté Iz) si la particule corrrespond au vecteur de base |II3〉, c’est-à-
dire si la fonction d’onde de la particule est un vecteur propre de valeur propre I3 pour
l’opérateur J3.

Voici un tableau d’isospins :

famille particule I I3

nucléon proton p = uud 1
2 +1

2

nucléon neutron n = udd 1
2 −1

2

pion π− = d u 1 −1
pion π0 1 0

pion π+ = u d 1 1

baryon Delta ∆− = ddd 3
2 −3

2

baryon Delta ∆0 = udd 3
2 −1

2

baryon Delta ∆+ = uud 3
2

1
2

baryon Delta ∆++ = uuu 3
2

3
2

L’isospin projection I3 est relié aux nombres de quarks composant les particules par la
formule suivante :

I3 =
1

2

(
(nu − nu)− (nd − nd)

)
où nu, nd, nu et nd sont respectivement le nombre de quarks haut, quarks bas, antiquarks
haut et antiquarks bas composant la particule.

Les physiciens notent parfois directement par le spin j la représentation Dj de spin j
de SU(2). Ainsi les décompositions de Clebsch-Gordan des produits tensoriels de représen-
tation de petits spins de SU(2) sont les suivantes :

1

2
⊗ 1

2
= 0⊕ 1 et

1

2
⊗ 1 =

1

2
⊕ 3

2
.

On dit que la représentation 1
2 ⊗ 1 contient les représentations de spin 1

2 et 3
2 . La matrice

de passage de la base des états couplés(
|1
2
,−1

2
; 1,−1〉, |1

2
,−1

2
; 1, 0〉, |1

2
,−1

2
; 1, 1〉, |1

2
,
1

2
; 1,−1〉, |1

2
,
1

2
; 1, 0〉, |1

2
,
1

2
; 1, 1〉

)
de l’espace vectoriel de la représentation 1

2 ⊗ 1 à la base des états découplés(
|1
2
,−1

2
〉, |1

2
,
1

2
〉, |3

2
,−3

2
〉, |3

2
,−1

2
〉, |3

2
,
1

2
〉, |3

2
,
3

2
〉
)
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de l’espace vectoriel de la représentation 1
2 ⊕

3
2 , fournie par les coefficients de Clebsch-

Gordan, est (voir par exemple [Zub1, page 18])

0 1√
3

0 −
√

2√
3

0 0

0 0
√

2√
3

0 − 1√
3

0

1 0 0 0 0 0

0
√

2√
3

0 1√
3

0 0

0 0 1√
3

0
√

2√
3

0

0 0 0 0 0 1


.

Les processus de transformation virtuels d’un nucléon en un nucléon plus un pion et
réciproquement se comprennent par le fait que la représentation 1

2 ⊗ 1 contient la repré-
sentation de spin 1

2 . Ainsi les phénomènes de cohésion des noyaux par échange de pions
entre nucléons, dont est responsable l’interaction forte, se comprennent par des passages
continuels entre états couplés et états découplés.
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3 Les groupes de Lorentz et de Poincaré

Dans ce chapitre (pour lequel nous renvoyons aux références [Nab, Del, Gou]), nous
noterons (

e0 = (1, 0, 0, 0), e1 = (0, 1, 0, 0), e2 = (0, 0, 1, 0), e3 = (0, 0, 0, 1)
)

la base canonique de R4 et (toujours avec la convention de sommation d’Einstein)

x = (x0, x1, x2, x3) = xµeµ

un élément générique de R4, appelé par les physiciens un quadrivecteur 77 (ou parfois 4-
vecteur). Les indices en lettres grecques µ et ν varient entre 0 et 3. Les physiciens appellent
x0 la coordonnée de temps et x1, x2, x3 les coordonnées d’espace. C’est en effet pour pouvoir
manipuler des grandeurs ayant même dimensionalité qu’ils posent

x0 = c t

où t est le temps (en secondes) et c ≈ 2.99792458 108 ms−1 la vitesse de la lumière dans
le vide, et sorte que les quatre quantités x0, x1, x2, x3 sont mesurées en mètres.

3.1 L’espace-temps de la relativité restreinte

Nous appellerons espace-temps de Minkowski, 78 et noterons R1,3, l’espace vectoriel R4

ou son espace affine associé, muni de la forme bilinéaire g : R4 × R4 → R dont la matrice
(gµ,ν)0≤µ,ν≤3 dans la base canonique est la matrice de Minkowski 79

I1,3 =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

(
−1 0
0 I3

)
,

la seconde écriture étant une matrice par blocs 1-3 dans la décomposition R4 = R× R3,
avec I3 la matrice 3 × 3 identité. Ainsi g est symétrique (c’est-à-dire que sa matrice est
symétrique), non dégénérée (c’est-à-dire que sa matrice est inversible), de signature (1, 3)
ou (−,+,+,+) (c’est-à-dire que les valeurs propres de sa matrice (qui sont réelles non
nulles car cette matrice est diagonalisable sur R et inversible) sont, à permutation près, de
signes −,+,+,+). Cette forme bilinéaire est appelée la forme lorentzienne standard 80 sur
R4, ou le tenseur métrique de l’espace-temps de Minkowski. Pour tous les x, y ∈ R1,3, nous
noterons 81

x · y = g(x, y)

(parfois appelé un scalaire de Lorentz). Ainsi

x · y = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3

77. terminologie sans doute introduite par Sommerfeld [Som]
78. Il est appelé espace pseudo-euclidien standard de signature (1, 3) dans la partie 1.1.
79. En fait, Minkowski considérait la matrice opposée, voir [Min], et il introduisit comme postulat que

la quantité c dt2 − dx12 − dx22 − dx32 devait rester positive lors du mouvement dans l’espace-temps : la
vitesse d’un objet ne peut dépasser la vitesse de la lumière.
80. D’autres références choisissent la signature (+,−,−,−), mais ce choix n’a pas grande importance.
81. Attention à ne pas confondre cette notation avec celle du produit scalaire euclidien usuel de R4.
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et en particulier eµ · eν = gµ,ν .
La forme quadratique x 7→ g(x, x) associée à g est

x · x = −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 .

Avec une terminologie introduite a priori par Minkowski (voir par exemple [Min]), un
vecteur x ∈ R1,3 est dit
(1) de type temps si x · x < 0,
(2) de type espace si x · x > 0, et nous noterons alors

‖x‖1,3 =
√
x · x ,

(3) de type lumière (ou tout simplement lumière 82) si x · x = 0.
Un vecteur x de R1,3 de type lumière non nul ou de type temps est dit orienté vers le
futur si sa coordonnée de temps x0 est strictement positive, et orienté vers le passé sinon.
Remarquons que les vecteurs orthogonaux à eux-même dans l’espace-temps de Minkowski
(qui n’est pas un espace euclidien !) sont exactement les vecteurs lumières.

nappe

nappe

x0 vecteur de type temps

vecteur lumière

0

vecteur de type espace

(orienté vers le futur)

(orienté vers le futur)du futur

du passé

Le cône de lumière 83 (vectoriel) de R1,3 est l’ensemble des vecteurs de type lumière.
Privé du vecteur nul, il est réunion de la nappe du passé

{x ∈ R1,3 : x · x = 0, x0 < 0}

et de la nappe du futur
{x ∈ R1,3 : x · x = 0, x0 > 0} .

L’espace R1,3 privé du cône de lumière possède exactement trois composantes connexes,
celle des vecteurs de type espace, celle des vecteurs de type temps orientés vers le futur (à
l’intérieur de la nappe du futur) et celle des vecteurs de type temps orientés vers le passé
(à l’intérieur de la nappe du passé).

82. Les mathématiciens disent aussi isotropes.
83. Les mathématiciens disent aussi cône isotrope.
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Exercice E.3. (1) Montrer que tout multiple strictement positif d’un vecteur de type temps
orienté vers le futur et toute somme de vecteurs de type temps orientés vers le futur est
encore un vecteur de type temps orienté vers le futur. Montrer que tout multiple strictement
positif d’un vecteur de type lumière orienté vers le futur est encore un vecteur de type
lumière orienté vers le futur.

(2) Montrer que deux vecteurs non colinéaires x et y de type lumière (respectivement
deux vecteurs x et y de type temps) sont dans la même nappe (respectivement à l’intérieur
de la même nappe) si et seulement si x · y < 0.

Un vecteur de R1,3 est dit unitaire si |x · x| = 1. L’ensemble des vecteurs unitaires de
R1,3 est la réunion de l’hyperboloïde à une nappe

{x ∈ R1,3 : x · x = 1}

(formé des vecteurs unitaires de type espace), et de l’hyperboloïde à deux nappes

{x ∈ R1,3 : x · x = −1}

(formé des vecteurs unitaires de type temps). Ces hyperboloïdes sont des sous-variétés
de dimension 3 de R4, en utilisant le critère des fonctions implicites (proposition 1.4).
L’hyperboloïde à deux nappes possède deux composantes connexes. Celle constituée des
vecteurs unitaires de type temps orientés vers le futur est appelée l’espace hyperbolique réel
de dimension 3, et notée

H3
R = {x ∈ R1,3 : x · x = −1, x0 > 0} .

Les traits gras du dessin ci-dessous représentent l’intersection des hyperboloïdes et du cône
de lumière avec n’importe quel hyperplan vectoriel de R4 contenant l’axe des coordonnées
de temps x0.

0

x0

H3
R

à une nappe
hyperboloïdeà deux nappes

hyperboloïde
x1, x2, x3
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Le cône de lumière (affine) d’un point x de R1,3 est l’ensemble des points y de R1,3 tels
que le vecteur −→xy= y − x appartienne au cône de lumière vectoriel de R1,3.

x

0

x′

Deux vecteurs x, y ∈ R1,3 sont dit orthogonaux si x · y = 0. Le lecteur prendra bien
garde à ne pas confondre les notions d’orthogonalité dans l’espace euclidien R4 et celle
dans l’espace-temps de Minkowski R1,3. L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel E de R1,3

est le sous-espace vectoriel

E⊥1,3 = {x ∈ R1,3 : ∀ y ∈ E, x · y = 0}

formé des vecteurs de R1,3 orthogonaux à tous les vecteurs de E.

Un sous-espace vectoriel E de R1,3 propre (c’est-à-dire différent de {0} et R1,3) est dit
(1) de type espace si la restriction de g à E est définie positive (donc de signature (+),

(+,+) ou (+,+,+) si E est de dimension 1, 2, 3), ou de manière équivalente si tous
ses vecteurs non nuls sont de type espace,

(2) de type lumière si la restriction de g à E est dégénérée 84 (donc de signature (0), (0,+)
ou (0,+,+) si E est de dimension 1, 2, 3), ou de manière équivalente s’il est tangent
au cône de lumière, 85

(3) de type temps si la restriction de g à E est non dégénérée et non définie positive (donc
de signature (−), (−,+) ou (−,+,+) si E est de dimension 1, 2, 3), ou de manière
équivalente s’il contient au moins un vecteur de type temps.

En particulier, une droite vectorielle de R1,3 est de type espace, lumière ou temps si et
seulement si n’importe lequel de ses vecteurs directeurs est de type espace, lumière ou
temps. Par exemple, l’intersection d’un plan de type temps avec le cône de lumière est la
réunion de deux droites distinctes de type lumière.

84. c’est-à-dire s’il existe un vecteur non nul de E qui est orthogonal à tous les vecteurs de E
85. En effet, si v ∈ E non nul est orthogonal à tous les éléments de E, alors v est un vecteur lumière

non nul, donc E n’est pas contenu dans l’hyperplan horizontal Re1 + Re2 + Re3, donc l’intersection E ∩
(Re1 + Re2 + Re3), qui est un sous-espace vectoriel de type espace, est un supplémentaire dans E de la
droite vectorielle Rv, qui peut être de dimension 0, 1 ou 2.

74



plan de type espace

plan de type temps

0

x0

plan de type lumière

Proposition 3.1. Soit E un sous-espace vectoriel de R1,3.
(1) Nous avons dimE⊥1,3 = 4− dimE.
(2) L’espace vectoriel R1,3 est somme directe de E et de E⊥1,3 si et seulement si E n’est

pas de type lumière.

Démonstration. (1) L’application 86 de l’espace vectoriel R4 dans son espace vectoriel
dual (R4)∗ = L (R4;R) (dont les éléments sont les formes linéaires sur R4) définie par

x 7→ { x̂ : y 7→ x · y}

est un isomorphisme linéaire, car elle est clairement linéaire, les espaces vectoriels de départ
et d’arrivée ont la même dimension, et elle est injective (car la forme lorentzienne g est non
dégénérée). Donc si (fi)1≤i≤k est une base de E, alors les formes linéaires f̂i pour 1 ≤ i ≤ k
sont linéairement indépendantes, donc l’intersection des hyperplans ker f̂i pour 1 ≤ i ≤ k
est de dimension égale à 4 − k = 4 − dimE. Or cette intersection est exactement E⊥1,3 ,
par linéarité.

(2) La somme des dimensions de E et de E⊥1,3 est égale à la dimension de R1,3 par
l’assertion précédente, et E est de type lumière si et seulement si l’intersection E ∩ E⊥1,3

n’est pas réduite à {0}. �

Exercice E.4. Montrer que tout vecteur non nul de R1,3 orthogonal à un vecteur de type
temps est un vecteur de type espace.

Par l’exercice précédent, l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel de type temps est un
sous-espace vectoriel supplémentaire de type espace.

3.2 Le groupe de Lorentz restreint SO0(1, 3)

Le groupe de Lorentz 87, noté L , est le groupe des transformations de l’espace-temps
de Minkowski, c’est-à-dire le groupe des bijections linéaires Λ de l’espace vectoriel R4 qui

86. appelée application de dualité lorentzienne
87. Cette terminologie semble avoir été introduite par H. Poincaré dans [Poi], même s’il considère en fait le

groupe engendré par le groupe de Lorentz et les homothéties x = (x0, x1, x2, x3) 7→ `x = (`x0, `x1, `x2, `x3)
pour ` > 0.
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préservent la forme lorentzienne g, c’est-à-dire telles que

g(Λx,Λy) = g(x, y)

pour tous les x, y ∈ R1,3.
Ses éléments sont appelés les transformations de Lorentz. Elles préservent le cône de

lumière, l’hyperboloïde à une nappe et l’hyperboloïde à deux nappes (qui sont les images
réciproques de {0}, {+1}, {−1} respectivement par l’application x 7→ g(x, x) = x · x).
Elles préservent le type des vecteurs : si Λ ∈ L et si x ∈ R1,3 est un vecteur de type
temps (respectivement espace, lumière), alors Λ(x) est aussi de type temps (respectivement
espace, lumière). Elles préservent de même le type des sous-espaces vectoriels de R1,3.

En identifiant une bijection linéaire de R4 dans R4 avec sa matrice dans la base cano-
nique de R4, le groupe de Lorentz est donc le groupe O(1, 3) (qui est un groupe de Lie
classique déjà défini dans la partie 1.1). Il est constitué des matrices Λ = (Λµν )0≤µ,ν≤3 telles
que

tΛ I1,3 Λ = I1,3 ou encore Λαµ gα,β Λβν = gµ,ν (42)

(toujours avec la convention de sommation d’Einstein) pour tous les µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}.

Si Λ ∈ O(1, 3), alors la formule (42) montre que (det Λ)2 = 1, 88 donc det Λ = ±1, et
aussi 89

−(Λ0
0)2 + (Λ1

0)2 + (Λ2
0)2 + (Λ3

0)2 = −1 .

Donc (Λ0
0)2 ≥ 1, c’est-à-dire Λ0

0 ≥ 1 ou Λ0
0 ≤ −1. Les quatre possibilités pour les signes de

det Λ et de Λ0
0 correspondent aux quatre composantes connexes de O(1, 3) (voir le corollaire

1.9).
Le groupe

SO(1, 3) = {Λ ∈ O(1, 3) : det Λ = 1}

est appelé le groupe des transformations de Lorentz propres. Il possède deux composantes
connexes. Le groupe

SO0(1, 3) = {Λ ∈ O(1, 3) : det Λ = 1, Λ0
0 ≥ 1} ,

qui est la composante connexe de l’identité dans O(1, 3) et dans SO(1, 3), ainsi que le sous-
groupe de L correspondant noté L ↑

+, est appelé le groupe des transformations de Lorentz
propres orthochrones (et parfois groupe de Lorentz restreint) : ce sont les transformations de
Lorentz qui préservent l’orientation globale de l’espace-temps de Minkowski et qui envoient
un vecteur de type temps orienté vers le futur sur un vecteur de type temps orienté vers
le futur. En particulier, les transformations de Lorentz propres orthochrones préservent
chacune des deux nappes de l’hyperboloïde à deux nappes : le groupe SO0(1, 3) préserve
l’espace hyperbolique H3

R.

88. En effet, (det Λ)2 det(I1,3) = det(tΛ I1,3 Λ) = det(I1,3) 6= 0.
89. par l’égalité des coefficients en haut à gauche dans les matrices tΛ I1,3 Λ et I1,3, car la première ligne

de tΛ est la première colonne de Λ, et la première colonne de I1,3 Λ est la première colonne de Λ avec signe
opposé de son premier terme
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Remarque 3.2. Si Λ ∈ O(1, 3) préserve un sous-espace vectoriel E de R1,3, alors il préserve
aussi son orthogonal E⊥1,3 . 90

Soient T =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 et S =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

, qui sont des éléments de

O(1, 3) par la formule (42), appelés renversement du temps et symétrie centrale spatiale.
Ces matrices, qui engendrent un sous-groupe d’ordre 4 de O(1, 3) (isomorphe au groupe
de Klein (Z/2Z)× (Z/2Z) ), permettent de passer d’une composante connexe de O(1, 3) à
l’autre : nous avons (avec unions disjointes)

SO(1, 3) = SO0(1, 3) ∪ ST SO0(1, 3)

et
O(1, 3) = SO0(1, 3) ∪ T SO0(1, 3) ∪ S SO0(1, 3) ∪ ST SO0(1, 3) .

Nous regroupons dans la proposition suivante les propriétés de transitivité des trans-
formations de Lorentz propres orthochrones. Nous renvoyons à l’annexe A pour des rappels
de définition sur la transitivité d’une action de groupe.

Appelons base de Lorentz de R1,3 toute base (e′0, e
′
1, e
′
2, e
′
3) de l’espace vectoriel R4 telle

que e′µ ·e′ν = gµ,ν pour tous les µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}. Par exemple, par la définition de l’espace-
temps de Minkowski, la base canonique (e0, e1, e2, e3) de R4 est une base de Lorentz de
R1,3. Une base de Lorentz est orientée si son déterminant dans la base canonique de R1,3

est positif.

Proposition 3.3. (1) Le groupe O(1, 3) agit transitivement sur les bases de Lorentz de
R1,3, et le groupe SO(1, 3) agit transitivement sur les bases de Lorentz orientées de
R1,3.

(2) Le groupe SO(1, 3) agit transitivement sur les vecteurs unitaires de type temps. Le
groupe SO0(1, 3) agit transitivement sur l’espace hyperbolique H3

R (c’est-à-dire sur les
vecteurs unitaires de type temps orientés vers le futur), ainsi que sur les vecteurs uni-
taires de type espace.

Démonstration. (1) Soit (e′0, e
′
1, e
′
2, e
′
3) une base de Lorentz de R1,3. Notons Λ la matrice

de passage de la base canonique de R4 à la base (e′0, e
′
1, e
′
2, e
′
3). Alors pour tous les entiers

µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}, nous avons

g(Λeµ,Λeν) = g(e′µ, e
′
ν) = g(eµ, eν) .

Par bilinéarité, nous avons donc g(Λx,Λy) = g(x, y) pour tous les x, y ∈ R1,3. Par consé-
quent Λ ∈ O(1, 3). Si la base (e′0, e

′
1, e
′
2, e
′
3) est de plus orientée, alors le déterminant de Λ

est positif, donc égal à 1, car nous avons vu que le déterminant d’un élément de O(1, 3)
est ±1.

90. Ceci signifie que si Λ(E) ⊂ E, alors Λ(E⊥1,3) ⊂ E⊥1,3 . Pour démontrer ceci, si Λ ∈ O(1, 3) préserve
E, alors Λ(E) = E par égalité des dimensions car Λ est une bijection linéaire, et pour tous les y ∈ E⊥1,3 ,
nous avons, pour tous les x ∈ E ,

(Λy) · x = (Λy) · (ΛΛ−1x) = y · (Λ−1x) = 0

car Λ−1x ∈ E.
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(2) Soit e′0 un vecteur unitaire de type temps. Alors l’orthogonal E de la droite vecto-
rielle Re′0 qu’il engendre est un sous-espace vectoriel de type espace, donc admet une base
orthonormée (e′1, e

′
2, e
′
3) pour la restriction de g à E (qui est un produit scalaire euclidien

sur E). Ainsi (e′0, e
′
1, e
′
2, e
′
3) est une base de Lorentz de R1,3, qui est orientée quitte à rem-

placer e′3 par −e′3. Par l’assertion (1), il existe Λ ∈ SO(1, 3) tel que Λe′µ = eµ pour tout
µ ∈ {0, 1, 2, 3}, et en particulier Λe′0 = e0. Si e′0 est orienté vers le futur, alors Λ0

0 > 0, donc
Λ ∈ SO0(1, 3).

Si e′3 est un vecteur unitaire de type espace, alors la restriction de g à l’orthogonal E de
la droite Re′3 qu’il engendre est de signature (−,+,+). Par le théorème de réduction des
formes bilinéaires non dégénérées, E admet donc une base (e′0, e

′
1, e
′
2) telle que e′µ ·e′ν = gµ,ν

pour tous les µ, ν ∈ {0, 1, 2}. Ainsi (e′0, e
′
1, e
′
2, e
′
3) est une base de Lorentz de R1,3, qui est

orientée quitte à remplacer e′2 par −e′2. Par l’assertion (1), il existe Λ ∈ SO(1, 3) tel que
Λe′µ = eµ pour µ ∈ {0, 1, 2, 3}, et en particulier Λe′3 = e3. Quitte à remplacer (e′0, e

′
1) par

(−e′0,−e′1) (ce qui préserve le déterminant), nous avons Λ ∈ SO0(1, 3). �

Nous allons maintenant décrire quelques sous-groupes de Lie de SO0(1, 3) et quelques
éléments typiques de SO0(1, 3).

L’application de O(3) dans GL4(R) définie, en utilisant les matrices par blocs, par

A 7→
(

1 0
0 A

)
est un plongement de groupes de Lie, dont l’image est contenue dans O(1, 3) par les formules
(42). Nous identifierons O(3) avec son image dans O(1, 3) par cette application. Notons
que SO(3) est alors contenu dans SO0(1, 3) par connexité.

Lemma 3.4. Le stabilisateur de e0 dans SO0(1, 3) est exactement SO(3).

Démonstration. Il est immédiat que SO(3) fixe e0. Réciproquement, si Λ ∈ SO0(1, 3)

fixe e0, alors Λ =

(
1 X
0 A

)
où X est une matrice ligne à 3 colonnes et A ∈ M3(R). Le

déterminant de A, égal au déterminant de Λ, est 1. La formule (42) s’écrit par blocs(
1 0
tX tA

)(
−1 0
0 I3

)(
1 X
0 A

)
=

(
−1 0
0 I3

)
.

Ceci donne −X = 0 et − tXX + tAA = I3, donc X = 0 et A ∈ O(3), d’où A ∈ SO(3)
puisque detA = 1, ce qui est le résultat cherché. 91 �

Proposition 3.5. Pour tout Λ ∈ SO0(1, 3), les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Λ fixe point par point un plan vectoriel de type temps,

(2) Λ fixe un vecteur de type temps,

(3) Λ est conjugué dans SO0(1, 3) à un élément de SO(3),

91. Le fait que X = 0 découle aussi directement du fait que Λ préserve l’orthogonal de Re0 (voir la
remarque 3.2), qui est l’espace vectoriel Re1 +Re2 +Re3 engendré par les trois derniers vecteurs de la base
canonique.
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(4) Λ est conjugué dans SO0(1, 3) à


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ − sin θ
0 0 sin θ cos θ

.

Un élément Λ de SO0(1, 3) vérifiant l’une des conditions équivalentes ci-dessus est
appelée une rotation spatiale. 92 Le nombre réel θ est alors uniquement défini modulo 2π,
et appelé l’angle de la rotation spatiale Λ. Par l’invariance de la trace des matrices par
conjugaison, il se calcule de la manière suivante :

cos θ =
trΛ

2
− 1 .

Cette formule montre que | trΛ| ≤ 4 si Λ est une rotation spatiale, avec égalité si et
seulement si Λ est l’identité.

Démonstration. Il est immédiat que (1) implique (2), que (4) implique (3), et que (4)
implique (1) (car Re0 + Re1 est un plan vectoriel de type temps).

Montrons 93 que (3) implique (2) : puisque e0 est un vecteur de type temps fixé par
SO(3) par le sens facile du lemme 3.4, s’il existe Λ′ ∈ SO0(1, 3) tel que Λ′Λ(Λ′)−1 ∈ SO(3),
alors Λ′Λ(Λ′)−1e0 = e0 donc Λ fixe le vecteur (Λ′)−1e0, qui est de type temps car O(1, 3)
préserve le type des vecteurs.

Le fait que (3) implique (4) découle du fait que tout élément de SO(3) est une rotation
qui fixe point par point une droite vectorielle de R3 (son axe de rotation, voir le début de
la partie 2), et que SO(3) agit transitivement sur les droites vectorielles de R3, donc (voir
la formule (69) dans l’appendice A) que tout élément de SO(3) est conjugué dans SO(3)
à un élément fixant le premier axe de coordonnée de R3 = Re1 + Re2 + Re3 pour l’action
linéaire de SO(3) sur R3.

Enfin, montrons que (2) implique (3). Si Λ ∈ SO0(1, 3) fixe un vecteur de type temps
v, alors quitte à remplacer v par ± v√

|v·v|
, nous pouvons supposer que v est un vecteur

unitaire de type temps orienté vers le futur. Puisque SO0(1, 3) agit transitivement sur les
vecteurs unitaires de type temps orientés vers le futur (voir la proposition 3.3 (2)), il existe
Λ′ ∈ SO0(1, 3) tel que Λ′v = e0. Alors Λ′Λ(Λ′)−1 est un élément de SO0(1, 3) qui fixe e0.
Le résultat découle alors du lemme 3.4. �

Proposition 3.6. Pour tout Λ ∈ SO0(1, 3), les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Λ fixe point par point un plan vectoriel de type espace,

(2) Λ est conjugué dans SO0(1, 3) à


coshψ sinhψ 0 0
sinhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

.

Un élément Λ de SO0(1, 3) vérifiant l’une des conditions équivalentes ci-dessus est
appelé une transformation de Lorentz spéciale. 94 Le nombre réel ψ est alors uniquement

92. Les mathématiciens disent aussi transformation elliptique.
93. même si ce n’est pas logiquement nécessaire, au vu des deux implications qui suivent
94. Les physiciens anglos-saxons disent “boost”. Si la rapidité ψ est non nulle, les mathématiciens disent

transformation hyperbolique.
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défini, et appelé la rapidité de la transformation de Lorentz spéciale Λ. Par l’invariance de
la trace des matrices par conjugaison, il se calcule de la manière suivante :

ψ = argcosh
(trΛ

2
− 1

)
.

Cette formule montre que trΛ ≥ 4 si Λ est une transformation de Lorentz spéciale, avec
égalité si et seulement si Λ est l’identité.

Démonstration. Le plan vectoriel P engendré par e2, e3 étant de type espace, et les plans
de type espace étant envoyés sur des plans de type espace par les éléments de SO0(1, 3), le
fait que (2) implique (1) est immédiat : si Λ′ ∈ SO0(1, 3) est tel que Λ′Λ(Λ′)−1 fixe point
par point P , alors Λ fixe point par point (Λ′)−1P .

Réciproquement, soit P un plan vectoriel de type espace dans R1,3, fixé point par point
par Λ ∈ SO0(1, 3). Son orthogonal P⊥1,3 est un plan de type temps, car la signature de
la restriction de g à P⊥1,3 doit être (−,+). En prenant une base orthonormée (e′2, e

′
3) de

P , et en la complétant par une base orthogonale (e′0, e
′
1) de P⊥1,3 telle que e′0 · e′0 = −1

et e′1 · e′1 = 1, nous obtenons une base de Lorentz (e′0, e
′
1, e
′
2, e
′
3). Par la transitivité 95 de

O(1, 3) sur les bases de Lorentz de R1,3 (et quitte à changer des signes), il existe donc
un élément Λ0 ∈ SO0(1, 3) tel que Λ0P = Re2 + Re3. Quitte à conjuger Λ par Λ0, nous
pouvons donc supposer que Λ fixe e2 et e3. Par la remarque 3.2, l’orthogonal de Re2 +Re3,

qui est Re0 +Re1, est invariant par Λ. Donc Λ =


a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 avec a ≥ 1 et ad− bc = 1

car Λ ∈ SO0(1, 3). La formule (42) donne(
a c
b d

)(
−1 0
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
−1 0
0 1

)
.

D’où −a2 + c2 = −1, −ab + cd = 0 et −b2 + d2 = 1. En multipliant par d la seconde
équation, et en utilisant la troisième et ad− bc = 1, nous avons −(1 + bc)b+ c(1 + b2) = 0,
donc b = c et a2 − b2 = 1. Puisque a ≥ 0, cette dernière équation implique qu’il existe
ψ ∈ R tel que a = coshψ et b = sinhψ. Puisque ad− bc = 1, nous avons ad = 1 + b2 = a2,
donc a = d puisque a 6= 0. Le résultat en découle. �

Donnons une application en physique de la proposition 3.6, concernant le problème de
changement de référentiel relativiste.

Supposons que nous passions d’un référentiel fixe de coordonnées d’espace-temps no-
tées (x0, x1, x2, x3) à un autre référentiel mobile de coordonnées d’espace-temps notées
(y0, y1, x2, x3) par une transformation de Lorentz spéciale de rapidité φ laissant fixe point
par point le plan vectoriel de type espace Re2+Re3, de sorte que la vitesse d’un observateur
en 0 dans le nouveau référentiel soit nulle. Donc y1 est constant. Notons v la vitesse du
point en mouvement dans l’ancien référentiel. Comme y1 = (sinhφ)x0 + (coshφ)x1, nous
avons en dérivant

v

c
=
dx1

c dt
=
dx1

dx0
= − tanhφ .

95. Voir la proposition 3.3 (1).
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Comme | tanhφ| < 1, nous avons |v| < c : on ne peut pas dépasser la vitesse de la lumière !
Puisque 1 − tanh2 φ = 1

cosh2 φ
, nous avons donc coshφ = 1√

1− v2
c2

et sinhφ = − v

c
√

1− v2
c2

.

Nous obtenons donc
y1 =

1√
1− v2

c2

(−t v + x1) .

Lorsque la vitesse v est négligeable devant la vitesse de la lumière c, nous retrouvons le
mouvement des points classiques en mouvement rectiligne uniforme de vitesse v. Mais
lorsque v s’approche de c, il y a une contraction importante de la longueur d’un corps
matériel en mouvement (dans la direction de ce mouvement), correspondant au facteur de
Lorentz

Γ =

√
1− v2

c2
.

Nous allons maintenant démontrer une proposition qui dit en particulier que le groupe
des transformations de Lorentz propres orthochrones SO0(1, 3) est engendré par les rota-
tions spatiales et par les transformations de Lorentz spéciales : tout élément de SO0(1, 3)
est un produit fini de rotations spatiales et de transformations de Lorentz spéciales.

Notons K l’image de SO(3) dans SO0(1, 3) (appelé le sous-groupe compact maximal
(standard) de SO0(1, 3)) et

A =
{

coshψ sinhψ 0 0
sinhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 : ψ ∈ R
}

le sous-groupe de Lie des transformations de Lorentz spéciales fixant point par point le plan
de type espace Re2 +Re3, qui est appelé le sous-groupe de Cartan (standard) de SO0(1, 3).
Il est isomorphe au groupe additif R par l’application qui à un élément Λ ∈ A associe sa
rapidité ψ = argcosh Λ0

0.
Étant donné un groupe G et des sous-groupes A,B,C de G, nous dirons que G = ABC

si pour tout élément g de G, il existe des éléments a ∈ A, b ∈ B et c ∈ C tels que g = abc.

Proposition 3.7. Soient G = SO0(1, 3) et A,K les sous-groupes de G définis ci-dessus,
alors

G = KAK .

L’égalité G = KAK s’appelle la décomposition de Cartan de SO0(1, 3) (voir par
exemple [Hel] pour une généralisation).

Démonstration. Nous avons vu dans la démonstration du corollaire 1.9 de décomposition
polaire que l’application(

O(1, 3) ∩O(4)
)
×
(

O(1, 3) ∩ Sym+
4

)
→ O(1, 3)

définie par (X,Y ) 7→ XY est un homéomorphisme, et que le groupe O(1, 3) ∩O(4) est en
fait égal à

O(1, 3) ∩O(4) =
{(a 0

0 B

)
: a ∈ O(1) = {±1}, B ∈ O(3)

}
.
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Ce groupe de Lie matriciel a quatre composantes connexes, celle de l’élément neutre étant
exactement l’image K de SO(3) dans O(3). Rappelons que O(1, 3) ∩ Sym+

4 est connexe
(c’est en effet l’image de l’espace vectoriel réel so(1, 3) ∩ SymA par l’application continue
exp, comme vu dans la démonstration susdite). Donc l’application de K×(G∩Sym+

4

)
→ G

définie par (X,Y ) 7→ XY est un homéomorphisme. Ainsi pour montrer la décomposition
de Cartan G = KAK, il suffit de montrer que tout élément h de G ∩ Sym+

4 est conjugué
par un élément k de K à un élément a de A (au sens que h = kak−1, quitte à changer k
en son inverse).

Nous écrirons les matrices par blocs 1-3 dans la décomposition R4 = R × R3, et nous

identifierons un vecteur de R3 avec son vecteur colonne. Soit donc h =

(
a tv
u B

)
, avec

a ∈ R, u, v ∈ R3 et B ∈M3(R), un élément de G ∩ Sym+
4 . Par la symétrie de la matrice

h, nous avons donc v = u et B ∈ Sym3.
La condition d’appartenance de h à G = O(1, 3), qui est th I1,3 h = I1,3 d’après les

formules (42), s’écrit donc(
a tu
u B

) (
−1 0
0 I3

) (
a tu
u B

)
=

(
−1 0
0 I3

)
.

Cette égalité est équivalente au système d’égalités

−a2 + tuu = −1, −a u+B u = 0, −u tu+B2 = I3 .

Puisque h ∈ SO0(1, 3), nous avons a ≥ 1. La matrice symétrique I3 + u tu est définie
positive, donc admet une unique racine carrée définie positive

√
I3 + u tu (voir l’exercice

E.1 (4)). Puisque h est définie positive, B doit être définie positive. Donc le système ci-
dessus équivaut à 96

a =
√

1 + tuu, B u = a u, B =
√
I3 + u tu . (43)

Pour tout C ′ ∈ SO(3), nous avons(
1 0
0 C ′

) (
a tu
u B

) (
1 0
0 C ′

)−1

=

(
a tu
C ′u C ′B

) (
1 0
0 tC ′

)
=

(
a t(C ′u)
C ′u C ′B tC ′

)
.

Puisque SO(3) agit transitivement sur les droites vectorielles de R3, il existe C ∈
SO(3) tel que Cu appartienne à la première droite de coordonnée, donc soit de la forme
Cu = (b, 0, 0). En utilisant pour la première égalité le fait que C−1 = tC et l’égalité
C
√
AC−1 =

√
CAC−1 pour toute matrice définie positive A, la matrice CB tC est alors

de la forme

CB tC =
√
I3 + Cu tu tC =

√
I3 + Cu t(Cu) =

√√√√√I3 +

b0
0

 (
b 0 0

)

=

√1 + b2 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

96. On peut montrer que l’égalité du milieu (qui dit que u est vecteur propre de B pour la valeur propre
a) est conséquence des deux autres, mais nous ne nous servirons pas de ce fait.
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En posant d =
√

1 + b2, nous avons donc montré qu’il existe un élément k =

(
1 0
0 C

)
de

K tel que

k h k−1 =


a b 0 0
b d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

La démonstration de la proposition 3.6 donne qu’il existe ψ ∈ R tel que a = d = coshψ
et b = sinhψ, donc que k h k−1 appartient au sous-groupe de Cartan A. Ceci termine la
démonstration de la proposition 3.7. �

La composition d’une transformation de Lorentz spéciale fixant point par point un plan
vectoriel de type espace P et d’une rotation spatiale fixant point par point le plan vectoriel
de type temps P⊥1,3 est appelée une quadrivis 97 (ou parfois 4-vis). Ce sont les éléments de

SO0(1, 3) conjugués à


coshψ sinhψ 0 0
sinhψ coshψ 0 0

0 0 cos θ − sin θ
0 0 sin θ cos θ

, et les paramètres ψ et θ, réels et

réels modulo 2π, sont appelés la rapidité et l’angle de la quadrivis, respectivement.

Exercice E.5. Montrer qu’un élément de SO0(1, 3) est une quadrivis si et seulement s’il
fixe point par point deux droites vectorielles lumières distinctes.

Proposition 3.8. Pour tout Λ ∈ SO0(1, 3), les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Λ fixe point par point un plan vectoriel de type lumière,

(2) Λ est conjugué dans SO0(1, 3) à Rα =


1 + 2α2 −2α2 2α 0

2α2 1− 2α2 2α 0
2α −2α 1 0
0 0 0 1

.

Un élément Λ de SO0(1, 3) vérifiant l’une des conditions équivalentes ci-dessus est
appelée une rotation lumière. 98 Par l’invariance de la trace par conjugaison, notons que
trΛ = 4 si Λ est une rotation lumière.

Démonstration. Il est facile de vérifier en utilisant la formule (42) que la matrice Rα
appartient à O(1, 3). Un petit calcul montre que son déterminant est 1. Son coefficient
en haut à gauche est (Rα)0

0 = 1 + 2α2 ≥ 1, donc Rα appartient à SO0(1, 3). Elle fixe
point par point le plan vectoriel P = R(e0 + e1) + Re3, qui est de type lumière. Donc s’il
existe Λ′ ∈ SO0(1, 3) tel que Λ′Λ(Λ′)−1 = Rα, alors Λ fixe point par point le plan vectoriel
(Λ′)−1P , qui est de type lumière, car O(1, 3) préserve le type des sous-espaces vectoriels
de R1,3. Ainsi, l’assertion (2) implique l’assertion (1).

Réciproquement, supposons qu’il existe un plan vectoriel de type lumière P , qui est
fixé point par point par Λ. Alors l’intersection de P avec l’hyperplan vectoriel de type
espace H = Re1 +Re2 +Re3 est une droite de type espace, dont nous notons e′3 un vecteur

97. Les mathématiciens disent aussi transformation loxodromique.
98. Les mathématiciens disent aussi transformation parabolique.
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directeur unitaire. L’intersection de P et du cône de lumière est une droite de type lumière,
donc un de ses vecteurs directeurs est e0+e′1, où e′1 est un vecteur unitaire de H, orthogonal
à e′3. En prenant pour e′2 un vecteur de H tel que (e′1, e

′
2, e
′
3) soit une base orthonormée de

H (pour la restriction de g à H), nous obtenons ainsi une base de Lorentz (e0, e
′
1, e
′
2, e
′
3).

Quitte à remplacer e′2 par −e′2, par la transitivité de SO(3) sur les bases orthonormées
directes de R3, il existe Λ′ ∈ SO(3) tel que Λ′e′j = ej pour tout j ∈ {1, 2, 3}. Quitte à
remplacer Λ par Λ′Λ(Λ′)−1, nous pouvons donc supposer que P = R(e0 +e1)+Re3 est fixé
point par point par Λ. Dans la base (e0 +e1, e1−e0, e2, e3), la matrice de la forme bilinéaire

g est


0 2 0 0
2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

. Puisque Λ préserve l’orthogonal de Re3, qui est Re0 + Re1 + Re2,

la matrice de Λ dans cette nouvelle base s’écrit


1 a b 0
0 x y 0
0 u v 0
0 0 0 1

. Puisque Λ appartient à

O(1, 3), nous avons
1 0 0 0
a x u 0
b y v 0
0 0 0 1




0 2 0 0
2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 a b 0
0 x y 0
0 u v 0
0 0 0 1

 =


0 2 0 0
2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ceci équivaut à
1 2x 2y 0

2x 4xa+ u2 2ay + 2bx+ uv 0
2y 2ay + 2bx+ uv 4by + v2 0
0 0 0 1

 =


0 2 0 0
2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

D’où x = 1, y = 0, v = ±1, u = ∓2b et a = −b2. La matrice de Λ (dont le déterminant est

1, ce qui force v = 1) dans la base (e0 + e1, e1 − e0, e2, e3) est donc


1 −b2 b 0
0 1 0 0
0 −2b 1 0
0 0 0 1

. En

posant b = 2α, ceci démontre que la matrice de Λ dans la base canonique de R4 est Rα. �

Nous donnerons dans la proposition 3.14 une classification modulo conjugaison des
transformations de Lorentz propres orthochrones, en montrant qu’elles sont conjuguées à
des quadrivis ou à des rotations lumières.

3.3 Le groupe de Poincaré O(1, 3)nR1,3

Nous donnons dans cette partie une variante affine du groupe de transformations vec-
torielles O(1, 3).

Le groupe de Poincaré, aussi appelé groupe de Lorentz affine (ou inhomogène), noté
O(1, 3)nR1,3, est le groupe des bijections affines de l’espace affine R1,3 dont la partie
vectorielle est une transformation de Lorentz de R1,3. C’est donc l’ensemble des applications
de la forme

(Λ, a) : x 7→ Λx+ a
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où a ∈ R1,3 est le facteur de translation et Λ ∈ O(1, 3) est la partie vectorielle de (Λ, a).
La loi de composition vérifie

(Λ, a)(Λ′, a′) = (ΛΛ′, a+ Λa′) et (Λ, a)−1 = (Λ−1,−Λ−1a) .

Le groupe de Poincaré préserve les cônes de lumière affines : pour tous les x ∈ R1,3 et
h ∈ O(1, 3)nR1,3, l’image par h du cône de lumière affine de x est le cône de lumière affine
de h(x).

Le groupe de Poincaré est bien un groupe de Lie matriciel, car il s’identifie avec un
sous-groupe de Lie de GL5(R) par l’application

(Λ, a) 7→
(

Λ a
0 1

)
(en utilisant des matrices par blocs 4-1, et en identifiant un élément de R4 avec sa matrice

colonne correspondante). On vérifie que
(

Λ a
0 1

)(
Λ′ a′

0 1

)
=

(
ΛΛ′ a+ Λa′

0 1

)
.

La composante connexe de l’élément neutre dans le groupe de Poincaré est le sous-
groupe SO0(1, 3)nR1,3 de O(1, 3)nR1,3 constitué des éléments (Λ, a) où Λ ∈ SO0(1, 3) et
a ∈ R1,3.

Soient Ω un ouvert connexe de R1,3 et f : Ω→ R1,3 une application de classe C∞. Nous
dirons que f préserve l’élément de longueur minkowskien

ds2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

si, en notant (y0, y1, y2, y3) = f(x0, x1, x2, x3), nous avons 99

gα,β dy
αdyβ = gµ,ν dx

µdxν . (44)

Proposition 3.9. Toute application C∞ d’un ouvert connexe Ω de R1,3 à valeurs dans
R1,3, qui préserve l’élément de longueur minkowskien

ds2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 ,

est la restriction à Ω d’un élément du groupe de Poincaré.

Démonstration. La formule (44) est équivalente à

gα,β
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
dxµdxν = gµ,ν dx

µdxν ,

donc au système d’égalités, pour tous les µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3},

gα,β
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
= gµ,ν . (45)

En particulier, en notant Jf =
(
∂yβ

∂xν

)
0≤β,ν≤3

la matrice jacobienne de f , nous avons

(det I1,3) (det Jf)2 = det I1,3 6= 0 .

99. toujours en utilisant la convention de sommation d’Einstein
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Donc la matrice jacobienne de f est inversible. En dérivant la formule (45) par rapport à
xγ , où γ ∈ {0, 1, 2, 3}, nous avons

gα,β
∂2yα

∂xγ∂xµ
∂yβ

∂xν
+ gα,β

∂yα

∂xµ
∂2yβ

∂xγ∂xν
= 0 . (46)

Pour tous les γ, µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}, posons

Aγ,µ,ν = gα,β
∂2yα

∂xγ∂xµ
∂yβ

∂xν
,

de sorte que l’égalité (46) s’écrive, puisque la matrice de g est symétrique,

Aγ,µ,ν +Aγ,ν,µ = 0 . (47)

Par le lemme de Schwarz, la quantité Aγ,µ,ν est invariante par l’échange des deux premiers
indices γ et µ : nous avons Aγ,µ,ν = Aµ,γ,ν . En échangeant γ et µ dans l’égalité (47), nous
avons donc

Aγ,µ,ν +Aµ,ν,γ = 0 . (48)

De même, en échangeant γ et ν dans l’égalité (47), nous avons

Aν,µ,γ +Aγ,ν,µ = 0 . (49)

En ajoutant les égalités (47) et (48), et en enlevant au résultat l’égalité (49), nous avons
donc 2Aγ,µ,ν = 0 pour tous les γ, µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}. Puisque la matrice jacobienne de f et
la matrice de g sont inversibles, ceci implique que

∂2yα

∂xγ∂xµ
= 0

pour tous les α, γ, µ ∈ {0, 1, 2, 3}. Puisque Ω est connexe, il existe donc des constantes
d’intégrations telles qu’en tout point de Ω, les applications y0, y1, y2, y3 soient des fonc-
tions affines de x0, x1, x2, x3 : il existe une matrice Λ = (Λµν )0≤µ,ν≤3 dans M4(R) et un
quadrivecteur a = (a0, a1, a2, a3) tel que pour tout α ∈ {0, 1, 2, 3}, nous ayons

yα = Λαβx
β + aα .

Remarquons que Λ, qui est égale à la matrice jacobienne de f , est inversible. En reportant
la formule centrée ci-dessus dans la formule (45), nous en déduisons que

Λαµ gα,β Λβν = gµ,ν

Ceci dit exactement que Λ ∈ O(1, 3) par les formules (42). Donc f est la restriction à Ω
d’un élément du groupe de Poincaré O(1, 3)nR1,3. �

3.4 L’algèbre de Lie so(1, 3)

Par le calcul de l’algèbre de Lie effectué dans la partie 1.2 (voir le tableau (2)), l’algèbre
de Lie du groupe de Lie matriciel O(1, 3) (qui est aussi celle des groupes de Lie matriciels
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SO(1, 3) et SO0(1, 3) ) est

so(1, 3) = {X ∈M3(R) : tX I1,3 + I1,3X = 0}

=
{

0 a b c
a 0 c′ −b′
b −c′ 0 a′

c b′ −a′ 0

 : a, b, c, a′, b′, c′ ∈ R
}
,

munie du crochet de Lie des matrices. Donc l’espace vectoriel so(1, 3) admet pour base le
sextuplet constitué des trois matrices symétriques

K1 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , K2 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , K3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


et des trois matrices antisymétriques correspondant à la base canonique (η1, η2, η3) (voir

la formule (9)) de l’algèbre de Lie so(3) (identifiée avec son image par X 7→
(

0 0
0 X

)
dans

so(1, 3)), que nous noterons de même :

η1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , η2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 , η3 =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

En particulier, so(1, 3) est de dimension 6 (et donc les sous-variétés O(1, 3) et SO0(1, 3)
sont de dimension 6, comme déjà vu dans la partie 1.1). Cette base (K1,K2,K3, η1, η2, η3),
que nous appellerons base canonique de so(1, 3), est constituée de trois générateurs infi-
nitésimaux K1,K2,K3 des transformations de Lorentz spéciales (des “boosts”) et de trois
générateurs infinitésimaux η1, η2, η3 de rotations spatiales. Toujours avec le même argument
que ces trois dernières matrices sont anti-symétriques, les physiciens préfèrent utiliser les
matrices hermitiennes suivantes (qui sont maintenant dans i so(1, 3)), notées comme celles
de so(3) (et les physiciens omettent aussi les tildes) :

J̃1 = i η1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 ,

J̃2 = i η2 =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 ,

J̃3 = i η3 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 .
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Un petit calcul élémentaire montre que les relations de commutation de la base cano-
nique (K1,K2,K3, η1, η2, η3) de l’algèbre de Lie so(1, 3) sont

[ηj , ηk] = ε`jk η`
[Kj ,Kk] = − ε`jk η`
[Kj , ηk] = ε`jk K`

où j, k varient dans {1, 2, 3} et ε`j,k est le tenseur totalement antisymétrique déjà défini,
égal à la signature de la permutation (j k `) si j, k, ` sont deux à deux distincts, et à 0
sinon. Le lecteur reconnaîtra dans les premières relations de commutation celles de la base
canonique (η1, η2, η3) de l’algèbre de Lie so(3).

Les relations de commutation des matrices (K1,K2,K3, J̃1, J̃2, J̃3) sont par contre
[J̃j , J̃k] = i ε`jk J̃`

[Kj ,Kk] = i ε`jk J̃`

[Kj , J̃k] = i ε`jk K` .

Nous montrerons dans la partie suivante (voir le corollaire 3.12) que l’application exponen-
tielle exp : so(1, 3) → SO0(1, 3) est surjective. Ainsi, tout élément Λ de SO0(1, 3) s’écrit
(toujours avec la convention de sommation d’Einstein)

Λ = exp(ψjKj + θkηk) ,

où ψ1, ψ2, ψ3, θ1, θ2, θ3 ∈ R. Les physiciens préfèrent la notation équivalente

Λ = exp(
→
ψ ·

→
K −i

→
θ ·
→
J ) ,

où →
ψ= (ψ1, ψ2, ψ3) ∈ R3,

→
θ= (θ1, θ2, θ3) ∈ R3 ,

→
K= (K1,K2,K3) ∈ so(1, 3)3,

→
J= (J̃1, J̃2, J̃3) ∈ (i so(1, 3))3 ,

et →
ψ ·

→
K= ψjKj ,

→
θ ·
→
J= θk J̃k .

L’algèbre de Lie du groupe de Poincaré O(1, 3)nR1,3 est l’espace vectoriel réel produit
so(1, 3)× R4 des couples (X, v) où X ∈ so(1, 3) et v ∈ R4, muni du crochet de Lie

[(X, v), (X ′, v′)] = ([X,X ′], Xv′ −X ′v) .

Ceci se montre facilement à partir du plongement vu ci-dessus de O(1, 3)nR1,3 dans

GL5(R) : l’algèbre de Lie de l’image du plongement est
{(X v

0 0

)
: X ∈ so(1, 3), v ∈ R4

}
et (

X v
0 0

)(
X ′ v′

0 0

)
−
(
X ′ v′

0 0

)(
X v
0 0

)
=

(
XX ′ −X ′X Xv′ −X ′v

0 0

)
.

On note aussi so(1, 3)nR4 cette algèbre de Lie, pour ne pas la confondre avec l’algèbre de
Lie produit so(1, 3)× R4 de so(1, 3) et de l’algèbre de Lie abélienne R4.
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Notons encoreK1,K2,K3, η1, η2, η3 les éléments (K1, 0), (K2, 0), (K3, 0), (η1, 0), (η2, 0),
(η3, 0) de cette algèbre de Lie, et introduisons

P0 = (0, e0), P1 = (0, e1), P2 = (0, e2), P3 = (0, e3) ,

avec (e0, e1, e2, e3) la base canonique de R4. Alors

(K1,K2,K3, η1, η2, η3, P0, P1, P2, P3)

est une base de l’algèbre de Lie du groupe de Poincaré (qui est donc de dimension 10), et
les relations de commutation sont, par un calcul élémentaire,

[ηj , ηk] = ε`j,k η`
[Kj ,Kk] = − ε`j,k η`
[Kj , ηk] = ε`j,k K`

[Pµ, Pν ] = 0
[ηj , Pk] = ε`j,k P`
[ηj , P0] = 0
[Kj , Pk] = δj,k P0

[Kj , P0] = Pj ,

où j, k varient dans {1, 2, 3} et µ, ν dans {0, 1, 2, 3}, et où δj,k est le symbole de Kronecker,
égal à 1 si j = k et à 0 sinon.

En particulier, le sous-espace vectoriel R4 engendré par P0, P1, P2, P3 est une sous-
algèbre de Lie abélienne de l’algèbre de Lie so(1, 3)nR4 du groupe de Poincaré.

3.5 Le revêtement universel de SO0(1, 3) par SL2(C)

Rappelons que SL2(C) = {A ∈ GL2(C) : detA = 1} est le groupe de Lie matriciel
des matrices 2× 2 de déterminant 1 à coefficient dans C. Nous allons montrer que SL2(C)
joue pour SO0(1, 3) un rôle analogue à celui de SU(2) pour SO(3), en construisant un
revêtement à deux feuillets de SL2(C) dans SO0(1, 3).

Proposition 3.10. (1) Pour tout n ∈ N, le groupe de Lie matriciel SLn(C) est simplement
connexe.

(2) Il existe un morphisme de groupes de Lie Φ surjectif de SL2(C) dans SO0(1, 3), dont
le noyau est {± id}.

(3) Les algèbres de Lie réelles sl2(C)R et so(1, 3) sont isomorphes.

Un tel morphisme Φ est appelé un morphisme spinoriel (ou application spineur), voir
par exemple [Por] pour une explication.

Le sous-groupe {± id} de SL2(C) est distingué (par exemple parce que c’est le noyau
d’un morphisme de groupes), et nous noterons

PSL2(C) = SL2(C)/{± id}

le groupe quotient de SL2(C) par {± id}, où nous identifions donc deux éléments de SL2(C)
si et seulement s’ils sont égaux au signe près. Le résultat précédent dit en particulier que
l’application Φ induit un isomorphisme de groupes

PSL2(C) ' SO0(1, 3) ,
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qui est l’un des isomorphismes exceptionnels entre certains groupes de Lie matriciels de
petite dimension, voir par exemple [Hel, Pau2].

Démonstration. (1) Par la décomposition polaire (voir le théorème 1.8), SLn(C) est ho-
méomorphe à SU(n)×Rn2−1. Puisque le produit de deux espaces topologiques simplement
connexes est encore simplement connexe, et par la proposition 1.12 (voir la proposition 2.3
si n = 2), SLn(C) est simplement connexe.

(2) Rappelons que Herm2 = {X ∈M2(C) : X∗ = X} est le sous-espace vectoriel réel
de M2(C) formé des matrices hermitiennes. Il admet pour base(

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

))
,

où σ1, σ2, σ3 sont les matrices de Pauli. Nous avons par conséquent un isomorphisme linéaire
R1,3 → Herm2 défini par

(x0, x1, x2, x3) 7→ xηση =

(
x0 + x3 x1 − i x2

x1 + i x2 x0 − x3

)
.

Remarquons que
− detxηση = −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 . (50)

Considérons l’application Φ′ : SL2(C)→ GL(Herm2) définie par

A 7→ {Φ′(A) : X 7→ AXA∗}

Notons que Φ′(A) envoie bien Herm2 dans Herm2
100, que Φ′(A) est linéaire et inversible

d’inverse Φ′(A−1). L’application Φ′, dont la source et le but sont des groupes de Lie ma-
triciels, est de classe C∞ (car polynomiale en les coefficients) et c’est un morphisme de
groupes 101. C’est donc un morphisme de groupes de Lie.

Notons Φ : SL2(C) → GL4(R) l’application qui à A ∈ SL2(C) associe la matrice de
Φ′(A) dans la base (σ0, σ1, σ2, σ3). C’est aussi un morphisme de groupes de Lie.

Puisque
det(AXA∗) = |det(A)|2 detX = detX

pour tous les A ∈ SL2(C) et X ∈ Herm2, l’application linéaire Φ′(A) préserve l’application
−det, et donc par la formule (50), l’image de Φ est contenue dans O(1, 3). Par la continuité
de Φ et la connexité de SL2(C), cette image est en fait contenue dans la composante connexe
de l’élément neutre SO0(1, 3) de O(1, 3). Nous avons donc bien construit un morphisme de
groupes de Lie Φ : SL2(C)→ SO0(1, 3).

Montrons que le noyau ker Φ de Φ est égal à {± id}, ou de manière équivalente que le
noyau ker Φ′ = ker Φ de Φ′ est égal à {± id}. Soit A ∈ ker Φ′. Alors pour tout X ∈ Herm2,
nous avons

AXA∗ = X .

En prenant en particulier pour X la matrice identité, nous en déduisons que AA∗ = id,
donc que A est unitaire, d’inverse égal à A∗. D’où AX = XA pour tout X ∈ Herm2.

100. car (AXA∗)∗ = AX∗A∗ = AXA∗ si X ∈ Herm2

101. car pour tous les A,B ∈ SL2(C) et X ∈ Herm2, nous avons (AB)X(AB)∗ = A(BXB∗)A∗, donc
Φ′(AB) = Φ′(A) ◦ Φ′(B)
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En prenant pour X la matrice σ3, qui est diagonale à valeurs propres distinctes, nous en
déduisons donc que A doit être diagonale. En prenant X = σ1, nous en déduisons que les
coefficients diagonaux de A sont égaux. Comme detA = 1, ceci implique que A = ± id.
Donc ker Φ ⊂ {± id} et l’inclusion réciproque étant immédiate, nous avons

ker Φ = {± id} .

Puisque Φ est un morphisme de groupes, par la décomposition de Cartan (voir la
proposition 3.7), pour montrer que Φ est surjectif, il suffit de montrer que toute rotation
spatiale appartient à l’image de Φ, et que tout élément du sous-groupe de Cartan A
appartient à l’image de Φ.

Il est facile de vérifier que

si A =

(
cosh ψ

2 sinh ψ
2

sinh ψ
2 cosh ψ

2

)
alors Φ(A) =


coshψ sinhψ 0 0
sinhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (51)

En effet, un petit calcul montre que l’application linéaire Φ′(A) : X 7→ AXA∗ envoie
σ0, σ1, σ2, σ3 sur respectivement

coshψ σ0 + sinhψ σ1, sinhψ σ0 + coshψ σ1, σ2, σ3 .

Donc A est contenu dans l’image de Φ.

Puisque Φ est un morphisme de groupes et puisque toute rotation dans R3 est un
produit de rotations autour des trois axes de coordonnées, 102 pour montrer que toute
rotation spatiale appartient à l’image de Φ, il suffit de montrer que les rotations spatiales
d’axes de rotation Re1, Re2 et Re3 appartiennent à l’image de Φ. Or un petit calcul 103

montre que

si A =

(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)
alors Φ(A) =


1 0 0 0
0 cos θ − sin θ 0
0 sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 , (52)

qui est la rotation spatiale d’axe Re3 et d’angle θ. Celle-ci appartient donc à l’image de

Φ. Notons (en prenant le cas particulier θ = −π) que l’élément R′3 = Φ
((i 0

0 −i

))
de

102.

Si (e1, e2, e3) est la base canonique de R3, et si R ∈ SO(3),
soit D l’axe de rotation de R, soit R1 une rotation d’axe Re1
telle que la droite vectorielle R1D soit contenue dans le plan
vectoriel Re1 + Re3, et soit R2 une rotation d’axe Re2 telle que
R2R1D = Re3. Alors R3 = R2R1R(R2R1)−1 est une rotation
d’axe Re3, donc R = (R1)−1(R2)−1R3R2R1 est un produit de
rotations autour des axes de coordonnées.

R1R2

D

e2

e3

e1

0

103. Vérifier que l’application X 7→ AXA∗ envoie σ0, σ1, σ2, σ3 sur respectivement σ0, cos θ σ1 + sin θ σ2,
− sin θ σ1 + cos θ σ2 et σ3.

91



SO0(1, 3) envoie Re1 sur Re2. De même, 104

si A =

(
cos θ2 −i sin θ

2

−i sin θ
2 cos θ2

)
alors Φ(A) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ − sin θ
0 0 sin θ cos θ

 , (53)

qui est la rotation spatiale d’axe Re1 et d’angle θ. Celle-ci appartient donc à l’image de
Φ. Remarquons que la matrice A dans les deux formules centrées ci-dessus est même un
élément de SU(2) . On peut en fait vérifier que Φ(SU(2)) est contenu dans le sous-groupe
SO(3) de SO0(1, 3) car il fixe σ0, et que la restriction de Φ à SU(2) coïncide avec le
morphisme φ : SU(2)→ SO(3) construit dans la proposition 2.4.

Enfin, si R′2 est n’importe quelle rotation spatiale d’axe Re2, alors (R′3)−1 ◦R′2 ◦R′3 est
une rotation spatiale d’axe Re1, donc appartient à l’image de Φ. Puisque R′3 appartient
aussi à l’image de Φ et puisque Φ est un morphisme de groupes, nous avons donc que R′2
appartient à l’image de Φ. Ceci conclut la démonstration de l’assertion (2) de la proposition
3.10.

(3) L’application tangente TidΦ : sl2(C)R → so(1, 3) du morphisme de groupes de Lie Φ
en l’élément neutre est un isomorphisme d’algèbres de Lie réelles entre les algèbres de Lie de
SL2(C) et SO0(1, 3). En effet, c’est un morphisme d’algèbres de Lie par la proposition 1.13
(3). Si ce morphisme n’est pas injectif, alors par la formule (5), le noyau de Φ contiendrait
l’image d’un sous-goupe à un paramètre t 7→ exp(tX) pour X un élément non nul de
sl2(C), donc ce noyau serait infini, ce qui contredit l’assertion (2) de la proposition 3.10.
Les deux espaces vectoriels réels sl2(C)R et so(1, 3) ont dimension 6. Donc l’application
linéaire TidΦ, qui est injective entre espaces vectoriels réels de même dimension (finie), est
bijective.

Ceci conclut la démonstration de la proposition 3.10. �

Remarque. Il est facile de vérifier que l’application de Herm2×Herm2 dans R définie par

(X,Y ) 7→ 1

2
tr(XY ∗) =

1

2
tr(XY )

est un produit scalaire euclidien sur Herm2 (nous avons tr(XX∗) =
∑3

µ,ν=0 |X
µ
ν |2), rendant

la base (σ0, σ1, σ2, σ3) orthonormée.

Proposition 3.11. (1) Si X = xµσµ, alors xµ = 1
2 tr(Xσµ).

(2) Pour tout A ∈ SL2(C), si Λ = Φ(A) est l’image de A par le morphisme spinoriel Φ,
alors pour tous les µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}, nous avons

Λµν =
1

2
tr(A σν A

∗ σµ).

Démonstration. (1) Nous avons, en utilisant la linéarité de la trace et le fait que la base
(σ0, σ1, σ2, σ3) est orthonormée pour le produit scalaire ci-dessus,

tr(Xσµ) = tr(xνσνσµ) = xν tr(σνσµ) = 2 xµ .

104. Vérifier que l’application X 7→ AXA∗ envoie maintenant σ0, σ1, σ2, σ3 sur respectivement σ0, σ1

cos θ σ2 + sin θ σ3 et − sin θ σ2 + cos θ σ3.
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(2) Pour tout X = xµσµ ∈ Herm2, notons Y = AXA∗ = yµσµ. Alors par la définition
de Φ, nous avons

yµ = Λµν x
ν .

Or par l’assertion (1) et la linéarité de la trace, nous avons

yµ =
1

2
tr(Y σµ) =

1

2
tr(Axνσν A

∗ σµ) =
1

2
tr(Aσν A

∗ σµ)xν .

Le résultat en découle par identification. �

Une conséquence importante de la proposition 3.10, que nous donnons dans le corollaire
3.12, est la surjectivité annoncée dans la partie 3.4 de l’application exponentielle exp :
so(1, 3) → SO0(1, 3). On peut montrer plus généralement que l’application exponentielle
exp : so(1, n)→ SO0(1, n) est surjective, voir par exemple [Nis, Rie].

Corollaire 3.12. L’application exponentielle exp : so(1, 3) → SO0(1, 3) du groupe de Lie
matriciel SO0(1, 3) est surjective.

Démonstration. Le lemme suivant dit que par contre l’application exponentielle exp :
sl2(C)→ SL2(C) n’est pas surjective, mais que sa composition avec la projection canonique
SL2(C)→ PSL2(C) = SL2(C)/{± id} est surjective, ce qui suffira pour notre propos.

Lemma 3.13. L’image de exp : sl2(C)→ SL2(C) est l’ensemble des éléments A ∈ SL2(C)
tels qu’il n’existe pas de matrice nilpotente N (vérifiant N2 = 0) non nulle telle que A =
−I2 + N . En particulier, pour tout A ∈ SL2(C), nous avons A ∈ exp

(
sl2(C)

)
ou −A ∈

exp
(
sl2(C)

)
.

Démonstration. Pour tout X =

(
x y
z −x

)
∈ sl2(C), notons ω (qui dépend de x, y, z)

une des deux racines carrées complexes de x2 + yz, de sorte que

detX = −x2 − yz = − ω2 .

Nous prolongeons par continuité la fonction t 7→ sinh t
t définie sur C− {0}, en lui donnant

la valeur limite 1 en t = 0. Par le théorème de Cayley-Hamilton

X2 − (tr X)X + (det X)I2 = 0

(ou tout simplement en calculant le carré de X), nous avons

X2 = ω2I2 .

Donc X2n = ω2nI2 et X2n+1 = ω2nX pour tout n ∈ N. En développant les séries, nous
avons donc

expX = (coshω) I2 +
sinhω

ω
X =

(
coshω + sinhω

ω x sinhω
ω y

sinhω
ω z coshω − sinhω

ω x

)
.

Soit A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C) tel que A + I2 ne soit pas nilpotente, et montrons que A

appartient à l’image de exp : sl2(C)→ SL2(C).
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Par la formule centrée précédente, nous avons A = expX si et seulement si

coshω =
a+ d

2
,

sinhω

ω
x =

a− d
2

,
sinhω

ω
y = b,

sinhω

ω
z = c .

Rappelons que cosh : C → C est surjective 105 et que sinhω = − sin(iω) est nul si et
seulement s’il existe n ∈ Z tel que ω = iπn. En particulier, sinhω

ω est nul si et seulement
s’il existe n ∈ Z− {0} tel que ω = iπn. Fixons donc ω ∈ C tel que coshω = a+d

2 .

Supposons tout d’abord que ω /∈ iπZ− {0}. Posons alors

x =
ω

sinhω

a− d
2

, y =
ω

sinhω
b, z =

ω

sinhω
c .

Pour montrer que A = expX, il suffit donc de montrer que ω2 = x2 + yz. Or, en utilisant
le fait que bc = ad− 1, nous avons

x2 + yz =
ω2(a− d)2

4 sinh2 ω
+

ω2bc

sinh2 ω
=
ω2((a− d)2 + 4(ad− 1))

4 sinh2 ω

=
ω2((a+ d)2 − 4)

4 sinh2 ω
=
ω2(cosh2 ω − 1)

sinh2 ω
= ω2 .

Supposons au contraire qu’il existe un élément n ∈ Z − {0} tel que ω = iπn. En
particulier coshw = (−1)n, donc trA = a+ d = 2(−1)n. Si λ1, λ2 sont les valeurs propres
(complexes) de A, alors λ1λ2 = detA = 1 et λ1 + λ2 = trA = 2(−1)n, ce qui implique
que λ1 = λ2 = (−1)n.

Si n est pair, alors la matrice N = A − I2 est nilpotente. En effet, ses deux valeurs
propres sont égales à 0, donc elle appartient à sl2(C) et vérifie (par trigonalisation) N2 = 0.
D’où

expN = I2 +N = A ,

et A appartient bien à l’image de exp : sl2(C)→ SL2(C).
Si n est impair, alors un raisonnement analogue montre que N = A+ I2 est nilpotente.

Par l’hypothèse sur A, ceci implique que A = −I2, qui est dans l’image de l’application

exp : sl2(C)→ SL2(C) car exp

(
iπ 0
0 −iπ

)
= −I2.

Réciproquement, soit A ∈ SL2(C) tel que N = A + I2 soit nilpotente non nulle, mon-
trons par l’absurde que A n’appartient pas à l’image de exp : sl2(C) → SL2(C). En effet,
supposons au contraire qu’il existe X ∈ sl2(C) tel que expX = A. Puisque N 6= 0, la
matrice A = −I2 + N n’est pas diagonalisable, donc X n’est pas diagonalisable (sinon
A = expX le serait), donc les valeurs propres de X sont égales, et elles sont nulles car
trX = 0. Par trigonalisation, les valeurs propes de A = expX sont donc égales à e0 = 1,
une contradiction car les valeurs propres de A sont toutes deux égales à −1. �

Pour démontrer la surjectivité de exp : so(1, 3) → SO0(1, 3), nous allons utiliser ce
lemme et la commutativité du diagramme suivant, où Φ est le morphisme spinoriel donné

105. pour tout a ∈ C, l’équation ez+e−z

2
= a admet une solution z ∈ C si et seulement si l’équation

quadratique X2 − 2aX + 1 = 0 (obtenue en posant X = ez) a une solution non nulle, or X = a+
√
a2 − 1

est une telle solution.
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par la proposition 3.10 (2),

sl2(C)
TidΦ−→ so(1, 3)

exp ↓ ↓ exp

SL2(C)
Φ−→ SO0(1, 3) ,

c’est-à-dire l’égalité Φ ◦ exp = exp ◦ TidΦ vue dans la proposition 1.13 (3).
En effet, soit A ∈ SO0(1, 3). Par la surjectivité de Φ (voir la proposition 3.10 (2)), soit

B ∈ SL2(C) tel que Φ(B) = A. Par le lemme 3.13, il existe X ∈ sl2(C) et ε ∈ {±1} tels
que expX = εB. Mais alors, puisque le noyau du morphisme de groupes Φ contient {± id}
par la proposition 3.10 (2), nous avons

exp
(
TidΦ(X)

)
= Φ(expX) = Φ(εB) = Φ(B) = A .

Ceci démontre le résultat. �

Proposition 3.14. Toute transformation de Lorentz propre orthochrone est conjuguée ou
bien à une quadrivis de rapidité non nulle, ou bien à une rotation spatiale d’angle non nul
ou bien à une rotation lumière.

Toute transformation de Lorentz propre orthochrone préserve au moins une droite de
type lumière. Elle est conjuguée à une rotation lumière de paramètre α non nul si et seule-
ment si elle préserve exactement une droite de type lumière. Elle est conjuguée à une
quadrivis de rapidité non nulle ou d’angle non nul si et seulement si elle préserve exac-
tement deux droites de type lumière distinctes. Elle vaut l’identité si et seulement si elle
préserve au moins trois droites de type lumière deux à deux distinctes.

Démonstration. Puisque tout élément de SO0(1, 3) appartient à l’image du morphisme de
groupes spinoriel Φ : SL2(C)→ SO0(1, 3), nous allons commencer par classer à conjugaison
près les éléments de SL2(C).

Lemma 3.15. Tout élément A de SL2(C) est conjugué dans SL2(C) ou bien à Aψ,θ =(
cosh(ψ−iθ2 ) sinh(ψ−iθ2 )

sinh(ψ−iθ2 ) cosh(ψ−iθ2 )

)
avec ψ > 0 et θ ∈ R, ou bien à Aθ =

(
e−i

θ
2 0

0 ei
θ
2

)
avec

θ ∈ R− 2πZ, ou bien à A′α = ±
(

1 + iα −iα
iα 1− iα

)
avec α ∈ R.

Démonstration. Soient A ∈ SL2(C) et λ1, λ2 les valeurs propres complexes de A. Nous
pouvons supposer que |λ1| ≥ |λ2|. Puisque detA = 1, nous avons λ2 = λ1

−1. Trois cas sont
possibles.

Cas 1 : |λ1| > |λ2|.
Alors A, qui est à valeurs propres complexes distinctes, est conjuguée à la matrice(

λ1 0
0 λ1

−1

)
. Puisque |λ1| = 1

|λ2| , nous avons |λ1| > 1. Donc il existe ψ > 0 et θ ∈ R tels

que si z = ψ−iθ
2 , alors λ1 = ez. Il est facile de vérifier que Aψ,θ admet aussi pour valeurs

propres e±z. Donc A est conjuguée (dans GL2(C), donc dans SL2(C) en divisant par une
racine carrée complexe du déterminant) à Aψ,θ.

Cas 2 : |λ1| = |λ2| et λ1 6= λ2.
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Alors A est encore conjuguée à
(
λ1 0
0 λ1

−1

)
. Comme maintenant |λ1| = 1, nous pou-

vons écrire λ1 = e−i
θ
2 avec θ ∈ R − 2πZ car si θ ∈ 2πZ, alors λ1 = ±1 = λ2, ce qui est

exclu. Donc A est conjuguée (dans GL2(C), donc dans SL2(C)) à Aθ.

Cas 3 : λ1 = λ2.
Alors λ1 = λ2 = ±1, et quitte à remplacer A par −A, nous pouvons supposer que

λ1 = λ2 = 1. Par trigonalisation, A est alors conjuguée à
(

1 z
0 1

)
avec z ∈ C. Or pour tout

λ ∈ C−{0}, nous avons
(
λ 0
0 λ−1

)(
1 z
0 1

)(
λ−1 0

0 λ

)
=

(
1 λ2z
0 1

)
. Donc A est conjuguée

à I2 = A′0 si z = 0 et à
(

1 2i
0 1

)
sinon (en prenant pour λ une racine carrée complexe

de 2i
z ). Comme A′1 s’écrit

(
1 2i
0 1

)
dans la base (e1 + e2, e1 − e2) où (e1, e2) est la base

canonique de C2, la matrice A est conjuguée (dans GL2(C), donc dans SL2(C)) à A′0 ou à
A′1. �

Remarquons 106 que

Φ(A′α) =


1 + 2α2 −2α2 2α 0

2α2 1− 2α2 2α 0
2α −2α 1 0
0 0 0 1

 , (54)

qui est la rotation lumière Rα. Remarquons aussi qu’en utilisant les formules

cosu = cosh(iu), sinu = −i sinh(iu),

cosh(u− v) = coshu cosh v − sinhu sinh v, sinh(u− v) = sinhu cosh v − coshu sinh v ,

nous avons

Aψ,θ =

(
cos θ2 −i sin θ

2

−i sin θ
2 cos θ2

) (
cosh ψ

2 sinh ψ
2

sinh ψ
2 cosh ψ

2

)
.

Donc par les formules (51) et (53), et puisque Φ est un morphisme de groupes, nous avons

Φ(Aψ,θ) =


coshψ sinhψ 0 0
sinhψ coshψ 0 0

0 0 cos θ − sin θ
0 0 sin θ cos θ

 . (55)

Maintenant, comme Φ(±A) = Φ(A) et puisque Φ est un morphisme de groupes, le lemme
3.15 montre que tout élément de SO0(1, 3) est conjugué ou bien à Φ(Aψ,θ) avec ψ > 0 et
θ ∈ R qui est par la formule (55) une quadrivis de rapidité non nulle, ou bien à Φ(Aθ)
avec θ ∈ R − 2πZ qui est par la formule (52) une rotation spatiale d’angle non nul, ou
bien à Φ(A′α) qui par la formule (54) est une rotation lumière. Ceci montre la première
affirmation de la proposition 3.14.

106. Un petit calcul montre que si A = A′α, alors l’application X 7→ AXA∗ envoie σ0, σ1, σ2, σ3 respecti-
vement sur (1 + 2α2)σ0 + 2α2σ1 + 2ασ2, −2α2σ0 + (1− 2α2)σ1 − 2ασ2, 2ασ0 + 2ασ1 + σ2, et σ3.
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Remarquons que
• si ψ 6= 0, alors Φ(Aψ,θ) préserve exactement deux droites de type lumière, R(e0 + e1)

et R(e0 − e1) ;
• si ψ = 0 et θ 6= 0, alors Φ(Aψ,θ) préserve exactement deux droites de type lumière,

R(e0 + e1) et R(e0 − e1) ;
• si α 6= 0, alors Φ(A′α) préserve exactement une droite de type lumière R(e0 + e1).

Puisque SO0(1, 3) préserve les droites de type lumière, puisque tout élément de SO0(1, 3)
différent de l’identité est conjugué à Φ(A′α) avec α 6= 0 ou à Φ(Aψ,θ) avec ψ 6= 0 ou θ 6= 0
par la première affirmation, et par l’équation (69) dans l’appendice A, ceci montre les
autres affirmations de la proposition 3.14. �

3.6 Représentations du groupe de Lorentz

Le but de cette partie est de classer (à conjugaison près) les représentations irréduc-
tibles du groupe de Lie SO0(1, 3). Nous nous ramènerons, en utilisant en particulier le
corollaire 1.24, à classer les représentations irréductibles de son algèbre de Lie so(1, 3).
Par la proposition 1.16, il revient au même de classer les représentations irréductibles de
l’algèbre de Lie complexifiée so(1, 3)C de l’algèbre de Lie so(1, 3).

Puisque les algèbres de Lie réelles so(1, 3) et sl2(C)R sont isomorphes par la proposition
3.10 (3), le calcul de l’algèbre de Lie so(1, 3)C est donné par le résultat suivant, en prenant
n = 2.

Lemma 3.16. Pour tout n ∈ N, l’algèbre de Lie complexifiée de l’algèbre de Lie réelle
sln(C)R est isomorphe à l’algèbre de Lie complexe produit sln(C)× sln(C).

Démonstration. Par définition (voir l’exemple (7) de la partie 1.2), l’algèbre de Lie
complexe

(
sln(C)R

)C est l’espace vectoriel réel produit sln(C)R× sln(C)R muni d’une part
de l’unique structure d’espace vectoriel complexe (étendant sa structure d’espace vectoriel
réel) telle que la multiplication externe par i de (X,Y ) soit

i · (X,Y ) = (−Y,X) , (56)

et d’autre part du crochet de Lie

[(X,Y ), (X ′, Y ′)] = ([X,X ′]− [Y, Y ′], [Y,X ′] + [X,Y ′]) . (57)

Par contre, l’algèbre de Lie complexe produit sln(C) × sln(C) est l’espace vectoriel réel
produit sln(C)R×sln(C)R muni d’une part de l’unique structure d’espace vectoriel complexe
telle que la multiplication externe par i de (X,Y ) soit

i (X,Y ) = (iX, iY ) , (58)

et d’autre part du crochet de Lie

[(X,Y ), (X ′, Y ′)] = ([X,X ′], [Y, Y ′]) . (59)

Rappelons que la matrice conjuguée d’une matrice complexe X = (Xj
k)1≤j,k≤N dans

MN (C) est la matrice complexe X = ( Xj
k )1≤j,k≤N dans MN (C) dont les coefficients

sont les conjugués des coefficients de X. L’application X 7→ X est R-linéaire, involutive et
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préserve le sous-espace vectoriel sln(C) des matrices complexes de trace nulle. L’application
Θ : sln(C)R × sln(C)R → sln(C)R × sln(C)R définie par

(X,Y ) 7→ (X + iY, X + i Y ) (60)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels réels, d’inverse

(A,B) 7→
(1

2
(A+ B ),

1

2i
(A− B )

)
. (61)

Nous avons

Θ(i · (X,Y )) = Θ(−Y,X) = (−Y + iX,−Y + iX ) = i (X + iY, X + i Y )

= iΘ(X,Y ) ,

donc Θ est aussi C-linéaire pour les structures d’espaces vectoriels complexes à la source
et au but définies par les formules (56) et (58) respectivement. De plus, puisque [Z,Z ′] =
[Z,Z ′] pour tous les Z,Z ′ ∈ gl2(C), en munissant la source de Θ du crochet de Lie défini
par l’équation (57) et le but de Θ du crochet de Lie défini par l’équation (59), nous avons

Θ([(X,Y ), (X ′, Y ′)])

= Θ([X,X ′]− [Y, Y ′], [Y,X ′] + [X,Y ′])

=
(
[X,X ′]− [Y, Y ′] + i[Y,X ′] + i[X,Y ′], [X,X ′]− [Y, Y ′] + i( [Y,X ′] + [X,Y ′] )

)
= ([X + iY,X ′ + iY ′], [X + i Y , X ′ + i Y ′ ])

= [(X + iY, X + i Y ), (X ′ + iY ′, X ′ + i Y ′ )] = [Θ(X,Y ), Θ(X ′, Y ′)] .

Ainsi, nous avons montré que Θ :
(
sln(C)R

)C → sln(C) × sln(C) est un isomorphisme
d’algèbres de Lie complexes. �

Par les explications données en début de cette partie et par le lemme que nous venons
de démontrer, la classification des représentations irréductibles de SO0(1, 3) se ramènera à
la classification des représentations irréductibles de l’algèbre de Lie sl2(C)× sl2(C). Nous
allons donc dans un premier temps étudier les représentations des algèbres de Lie sommes
directes de deux algèbres de Lie.

Soient g et g′ deux algèbres de Lie (réelles ou complexes, de dimension finie) et soient
(V,R) et (V ′, R′) deux représentations d’algèbre de Lie de g et g′. Notons R∗R′ l’application
de g×g′ dans gl(V ⊗V ′) telle que pour tout (X,X ′) ∈ g×g′, l’application (R ∗R′)(X,X ′)
soit l’unique application linéaire de V ⊗ V ′ dans V ⊗ V ′ telle que

(R ∗R′) (X,X ′) (v ⊗ v′) = (R(X)(v))⊗ v′ + v ⊗ (R′(X ′)(v′)) (62)

pour tous les v ∈ V et v′ ∈ V ′. 107

107. La notation R ∗ R′ n’est pas standard dans la littérature (cette représentation est parfois notée
R⊗ id + id⊗R′ ). Lorsque g′ = g, il est important de ne pas confondre la représentation R ∗R′, qui est une
représentation de g × g, avec la représentation R ⊗ R′, qui est une représentation de g. Un lien entre ces
deux représentations est alors donné par la formule suivante :

∀ X ∈ g, (R⊗R′)(X) = (R ∗R′)(X,X) .
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La proposition suivante dit en particulier (sous l’hypothèse que toute représentation de
l’algèbre de Lie g est complètement réductible) que l’application

([R], [R′]) 7→ [R ∗R′]

de l’ensemble ĝ × ĝ′ des couples de classes d’équivalence de représentations irréductibles
des algèbres de Lie g et g′, à valeur dans l’ensemble g× g′

∧

des classes d’équivalence de
représentations irréductibles de l’algèbre de Lie produit g× g′, est une bijection.

Proposition 3.17. (1) L’application R∗R′ de g×g′ dans gl(V ⊗V ′) est une représentation
d’algèbre de Lie de l’algèbre de Lie produit g× g′.

(2) Les représentations (V,R) et (V ′, R′) sont toutes deux irréductibles si et seulement
si la représentation (V ⊗ V ′, R ∗R′) est irréductible.

(3) Si toute représentation de l’algèbre de Lie g est complètement réductible 108 et si
(V ′′, R′′) est une représentation irréductible de l’algèbre de Lie g× g′, alors il existe (V,R)
et (V ′, R′) des représentations irréductibles d’algèbre de Lie de g et g′ respectivement telles
que R′′ soit conjugué à R ∗R′.

Démonstration. (1) Pour tous les X,Y ∈ g, X ′, Y ′ ∈ g′, montrons que[
(R ∗R′)(X,X ′), (R ∗R′)(Y, Y ′)]

]
= (R ∗R′)

(
[(X,X ′), (Y, Y ′)]

)
, (63)

où le premier crochet de Lie dans la formule centrée ci-dessus est celui de l’algèbre de Lie
gl(V ⊗ V ′) et le second est celui de l’algèbre de Lie produit g × g′ . Pour tous les v ∈ V
et v′ ∈ V ′, nous avons, en utilisant la convention de notation (*) du début de la partie 1.3
(les représentations sous-entendues étant R ∗R′ ou R ou R′ suivant la situation)

(X,X ′)((Y, Y ′)(v ⊗ v′))− (Y, Y ′)((X,X ′)(v ⊗ v′))
= (X,X ′)(Y v ⊗ v′ + v ⊗ Y ′v′)− (Y, Y ′)(Xv ⊗ v′ + v ⊗X ′v′)
= (XY v ⊗ v′ + Y v ⊗X ′v′ +Xv ⊗ Y ′v′ + v ⊗X ′Y ′v′)

− (Y Xv ⊗ v′ +Xv ⊗ Y ′v′ + Y v ⊗X ′v′ + v ⊗ Y ′X ′v′)
= (XY v − Y Xv)⊗ v′ + v ⊗ (X ′Y ′v′ − Y ′X ′v′)
= ([X,Y ]v)⊗ v′ + v ⊗ ([X ′, Y ′]v′) = ([X,Y ], [X ′, Y ′])(v ⊗ v′)
= [(X,X ′), (Y, Y ′)](v ⊗ v′) .

Ceci montre la formule (63), et donc que R ∗R′ est bien un morphisme d’algèbres de Lie.

(2) Nous introduisons à l’occasion de cette démonstration un autre outil élémentaire très
utile en théorie des représentations, le lemme de Schur, qui est une conséquence élémentaire
d’hypothèses d’irréductibilité.

Soient (V1, R1) et (V2, R2) deux représentations d’algèbre de Lie d’une même algèbre
de Lie g. Notons Homg((V1, R1), (V2, R2)) (ou tout simplement Hom(R1, R2) quand il n’y
a pas d’ambiguïté) l’ensemble des opérateurs d’entrelacement des représentations (V1, R1)
et (V2, R2) de l’algèbre de Lie g, c’est-à-dire (voir le début de la partie 1.3) l’ensemble des
applications linéaires T : V1 → V2 telles que

∀ X ∈ g, T ◦R1(X) = R2(X) ◦ T . (64)

108. Par le corollaire 1.26, c’est le cas par exemple si l’algèbre de Lie complexifiée de g est isomorphe à
l’algèbre de Lie complexifiée d’un groupe de Lie matriciel compact simplement connexe.
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C’est un sous-espace vectoriel complexe de l’espace vectoriel complexe L (V1, V2) des ap-
plications linéaires de V1 dans V2.

Lemma 3.18 (Lemme de Schur). Si T ∈ Hom(R1, R2) est non nul, alors
• T est injectif si R1 est irréductible,
• T est surjectif si R2 est irréductible,
• T est un isomorphisme linéaire si R1 et R2 sont irréductibles.

En particulier, si (V,R) est une représentation irréductible non nulle de l’algèbre de Lie g,
alors l’application λ 7→ λ id de C dans Hom(R,R) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit T ∈ Hom(R1, R2). Par la formule (64), le noyau kerT de T est
un sous-espace vectoriel de V1 invariant par R1, qui, si R1 est irréductible, est donc nul
(auquel cas T est injectif) ou égal à V1 (auquel cas T est nul). Toujours par la formule
(64), l’image imT de T est un sous-espace vectoriel de V2 invariant par R2, qui, si R2 est
irréductible, est donc nul (auquel cas T est nul) ou égal à V2 (auquel cas T est surjectif).

Pour montrer la dernière assertion, l’application λ 7→ λ id de C dans Hom(R,R) étant
clairement bien définie, linéaire et injective (car V 6= {0} implique que idV 6= 0), il suffit
de considérer, pour tout T ∈ Hom(R,R), une valeur propre complexe λ de T , et de dire
que T − λ id est un opérateur d’entrelacement de (V,R) dans (V,R), qui n’est pas injectif,
donc doit être nul puisque (V,R) est irréductible. �

Revenons à la démonstration de l’assertion (2) de la proposition 3.17. Si E et F sont
des sous-espaces vectoriels de V et V ′ invariants par R et R′ respectivement, alors E ⊗ F
est un sous-espace vectoriel de V ⊗ V ′ invariant par R ∗ R′. Donc si R ou R′ n’est pas
irréductible, alors R ∗R′ n’est pas irréductible.

Réciproquement, supposons que R et R′ soient irréductibles. Notons (V ⊗ V ′, R̂) la
représentation d’algèbre de Lie de g dans V ⊗ V ′ qui est la restriction au premier facteur
g de g× g′ de la représentation R ∗R′ :

∀ X ∈ g, R̂(X) = (R ∗R′)(X, 0) .

Notons V̂ ′ l’espace vectoriel complexe

V̂ ′ = Homg((V,R), (V ⊗ V ′, R̂)) .

Fixons une base (e′1, . . . , e
′
n′) de V ′. Notons Θ : V ′ → V̂ ′ l’isomorphisme linéaire composé

des isomorphismes linéaires

V ′ ' Cn
′ ' Hom(R,R)n

′ ' V̂ ′ ,

où le premier est l’isomorphisme défini par le choix de base dans V ′ (c’est-à-dire l’inverse
de (λ1, · · · , λn′) 7→ λje′j ), le second est sur chaque facteur l’isomorphisme de C dans
Hom(R,R) donné par le lemme de Schur (puisque R est irréductible), et le dernier est
donné par le lemme suivant.

Lemma 3.19. L’application de Hom(R,R)n
′ dans V̂ ′ = Homg((V,R), (V ⊗ V ′, R̂)), qui à

(T1, . . . , Tn′) ∈ Hom(R,R)n
′ associe l’application linéaire

T : v ∈ V 7→ T1(v)⊗ e′1 + · · ·+ Tn′(v)⊗ e′n′ , (65)

est un isomorphisme linéaire.
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Démonstration. L’application T , qui est clairement linéaire, entrelace bien les représen-
tations (V,R) et (V ⊗ V ′, R̂) de g. En effet, pour tous les X ∈ g et v ∈ V , nous avons,
en utilisant respectivement l’équation (65), le fait que Ti ∈ Hom(R,R) pour 1 ≤ i ≤ n′ et
l’équation (62),

T ◦R(X)(v) = T1(R(X)v)⊗ e′1 + · · ·+ Tn′(R(X)v)⊗ e′n′

= (R(X) ◦ T1(v))⊗ e′1 + · · ·+ (R(X) ◦ Tn′(v))⊗ e′n′ = R̂(X) ◦ T (v) .

L’application (T1, . . . , Tn′) 7→ T est bien définie, et clairement linéaire. Puisque (e′1, . . . , e
′
n′)

est une base de V ′, tout élément de V ⊗ V ′ s’écrit de manière unique
∑n′

i=1 vi ⊗ e′i avec
v1, . . . , vn′ ∈ V . L’application (T1, . . . , Tn′) 7→ T est donc injective. De plus, si T ′ ∈ V̂ ′,
alors pour tout v ∈ V , l’élément T ′(v) s’écrit de la forme

∑n′

i=1 T
′(v)i ⊗ e′i, et par unicité,

T ′i : v 7→ T ′(v)i est une application linéaire de V dans V . Cette application entrelace R et
R, puisque T ′ entrelace R et R̂. Donc l’application (T1, . . . , Tn′) 7→ T est surjective. �

Notons R̂′ la représentation de g′ dans l’espace vectoriel complexe V̂ ′ définie en posant,
pour tous les X ′ ∈ g′ et T ∈ V̂ ′,

R̂′(X ′)T : v 7→ R ∗R′(0, X ′)(T (v)) .

L’isomorphisme linéaire Θ entrelace les représentations (V ′, R′) et (V̂ ′, R̂′) de g′. En effet,
pour tous les X ′ ∈ g′, les λ1, . . . λn

′ ∈ C et les v ∈ V , nous avons(
Θ ◦R′(X ′)(λje′j)

)
(v) =

(
Θ(λjR′(X ′)e′j)

)
(v) = (λjv)⊗ (R′(X ′)e′j)

= R ∗R′(0, X ′)(λjv ⊗ e′j) = R ∗R′(0, X ′)
(
Θ(λje′j)(v)

)
=
(
R̂′(X ′) ◦Θ(λje′j)

)
(v) .

Soit E un sous-espace vectoriel du produit tensoriel V ⊗ V ′ invariant par R ∗ R′.
Alors E est invariant par R̂ et Ê = Homg((V,R), (E, R̂)) est un sous-espace vectoriel de
V̂ ′ = Homg((V,R), (V ⊗V ′, R̂)) invariant par la représentation R̂′ de g′, car les opérateurs
linéaires R ∗R′(X, 0) et R ∗R′(0, X ′) de V ⊗ V ′ dans lui-même commutent, pour tous les
X ∈ g et X ′ ∈ g′. Donc E′ = Θ−1( Ê ) est un sous-espace vectoriel de V ′, qui est invariant
par R′ puisque Θ entrelace R′ et R̂′. Par irréductibilité de R′, nous avons E′ = {0} ou
E′ = V ′. Donc Ê = {0} ou Ê = V̂ ′. Par conséquent E = {0} ou E = V ⊗ V ′. Ceci montre
que la représentation R ∗R′ de G×G′ est irrréductible.

Montrons pour terminer l’assertion (3) de la proposition 3.17. Soit (V ′′, R′′) une repré-
sentation irréductible de l’algèbre de Lie g × g′. Notons R′′g la représentation de l’algèbre
de Lie g dans V ′′ définie par restriction de R′′ au premier facteur de g× g′ :

∀ X ∈ g, R′′g(X) = R′′(X, 0) .

Par l’hypothèse sur l’algèbre de Lie g, la représentation (V ′′, R′′g) de g est complètement
réductible. Il existe donc une décomposition en somme directe V ′′ = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, dont
les facteurs sont invariants par R′′g et tels que les restrictions de R′′g à V1, . . . , Vk soient
irréductible. Pour tout X ′ ∈ g′, la composition de l’inclusion vi 7→ (0, . . . , 0, vi, 0, . . . , 0)
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de Vi dans V ′′ comme i-ème facteur, de l’application linéaire R′′(0, X ′) : V ′′ → V ′′ et
de la projection linéaire de V ′′ sur Vi parallèlement aux autres facteurs est un opérateur
d’entrelacement entre R′′g |Vi et R′′g |Vi , car les deux facteurs de l’algèbre de Lie produit
g× g′ commutent. Par le lemme de Schur 3.18 et par l’irréductibilité de R′′g |Vi , ou bien cet
opérateur d’entrelacement est un isomorphisme ou bien il est nul.

La somme directe des sous-espaces vectoriels Vi tels que (Vi, R
′′
g |Vi

) soit conjugué à
(V1, R

′′
g |V1

) est un sous-espace vectoriel complexe de V ′′ invariant par R′′, donc égal à
V ′′ par irréductibilité. Nous pouvons donc supposer à conjugaison près que nous avons
les égalités (V1, R

′′
g |V1

) = · · · = (Vk, R
′′
g |Vk

). Rappelons que nous avons un isomorphisme
canonique (v1, . . . , vk) 7→ v1 ⊗ e1 + · · · + vk ⊗ ek de la somme directe de k copies de V1

avec V1 ⊗ Ck, où (e1, . . . , ek) est la base canonique de Ck. En posant V = V1, V ′ = Ck et
R = R′′g |V1

, nous pouvons donc supposer à conjugaison près que V ′′ = V ⊗V ′ où pour tous
les X ∈ g, v ∈ V et v′ ∈ V ′,

R′′(X, 0)(v ⊗ v′) =
(
R(X)(v)

)
⊗ v′ .

Maintenant que nous avons identifié (Vi, R
′′
g |Vi

) avec (V1, R
′′
g |V1

), le lemme de Schur dit
même que pour tout X ′ ∈ g′, la composition de l’inclusion de Vi dans V ′′ comme i-ème
facteur, de l’application linéaire R′′(0, X ′) : V ′′ → V ′′ et de la projection linéaire de V ′′

sur Vi parallèlement aux autres facteurs est la multiplication par un scalaire λi(X ′) ∈ C
de V1 dans V1. Par l’identification de (V1)k avec V1 ⊗Ck, pour tout X ′ ∈ g′, il existe donc
une application linéaire R′(X ′) : V ′ → V ′ telle que pour tous les v ∈ V et v′ ∈ V ′,

R′′(0, X ′)(v ⊗ v′) = v ⊗
(
R′(X ′)(v′)

)
.

Il n’est alors pas difficile de vérifier que (V ′, R′) est une représentation de g′ et que R′′ =
R ∗R′, donc R′ est irréductible par l’assertion (2). �

Représentations irréductibles de l’algèbre de Lie sl2(C)⊕ sl2(C)

Le résultat suivant donne une classification, à conjugaison près, des représentations
irréductibles de l’algèbre de Lie somme directe sl2(C)⊕ sl2(C) de deux copies de sl2(C).

Pour tous les demi-entiers positifs j1, j2 ∈ 1
2 N, notons (V j1, j2 , Dj1, j2) la représentation

(V j1 ⊗ V j2 , Dj1 ∗Dj2) de l’algèbre de Lie sl2(C)⊕ sl2(C), où (V j1 , Dj1) et (V j2 , Dj2) sont
les représentations de l’algèbre de Lie sl2(C) définies dans le théorème 2.5.

Ainsi, l’espace vectoriel V j1, j2 = V j1 ⊗ V j2 est de dimension

dimV j1, j2 = (2j1 + 1)(2j2 + 1) .

Il admet une base dont les vecteurs sont notés

|(j1, j2); (m1,m2)〉 = |j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉

pour m1 demi-entier entre −j1 et j1 tel que j1 + m1 soit entier, et de même pour m2 un
demi-entier entre −j2 et j2 tel que j2 +m2 soit entier. En utilisant la formule (62) (toujours
avec la convention de notation (*) du début de la partie 1.3), l’action par Dj1, j2 = Dj1 ∗Dj2

des 6 générateurs de sl2(C)⊕ sl2(C), dont les trois premiers commutent aux trois derniers,

(J3, 0), (J−, 0), (J+, 0), (0, J3), (0, J−), (0, J+)
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sur cette base est donnée par les formules suivantes :

(J3, 0)|(j1, j2); (m1,m2)〉 = m1 |(j1, j2); (m1,m2)〉,

(J±, 0)|(j1, j2); (m1,m2)〉 =
√

(j1 ∓m1)(j1 ±m1 + 1) |(j1, j2); (m1 ± 1,m2)〉 ,
(0, J3)|(j1, j2); (m1,m2)〉 = m2 |(j1, j2); (m1,m2)〉 ,

(0, J±)|(j1, j2); (m1,m2)〉 = (
√

(j2 ∓m2)(j2 ±m2 + 1) |(j1, j2); (m1,m2 ± 1)〉 .

Notons aussi que

(J2, 0)|(j1, j2); (m1,m2)〉 = j1(j1 + 1) |(j1, j2); (m1,m2)〉,
(0,J2)|(j1, j2); (m1,m2)〉 = j2(j2 + 1) |(j1, j2); (m1,m2)〉.

Théorème 3.20. L’application de l’ensemble (1
2 N)×(1

2 N) dans l’ensemble sl2(C)⊕ sl2(C)
∧

des classes de conjugaison de représentations irréductibles de l’algèbre de Lie somme directe
sl2(C) ⊕ sl2(C), qui à un couple de demi-entiers (j1, j2) associe la classe d’équivalence de
la représentation (V j1, j2 , Dj1, j2) = (V j1 ⊗ V j2 , Dj1 ∗Dj2), est une bijection.

Démonstration. Ceci découle du théorème 2.5, du commentaire précédant la proposition
3.17, et du fait que toute représentation d’algèbre de Lie de sl2(C) est complètement
irréductible, voir le corollaire 2.7 (et sa démonstration). �

Représentations irréductibles du groupe de Lie SL2(C)

Dans cette partie, nous donnons une classification des représentations du groupe de Lie
SL2(C). Nous commençons par construire une liste de représentations irréductibles, qui
apparaîtra dans cette classification.

Dans la partie 2.3, nous avions construit, pour tout demi-entier j ∈ 1
2 N, une repré-

sentation irréductible (V j ,Dj) du groupe de Lie SL2(C) en notant V j l’espace vectoriel
complexe des polynômes homogènes de degré 2j en deux variables z1, z2 à coefficients
complexes, muni de la base canonique

Bj = (zj+m1 zj−m2 )m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N ,

et
Dj : SL2(C)→ GL(V j)

le morphisme de groupes de Lie g 7→ {P 7→ P ◦ g−1}. Nous noterons aussi (j, 0) cette
représentation (voir ci-dessous pour une explication). Contrairement au cas de SU(2), les
représentations (j, 0) ne fournissent pas une liste complète de représentants des classes de
conjugaison de représentations irréductibles du groupe de Lie SL2(C).

Dans ce qui suit, pour tous les j1, j2 ∈ 1
2 N, nous noterons (V j2 ,Dj2) (ou aussi (0, j2),

voir ci-dessous pour une explication) la représentation complexe conjuguée (voir l’exemple
(4) de la partie 1.4) de la représentation Dj2 du groupe de Lie SL2(C), calculée dans la
base canonique (voir le théorème 2.5 et la remarque 2.6)

B′j2 = (|j2,m〉)m∈ 1
2
Z : −j2≤m≤j2, j2+m∈N ,
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et nous noterons
(V j1, j2 = V j1 ⊗ V j2 , Dj1, j2 = Dj1 ⊗Dj2) ,

ou aussi (j1, j2), la représentation produit tensoriel (voir la formule (21) dans la partie
1.4) des représentations Dj1 et Dj2 du groupe de Lie SL2(C). Rappelons que Dj1, j2 est le
morphisme de groupes de Lie de SL2(C) dans GL(V j1, j2) tel que pour tous les g ∈ SL2(C),
v ∈ V j1 et v′ ∈ V j2 , nous ayons

(Dj1 ⊗Dj2 )(g)(v ⊗ v′) = (Dj1(g)(v))⊗ ( Dj2(g) (v′)) , (66)

où Dj2(g) : V j2 → V j2 est l’application linéaire de matrice dans la base B′j2 la matrice
conjuguée de la matrice de Dj2(g) dans cette base. La dimension de la représentation Dj1, j2

est
dim(V j1, j2) = dim(V j1 ⊗ V j2) = (2j1 + 1)(2j2 + 1) .

Le résultat suivant est un théorème de classification (à conjugaison près) des représen-
tations irréductibles du groupe de Lie SL2(C).

Théorème 3.21. Pour tous les j1, j2 ∈ 1
2 N, la représentation Dj1, j2 = (j1, j2) du groupe

de Lie SL2(C) est irréductible. 109

Toute représentation irréductible de SL2(C) est conjuguée à une et une seule des repré-
sentations Dj1, j2 = (j1, j2) de SL2(C) pour j1, j2 des demi-entiers.

En particulier, il n’y a plus unicité à conjugaison près des représentations irréductibles
dans une dimension donnée : par exemple les représentations (j, 0) et (0, j) ont la même
dimension 2j + 1, mais elles ne sont pas équivalentes, même si leurs restrictions à SU(2)
le sont. Si p ∈ N est premier, il existe exactement deux représentations irréductibles de
SL2(C) à conjugaison près de dimension p, qui sont (p, 0) et (0, p). Le nombre de classes de
conjugaison de représentations irréductibles de SL2(C) de dimension n ∈ N− {0} est égal
au nombre d(n) de diviseurs de n. Rappelons que si n =

∏k
i=1(pi)

αi est la décomposition
en facteurs premiers de n, où p1, . . . , pk sont des premiers deux à deux distincts et αi ∈ N,
alors

d(n) =

k∏
i=1

(αi + 1) .

Démonstration. Fixons j1, j2 ∈ 1
2 N. Calculons la représentation complexifiée (T (Dj1, j2))C

de la représentation tangente de Dj1, j2 . Par la définition de Dj1, j2 , et par les formules (24)
et (23), nous avons

(T (Dj1, j2))C = (T (Dj1 ⊗Dj2 ))C = (TDj1 ⊗ T Dj2 )C = (TDj1 ⊗ TDj2 )C .

Par le calcul des représentations tangentes des représentations de spin de SL2(C) donné
dans la démonstration du théorème 2.9, il existe un isomorphisme linéaire φ de V j2 dans
V j2 qui entrelace TDj2 et Dj2 , et qui envoie la base canonique

Bj = (zj+m1 zj−m2 )m∈ 1
2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N

109. Ce fait est remarquable, car en général, l’irréductibilité n’est pas préservée par le produit tensoriel
des représentations.
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sur la base canonique B′j = (|j2,m〉)m∈ 1
2
Z : −j2≤m≤j2, j2+m∈N à multiples réels près (voir la

formule (40)). En particulier, la matrice de φ dans ces bases est réelles. Par la démonstra-
tion de la proposition 1.17 (3), cet isomorphisme φ entrelace donc aussi les représentations
complexes conjuguées TDj2 et Dj2 . Deux représentations d’algèbre de Lie réelle sont équi-
valentes si et seulement si leurs représentations complexifiées le sont (voir la proposition
1.16). La propriété d’être équivalentes pour des représentations d’algèbre de Lie est pré-
servée par produit tensoriel (voir la remarque (1) en fin de partie 1.3). La représentation
(T (Dj1, j2))C est donc conjuguée à (Dj1 ⊗Dj2 )C.

Notons Θ :
(
sl2(C)R

)C → sl2(C) × sl2(C) l’isomorphisme d’algèbres de Lie complexes
construit dans la démonstration du lemme 3.16. 110 Pour simplifier les notations, pour
tous les j ∈ 1

2 N, X ∈ sl2(C) et v ∈ V j , notons Dj(X)(v) = Xv. Par la remarque 2.8
et la formule (23), nous avons Dj(X)(v) = Xv. Alors pour tous les A,B ∈ sl2(C), v ∈
V j1 et v′ ∈ V j2 , par la formule (61) donnant l’expression de l’isomorphisme Θ−1, par la
formule (12) définissant la complexification d’une représentation d’algèbre de Lie, et par
la formule (15) définissant le produit tensoriel de deux représentations d’algèbre de Lie
successivement, nous avons

(Dj1 ⊗Dj2 )C(Θ−1(A,B))(v ⊗ v′)

= (Dj1 ⊗Dj2 )C
(1

2
(A+B),

1

2i
(A−B)

)
(v ⊗ v′)

=
(
Dj1 ⊗Dj2

)(1

2
(A+B)

)
(v ⊗ v′) + i

(
Dj1 ⊗Dj2

)( 1

2i
(A−B)

)
(v ⊗ v′)

=
(1

2
(A+B)v

)
⊗ v′ + v ⊗

( 1

2
(A+B) v′

)
+ i

( 1

2i
(A−B)v

)
⊗ v′ + i v ⊗

( 1

2i
(A−B) v′

)
= Av ⊗ v′ + v ⊗Bv′ = (Dj1 ∗Dj2)(A,B)(v ⊗ v′) .

L’application (j1, j2) 7→ [Dj1 ∗Dj2 ] est une bijection de (1
2 N)× (1

2 N) dans l’ensemble
sl2(C)⊕ sl2(C)
∧

des classes de conjugaison de représentations irréductibles de l’algèbre de
Lie sl2(C) ⊕ sl2(C), par le théorème 3.20. Puisque Θ est un isomorphisme d’algèbres de
Lie, l’application [R] 7→ [R ◦Θ] est une bijection de sl2(C)⊕ sl2(C)

∧

dans (sl2(C)R)C
∧

. Soit
SL2(C)
∧

l’ensemble des classes de conjugaison de représentations irréductibles du groupe de
Lie SL2(C). Considérons l’application de (sl2(C)R)C

∧

dans SL2(C)
∧

inverse de [ρ] 7→ [(Tρ)C],
où les crochets désignent les classes de conjugaison de représentations. Puisque SL2(C) est
simplement connexe, cette application est une bijection, par les propositions 1.25 et 1.16.
Ainsi l’application composée

(j1, j2) 7→ [Dj1 ∗Dj2 ] = [(Dj1 ⊗Dj2)C ◦Θ−1] 7→ [(Dj1 ⊗Dj2)C] = [(TDj1,j2)C] 7→ Dj1,j2

est une bijection de (1
2 N)× (1

2 N) dans SL2(C)
∧

.
Le résultat en découle. �

La terminologie des physiciens pour les représentations de petit spins est la suivante :

110. Voir la formule (60).
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j1 = 0 j1 = 1
2 j1 = 1

j2 = 0
représentation
scalaire de
Lorentz

représentation
spinorielle de
Weyl droite

représentation
des champs
de 2-formes
auto-duales

j2 = 1
2

représentation
spinorielle de
Weyl gauche

représentation
des quadri-
vecteurs

j2 = 1

représentation
des champs de
2-formes anti-
auto-duales

représentation
des 2-tenseurs
symétriques
sans trace

Exemples : (1) La représentation fondamentale de SL2(C) “est” la représentation (1
2 , 0).

Plus précisément, montrons que la représentation (1
2 , 0) = (V

1
2 ,D

1
2 ) est canoniquement

conjuguée à la représentation fondamentale (C2, ρ) de SL2(C). Notons (e1, e2) la base
canonique de C2, et rappelons que (z1, z2) est une base de l’espace vectoriel complexe V

1
2

des polynômes homogènes de degré 2× 1
2 = 1 en les variables z1, z2. Notons T : V

1
2 → C2

l’unique isomorphisme linéaire tel que

z1 7→ e2 et z2 7→ −e1 .

Par les définitions de ρ et D
1
2 , pour tout g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C), l’endomorphisme ρ(g) de

C2 envoie e1 sur a e1 + c e2 et e2 sur b e1 + d e2, et l’endomorphisme D
1
2 (g) de V

1
2 envoie

z1 sur d z1− b z2 et z2 sur −c z1 + a z2. En regardant sur les éléments de la base (z1, z2) de
V

1
2 , on vérifie facilement que T ◦D

1
2 (g) = ρ(g) ◦ T . Ceci montre le résultat cherché.

(2) La représentation Adjointe de SL2(C) “est” la représentation (1, 0).

Plus précisément, montrons que la représentation (1, 0) = (V 1,D1) est canoniquement
conjuguée à la représentation Adjointe (sl2(C),Ad) de SL2(C). Nous allons utiliser la base(

J3 =

(
−1

2 0
0 1

2

)
, J− =

(
0 −1
0 0

)
, J+ =

(
0 0
−1 0

) )
.

de l’espace vectoriel complexe sl2(C) (voir la partie 2.1, formule (31)) et la base (z2
2 , z1z2, z

2
1)

de l’espace vectoriel complexe V 1 des polynômes homogènes de degré 2 × 1 = 2 en les

variables z1, z2. Par les définitions de Ad et D1, pour tout g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C), l’endo-

morphisme Ad(g) de C2 envoie
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• J3 sur gJ3g
−1 = (ad+ bc) J3 − ab J− + cd J+,

• J− sur gJ−g−1 = −2ac J3 + a2 J− − c2 J+,
• J+ sur gJ+g

−1 = 2bd J3 − b2 J− + d2 J+,
et l’endomorphisme D1(g) de V 1 envoie
• z2

2 sur (−c z1 + a z2)2 = a2 z2
2 − 2ac z1z2 + c2 z2

1 ,
• z1z2 sur (d z1 − b z2)(−c z1 + a z2) = −ab z2

2 + (ad+ bc) z1z2 − cd z2
1 ,

• z2
1 sur (d z1 − b z2)2 = b2 z2

2 − 2bd z1z2 + d2 z2
1 .

Notons T : V 1 → sl2(C) l’unique isomorphisme linéaire tel que

z1z2 7→ J3, z2
1 7→ −J+ et z2

2 7→ J− .

En regardant sur les éléments de la base (z2
1 , z1z2, z

2
2) de V 1, on vérifie facilement que

T ◦D1(g) = Ad(g) ◦ T . Ceci montre le résultat cherché.

(3) La représentation coAdjointe de SL2(C) “est” aussi la représentation (1, 0).

Plus précisément, montrons que la représentation coAdjointe (sl2(C)∗,Ad
̂
) de SL2(C)

(voir l’exemple (5) de la partie 1.4) est conjuguée à la représentation Adjointe (sl2(C),Ad)
de SL2(C).

Nous avons la formule remarquable suivante : pour tout g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C),

(
0 1
−1 0

)(
a b
c d

)(
0 1
−1 0

)−1

=

(
d −c
−b a

)
. (67)

Puisque tg−1 =

(
d −c
−b a

)
, si h =

(
0 1
−1 0

)
, nous avons donc tg−1 = hgh−1 pour tout

g ∈ SL2(C).
Puisque les représentations (sl2(C),Ad) et (V 1,D1) sont conjuguées par l’exemple (2),

les représentations (sl2(C)∗,Ad
̂
) et ((V 1)∗, (D1)

̂
) sont aussi conjuguées, par la proposi-

tion 1.21 (2). Il suffit donc de montrer que les représentations ((V 1)∗, (D1)
̂
) et (V 1,D1)

sont conjuguées. Par le calcul fait dans l’exemple (2), pour tout g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C), la

matrice de D1(g) dans la base (z2
2 ,
√

2 z1z2, z
2
1) de V 1 est a2 −

√
2 ab b2

−
√

2 ac
√

2(ad+ bc) −
√

2 bd

c2 −
√

2 cd d2

 .

Donc pour tout g ∈ SL2(C), en identifiant les endomorphismes de V 1 avec leurs matrices
dans la base ci-dessus, nous avons

t(D1(g)) = D1( tg) .

En utilisant la base de (V 1)∗ duale de (z2
2 ,
√

2 z1z2, z
2
1), la formule (20) (voir l’exemple (5)

de la partie 1.4) montre donc

(D1)
̂
(g) = t(D1(g−1)) = D1( tg−1) = D1(hgh−1) = D1(h)D1(g)D1(h)−1 ,

et les représentations ((V 1)∗, (D1)
̂
) et (V 1,D1) sont bien conjuguées.
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Exercice E.6. (1) Montrer que la représentation contragrédiente de la représentation fon-
damentale de SL2(C) est conjuguée à la représentation fondamentale :

(
1

2
, 0)

̂
= (

1

2
, 0)

(2) Montrer que pour tous les j1, j2 ∈ 1
2 N, la représentation complexe conjuguée Dj1, j2

de SL2(C) est conjuguée à la représentation Dj2, j1.
(3) Montrer que pour tous les j1, j2 ∈ 1

2 N, la représentation Dj1, j2 est conjuguée à la
représentation (V, ρ) du groupe de Lie SL2(C), où
• V est l’espace vectoriel complexe des polynômes P en les variables z1, z2, z1, z2 et

à coefficients complexes, homogènes de degré 2j1 en z1, z2 et de degré 2j2 en z1, z2, dont
une base est donnée par fj1,m1 fj2,m2 pour m1,m2 ∈ 1

2 Z, −j1 ≤ m1 ≤ j1, j1 + m1 ∈ N,
−j2 ≤ m2 ≤ j2 et j2 +m2 ∈ N, 111 et

• si g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C) alors ρ(g) est l’application linéaire de V dans V qui à

P ∈ V associe l’application polynomiale

(z1, z2, z1, z2) 7→ P ◦ g−1(z1, z2, z1, z2) = P (d z1 − b z2,−c z1 + a z2, d z1 − b z2,− c z1 + a z2) .

Le corollaire suivant donne un théorème de structure, à conjugaison près, pour toutes
les représentations du groupe de Lie SL2(C).

Corollaire 3.22. Toute représentation du groupe de Lie SL2(C) est conjuguée à une repré-
sentation somme directe de copies de représentations (j1, j2) pour j1, j2 des demi-entiers.

Ainsi, si (V, ρ) est une représentation de SL2(C), il existe deux suites finies (j′p)1≤p≤k

et (j′′p )1≤p≤k dans 1
2 N telles que ρ soit conjuguée à

⊕
1≤p≤k Dj′p, j

′′
p . Les physiciens utilisent

aussi la notation
ρ =

⊕
j1,j2∈ 1

2
N

mj1, j2 (j1, j2)

où mj1, j2 = Card{p ∈ {1, . . . , k} : j′p = j1, j
′′
p = j2} est un entier positif ou nul, nul sauf

pour un nombre fini de couples de demi-entiers (j1, j2), appelé la multiplicité dans ρ de la
représentation irréductible (j1, j2).

Démonstration. Ceci découle du théorème 3.21 de classification des représentations irré-
ductibles de SL2(C) et de la proposition suivante.

Proposition 3.23. Toute représentation du groupe de Lie SL2(C) est complètement ré-
ductible.

Démonstration. Ce résultat se démontre en se ramenant au cas compact (ou cas des
représentations unitarisables) traité par la proposition 1.20, par un petit raisonnement
appelé l’astuce unitaire de Weyl.

Une représentation (V, ρ) du groupe de Lie matriciel connexe SL2(C) est complète-
ment réductible si et seulement si la représentation tangente (V, Tρ) de son algèbre de
Lie sl2(C)R est complètement réductible (voir la proposition 1.22 (3)). La représentation

111. Voir la formule (40) pour la définition de la base (fj,m)m de V j .
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(V, Tρ) de l’algèbre de Lie réelle sl2(C)R est complètement réductible si et seulement si la
représentation complexifiée (V, (Tρ)C) de l’algèbre de Lie complexifiée (sl2(C)R)C est com-
plètement réductible (voir la proposition 1.16). Or (sl2(C)R)C est isomorphe à l’algèbre de
Lie complexe produit sl2(C) × sl2(C) par le lemme 3.16. Notons (V,R = (Tρ)C ◦ Θ−1) la
représentation de l’algèbre de Lie sl2(C) × sl2(C) correspondant à (V, (Tρ)C) par un tel
isomorphisme Θ : (sl2(C)R)C → sl2(C)× sl2(C). Alors (V,R) est complètement réductible
si et seulement si (V, (Tρ)C) l’est.

Or l’algèbre de Lie complexe sl2(C) × sl2(C) est aussi l’algèbre de Lie complexifiée
de l’algèbre de Lie réelle produit su(2) × su(2), par la proposition 2.2. Par la proposition
1.16, soit (V,R0) une représentation de l’algèbre de Lie su(2)× su(2) telle que (R0)C = R,
qui est complètement réductible si et seulement si (V,R) l’est. Notons que SU(2)× SU(2)
est simplement connexe, car SU(2) l’est par la proposition 2.3, et puisque le produit de
deux espaces topologiques simplement connexes est encore simplement connexe. Par la
proposition 1.25, soit (V, ρ0) une représentation du groupe de Lie SU(2)× SU(2) telle que
Tρ0 = R0. Toujours par la proposition 1.22, (V,R0) est complètement réductible si et
seulement si (V, ρ0) l’est. Or SU(2) × SU(2) est compact, donc par la proposition 1.20,
(V, ρ0) est complètement réductible. Le résultat en découle. � �

Représentations irréductibles du groupe de Lie SO0(1, 3)

La classification (à conjugaison près) des représentations irréductibles du groupe de Lie
SO0(1, 3) se déduit très facilement de celle pour SL2(C), en suivant la même méthode que
pour la déduction de la classification (à conjugaison près) des représentations irréductibles
de SO(3) à partir de celles de SU(2).

Notons Φ : SL2(C) → SO0(1, 3) le morphisme de groupes de Lie surjectif de noyau
{± id} construit dans la proposition 3.10. Si σ : SO0(1, 3)→ GL(V ) est une représentation
du groupe de Lie SO0(1, 3), alors σ◦Φ : SL2(C)→ GL(V ) est une représentation du groupe
de Lie SL2(C). Réciproquement, si ρ : SL2(C)→ GL(V ) est une représentation du groupe
de Lie SL2(C), alors ρ définit une représentation ρ : SO0(1, 3)→ GL(V ) du groupe de Lie
SO0(1, 3) telle que ρ = ρ ◦ φ si et seulement si

ρ(− id) = ρ(id) .

Montrons que cette condition est vérifiée par la représentation (j1, j2) de SL2(C) si
et seulement si la somme j1 + j2 est un entier, donc si et seulement si j1 et j2 sont
simultanément des entiers ou des demi-entiers non entiers. En effet, pour tout demi-entier
j ∈ 1

2 N, un polynôme homogène P en deux variables z1, z2 de degré 2j est transformé par
la symétrie centrale (z1, z2) 7→ (−z1,−z2) en (−1)2jP . Donc Dj(− id) = (−1)2j idV j et
de même Dj(− id) = (−1)2j idV j , en utilisant la base (zj+m1 zj−m2 )m∈ 1

2
Z : −j≤m≤j, j+m∈N de

V j et puisque la matrice conjuguée complexe d’une matrice réelle est égale à elle-même.
Par la définition d’une représentation produit tensoriel (voir la formule (21)), nous avons
donc

Dj1 ⊗ Dj2 (− id) = (−1)2j1+2j2 id .

Puisque la condition d’irréductibilité et la conjugaison de représentations de groupe
de Lie connexe se lisent sur les représentations tangentes des algèbres de Lie, et puisque
les algèbres de Lie réelles so(1, 3) et sl2(C)R sont isomorphes, nous avons donc le résultat
suivant.

109



Corollaire 3.24. Toute représentation irréductible de SO0(1, 3) est conjuguée à une et une
seule des représentations (V j1, j2 ,Dj1, j2) pour j1, j2 des demi-entiers de somme entière. �

3.7 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.3 Soient x = (x0, x1, x2, x3), y = (y0, y1, y2, y3) ∈ R1,3, posons u = (x1, x2, x3),
y = (y1, y2, y3). Notons ‖ ‖ et 〈 , 〉 la norme et le produit scalaire euclidiens usuels de R3.

(1) Les conditions x0 > 0, x ·x = 0 et x ·x < 0 sont stables par multiplication de x par
un réel strictement positif. Si x, y sont des vecteurs de type temps orientés vers le futur,
alors x0, y0 > 0 et ‖u‖ < |x0|, ‖v‖ < |y0|. Donc x0 + y0 > 0 et

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ < |x0|+ |y0| = |x0 + y0| .

D’où x+ y est un vecteur de type temps orienté vers le futur.

(2) Quitte à échanger x et y, à changer simultanément de signe x et y, et à multiplier
x et y par un scalaire strictement positif, nous pouvons supposer que x0 = 1 et y0 = ±1.

Si x et y sont deux vecteurs de type temps dans la même nappe, alors y0 = 1 et
‖u‖ < |x0| = 1, ‖v‖ < |y0| = 1. Donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

x · y = −x0y0 + 〈u, v〉 = −1 + 〈u, v〉 ≤ ‖u‖ ‖v‖ − 1 < 0 .

Si x et y sont deux vecteurs de type lumière non colinéaires dans la même nappe, alors
y0 = 1 et ‖u‖ = |x0| = 1, ‖v‖ = |y0| = 1. Donc par le cas d’inégalité stricte dans l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, comme u et v sont non colinéaires,

x · y = −x0y0 + 〈u, v〉 = −1 + 〈u, v〉 < ‖u‖ ‖v‖ − 1 = 0 .

Réciproquement, si x et y sont deux vecteurs de type temps qui ne sont pas dans la
même nappe, alors y0 = −1 et

x · y = −x0y0 + 〈u, v〉 = 1 + 〈u, v〉 ≥ 1− ‖u‖ ‖v‖ > 0 .

Si x et y sont deux vecteurs de type lumière non colinéaires qui ne sont pas dans la même
nappe, alors y0 = −1 et

x · y = −x0y0 + 〈u, v〉 = 1 + 〈u, v〉 > 1− ‖u‖ ‖v‖ = 0 .

Schème E.4 Soient x un vecteur de type temps et y un vecteur de R1,3 non nul tel que
x · y = 0. Montrons que y est de type espace. Comme x · x 6= 0, y n’est pas colinéaire à x.
Supposons par l’absurde que y est de type temps ou lumière. Alors pour tous les a, b ∈ R,
le vecteur ax+by est aussi de type temps ou lumière (car par orthogonalité de x et y, nous
avons (ax + by) · (ax + by) = a2x · x + b2y · y ≤ 0). La restriction de g au plan vectoriel
engendré par x et y est donc de signature (−,−) ou (−, 0), ce qui n’est pas possible vu la
signature de g.

Schème E.6 (1) Soit (C2, ρ) la représentation fondamentale de SL2(C). Dans la base ca-

nonique (e1, e2) de C2, pour tout g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(C), la matrice de ρ(g) est exactement
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g. Donc (voir l’exemple (5) de la partie 1.4) dans la base duale (e∗1, e
∗
2) du dual (C2)∗, la

matrice de ρ (̂g) est
tg−1 =

(
d −c
−b a

)
.

Par la formule (67), l’unique isomorphisme linéaire T de C2 dans (C2)∗ tel que

e1 7→ −e∗2 et e2 7→ e∗1

conjugue donc la représentation ρ
̂
et la représentation ρ : nous avons T ◦ρ(g)◦T−1 = ρ (̂g)

pour tout g ∈ SL2(C).

(2) Pour calculer la représentation complexe conjuguée Dj1, j2 dans V j1 ⊗ V j2 , nous
utilisons la base des tenseurs purs (ei ⊗ fj)1≤i≤k1, 1≤j≤k2 où (ei)1≤i≤k1 est la base de V j1

et (fj)1≤j≤k2 celle de V j1 utilisées pour calculer les représentations complexes conjuguées
Dj1 et Dj2 .

Par la proposition 1.22 (4), puisque SL2(C) est connexe, il suffit de montrer que les
représentations tangentes T (Dj1, j2) et TDj2, j1 de l’algèbre de Lie réelle sl2(C)R sont conju-
guées. Par les formules (23) et (24), et puisque TDj est conjuguée à Dj (voir la partie 2.3),
il suffit donc de montrer que les représentations Dj1 ⊗Dj2 et Dj2 ⊗ Dj1 de sl2(C)R sont
conjuguées.

On vérifie que l’unique isomorphisme linéaire T de V j1 ⊗ V j2 dans V j2 ⊗ V j1 tel que

T (ei ⊗ fj) = fj ⊗ ei ,

pour tous les i ∈ {1, . . . , k1} et j ∈ {1, . . . , k2}, conjugue la représentation Dj1 ⊗Dj2 et la
représentation Dj2 ⊗Dj1 .
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4 Le groupe SU(3)

Le but de ce chapitre est de décrire les représentations du groupe de Lie SU(3) et
d’indiquer une de leurs utilisations en physique des particules. Une référence de base est
le livre [KS].

Puisque SU(3) est simplement connexe (voir la proposition 1.12), par la proposition
1.25, pour classer (à conjugaison près) les représentations irréductibles du groupe de Lie
SU(3), il suffit de classer (à conjugaison près) les représentations irréductibles de son algèbre
de Lie su(3), donc celles de son algèbre de Lie complexifiée su(3)C, par la proposition 1.16.
Puisque les algèbres de Lie su(3)C et sl3(C) sont isomorphes (voir la proposition 2.2), nous
allons donc commencer par étudier l’algèbre de Lie sl3(C).

4.1 L’algèbre de Lie sl3(C)

Soit n ∈ N − {0, 1}. Rappelons (voir la partie 1.1) que pour tous les i, j ∈ {1, . . . , n},
la matrice élémentaire Eji est la matrice n × n dont tous les coefficients sont nuls sauf le
coefficient en i-ème ligne et j-ème colonne, qui est égal à 1.

L’algèbre de Lie complexe

sln(C) = {X ∈Mn(C) : trX = 0}

des matrices n × n à coefficients complexes de trace nulle admet pour base la famille des
matrices Eji pour 1 ≤ i 6= j ≤ n et (sans utiliser la convention de sommation d’Einstein)
des matrices

Hi = Eii − Ei+1
i+1

pour 1 ≤ i ≤ n− 1.
Le sous-espace vectoriel complexe h de sln(C) composé des matrices diagonales (de

trace nulle) admet pour base (H1, . . . ,Hn−1) (donc est de dimension n−1). Il est appelé la
sous-algèbre de Cartan (standard) de sln(C). Il joue pour les représentations de sln(C) un
rôle analogue à celui joué par la seule matrice H pour sl2(C). C’est une sous-algèbre de Lie
abélienne maximale (pour l’inclusion) de sln(C), car deux matrices diagonales commutent
et toute matrice qui commute avec toutes les matrices diagonales de trace nulle est aussi
diagonale. Pour 1 ≤ i ≤ n, notons λi : h→ C la forme linéaire sur h qui à un élément de h
associe son i-ème coefficient diagonal : sans utiliser la convention de sommation d’Einstein,

λi : H = (H i
j)1≤i,j≤n ∈ h 7→ H i

i .

Puisque trH = 0 pour tout H ∈ h, nous avons

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 0 .

Le réseau
ΛW = Zλ1 + Zλ2 + · · ·+ Zλn

dans le dual h∗ de h est appelé le réseau des poids de sln(C) : il est formé des combinaisons
linéaires à coefficients entiers des formes linéaires λ1, . . . , λn. Pour tous les H ∈ h et
1 ≤ i 6= j ≤ n, nous avons

[H,Eji ] = (λi − λj)(H) Eji . (68)
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Les formes linéaires λij = λi − λj ∈ h∗ pour 1 ≤ i 6= j ≤ n sont appelées les racines de
l’algèbre de Lie sln(C) (relativement à h). Le réseau

ΛR = +1≤i 6=j≤n Zλij
dans le dual h∗ de h est appelé le réseau des racines de sln(C) : il est formé des combinaisons
linéaires à coefficients entiers des racines λij ∈ h∗ pour 1 ≤ i 6= j ≤ n. Le réseau des racines
ΛR est contenu dans le réseau des poids ΛW .

En rappelant que δj, k est le symbole de Kronecker, égal à 1 si j = k et à 0 sinon, le
produit de deux matrices élémentaires est donné par Eji E

`
k = δj, k E

`
i et nous avons

λj(Hk) = δj, k − δj, k+1 .

Les relations de commutation de l’algèbre de Lie complexe sln(C) pour la base décrite
ci-dessus sont donc

[Eji , E
`
k] = δj, k E

`
i − δi, ` E

j
k ,

[Hk, E
j
i ] = (δi, k − δi, k+1 − δj, k + δj, k+1)Eji .

Par exemple, si n = 3, la base canonique de sl3(C) est constituée de

H1 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , H2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

E1 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , E2 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , E3 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

F1 = tE1 =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 , F2 = tE2 =

0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , F3 = tE3 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 .

Posons α1 = λ1−λ2, α2 = λ2−λ3, α3 = λ1−λ3, qui sont des formes linéaires sur h, de
sorte que α1, α2, α3,−α1,−α2,−α3 ∈ h∗ sont les six racines de sl3(C). Nous identifierons h
et h∗ par l’unique isomorphisme linéaire qui envoie H1 et H2 sur H∗1 et H∗2 respectivement,
où (H∗1 , H

∗
2 ) est la base duale de (H1, H2). Le réseau des poids ΛW = Zλ1 + Zλ2 + Zλ3

dans l’espace vectoriel réel h∗ de dimension 2 se représente ainsi :

0

λ3 − λ2

λ1

λ2

λ3
λ3 − λ1

λ2 − λ1

λ2 − λ3 = α2

λ1 − λ3 = α3

λ1 − λ2 = α1
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Si n = 3, le réseau des poids ΛW est le réseau des sommets de la triangulation équila-
térale du plan, de pavé fondamental le triangle de sommets 0, λ1,−λ3. Le sous-réseau des
racines ΛR est le réseau des sommets du pavage hexagonal du plan, de pavé fondamental
l’enveloppe convexe des racines α1, α2, α3,−α1,−α2,−α3.

Pour tous les H,H ′ ∈ h et k ∈ {1, 2, 3}, nous avons par un calcul facile (ou par le fait
que h est une sous-algèbre de Lie abélienne et les formules (68))

[H,H ′] = 0, [H,Ek] = αk(H) Ek, [H,Fk] = −αk(H) Fk .

Ainsi, les opérateurs linéaires adH pour H ∈ h se diagonalisent simultanément, et la
décomposition en somme directe

sl3(C) = h⊕ CE1 ⊕ CE2 ⊕ CE3 ⊕ CF1 ⊕ CF2 ⊕ CF3

est appelée la décomposition en espaces de racine de sl3(C). Les facteurs de cette décom-
position sont des sous-espaces propres communs à tous les opérateurs linéaires adH pour
H ∈ h. Les sous-espaces vectoriels CE1, CE2, CE3, CF1, CF2, CF3 de sl3(C) sont appelés
les espaces de racine des racines α1, α2, α3,−α1,−α2,−α3 respectivement.

Les relations de commutation de la base canonique (H1, H2, E1, E2, E3, F1, F2, F3) de
sl3(C) définie ci-dessus sont

[Hi, Hj ] = 0,

[H1, E1] = 2E1, [H1, E2] = −E2, [H1, E3] = E3,

[H2, E1] = −E1, [H2, E2] = 2E2, [H2, E3] = E3,

[H1, F1] = −2F1, [H1, F2] = F2, [H1, F3] = −F3,

[H2, F1] = F1, [H2, F2] = −2F2, [H2, F3] = −F3,

[E1, E2] = E3, [E2, E3] = [E1, E3] = 0,

[F1, F2] = −F3, [F2, F3] = [F1, F3] = 0,

[E1, F1] = H1, [E1, F2] = 0, [E1, F3] = −F2,

[E2, F2] = H2, [E2, F1] = 0, [E2, F3] = F1,

[E3, F3] = H1 +H2, [E3, F1] = −E2, [E3, F2] = E1 .

Les physiciens (voir par exemple [BT]) introduisent aussi les matrices

I3 =
1

2
H1 =

1
2 0 0
0 −1

2 0
0 0 0

 , Y =
1

3
(H1 + 2H2) =

1
3 0 0
0 1

3 0
0 0 −2

3

 ,

T8 =

√
3

2
Y =


1

2
√

3
0 0

0 1
2
√

3
0

0 0 − 1√
3

 , Q =
1

2
Y + I3 =

2
3 0 0
0 −1

3 0
0 0 −1

3

 .

Nous utiliserons dans ce qui suit la base (I3, T8) de h plutôt que la base (H1, H2), pour les
dessins.
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4.2 Représentations irréductibles du groupe de Lie SU(3)

Puisque SU(3) est simplement connexe (voir la proposition 1.12) et puisque l’algèbre
de Lie complexifiée de l’algèbre de Lie réelle su(3) est l’algèbre de Lie complexe sl3(C) (voir
la proposition 2.2), l’application

[ρ] 7→ [(Tρ)C]

de l’ensemble SU(3)
∧

des classes d’équivalence de représentations irréductibles du groupe de
Lie SU(3) dans l’ensemble sl3(C)

∧

des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de l’algèbre de Lie complexe sl3(C) est une bijection, par les propositions 1.25 et 1.16.

Un poids d’une représentation (V,R) de sl3(C) (relativement à h) est une forme linéaire
ω ∈ h∗ sur la sous-algèbre de Cartan h de sl3(C) telle qu’il existe un vecteur v ∈ V non
nul, appelé vecteur de poids, tel que

R(H)v = ω(H)v

pour tous les H ∈ h. L’ensemble des vecteurs de poids d’un poids donné, union {0}, est
un sous-espace vectoriel complexe de sl3(C), dont la dimension (complexe) est appelée la
multiplicité de ce poids.

Si de plus R(Ei)(v) = 0 pour i = 1, 2, 3 et si le plus petit sous-espace vectoriel de V
contenant v et stable par R(F1), R(F2) et R(F3) est égal à V tout entier, alors nous dirons
que ω est un plus haut poids de la représentation (V,R) et que v ∈ V est un vecteur de
plus haut poids. On montre alors que ω est unique et que v est unique à multiplication par
un scalaire non nul près (voir par exemple [FH, Chap. 12]).

Le théorème de classification des représentations irréductibles de sl3(C) est le suivant
(voir par exemple [FH, Chap. 12, 13] pour une démonstration).

Théorème 4.1. Pour tous les entiers m,n ∈ N, il existe une, et une seule à conjugaison
près, représentation irréductible Rm,n de sl3(C) de plus haut poids mλ1−nλ3. Sa dimension
est

dim(Rm,n) =
1

2
(m+ 1)(n+ 1)(m+ n+ 2) .

L’application de N2 dans l’ensemble sl3(C)
∧

des classes d’équivalence de représentations irré-
ductibles de l’algèbre de Lie complexe sl3(C) définie par (m,n) 7→ [Rm,n] est une bijection.
�

L’ensemble des plus hauts poids de représentations irréductibles de sl3(C) est donc
l’intersection du réseau des poids ΛW = Zλ1 + Zλ1 + Zλ3 avec le cône dans h∗ défini
par {sλ1 − tλ3 : s, t ≥ 0}. Nous donnerons dans les exemples ci-dessous une description
concrète des représentations irréductibles correspondants à quelques sommets dans ce cône,
en particulier λ1, −λ3 et λ1 − λ3.
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0

λ1

λ2

λ3

−λ3 λ1 − λ3

Interprétation en physique des particules.

Il s’agit d’une description, connue sous le nom de symétrie de saveur SU(3) ou his-
toriquement voie octuple 112, de certaines particules physiques due à M. Gell-Mann et
Y. Ne’eman.

Le principe de base de la description des hadrons 113 par M. Gell-Mann et Y. Ne’eman
est que ce sont des vecteurs de poids d’une représentation du groupe SU(3). Les nombres
quantiques de ces particules sont les valeurs de ces poids sur les vecteurs particuliers de
l’algèbre de Cartan h, comme I3, Y , Q (qui donnent donc des opérateurs linéaires commu-
tatifs dans l’espace de la représentation), pour respectivement la troisième composante de
l’isospin, l’hypercharge et la charge électrique, respectivement. La relation Q = 1

2 Y + I3

est appelée la relation de Gell-Mann-Nishima.
Les particules correspondant à des vecteurs de poids d’une même représentation vé-

rifient certaines propriétés similaires (même spin J et parité P ). Le nombre quantique
appelé étrangeté, et noté S, est conservé (additivement) lors de certaines réactions comme
p + π− → Λ0 + K0 ne faisant intervenir que l’interaction forte mais pas forcément pour
celles relevant de l’interaction faible comme Λ0 → p+ π−. 114

Mais la symétrie de saveur SU(3) n’est pas une symétrie exacte, les propriétés de
conservation ne sont parfois qu’approchées.

112. Les anglophones disent “The eightfold way”.
113. Rappelons que les hadrons sont les particules (élémentaires ou composées) soumises à l’interaction
forte, que nous appelons mésons les hadrons bosoniques (c’est-à-dire suivant la statistique de Bose-Einstein)
formés de configurations de paires quark/antiquark, et que nous appelons baryons les hadrons fermioniques
(c’est-à-dire suivant la statistique de Fermi-Dirac) composés de trois quarks.
114. Les trois pions sont les mésons π+ composé d’un quark u (haut) et d’un anti-quark d (anti-bas), π−

composé d’un quark d (bas) et d’un anti-quark u (anti-haut), et π0, superposition des paires uu et dd, voir
la note de bas de page 5. Les trois kaons K+, K− et K0 sont les mésons respectivement composés d’un
quark u (haut) et d’un anti-quark s (anti-étrange) pour K+, d’un quark s (étrange) et d’un anti-quark u
(anti-haut) pour K−, et d’un quark d (bas) et d’un anti-quark s (anti-étrange) pour K0. Le baryon Λ0 est
composé d’un quark u (haut), d’un quark d (bas) et d’un quark s (étrange).
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Nous allons considérer dans la suite quelques représentations particulières de sl3(C), et
indiquer des liens avec la physique des particules.

La représentation fondamentale de sl3(C).

La représentation fondamentale (ou standard) de sl3(C) est l’application de sl3(C) dans
gl(C3) qui à X ∈ sl3(C) associe l’application linéaire v 7→ Xv de C3 dans C3 (en identi-
fiant un vecteur de C3 avec le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base canonique
(e1, e2, e3) de C3), dont la matrice dans la base canonique est exactement X. Étant de
dimension 3, elle est notée 3.

Elle est clairement irréductible, car tout sous-espace vectoriel de C3 invariant par toute
matrice de trace nulle est égal à {0} ou C3.

Les seuls vecteurs propres non nuls communs à toutes les matrices diagonales de trace
nulle sont les multiples non nuls des éléments e1, e2, e3 de la base canonique de C3. Donc les
poids de la représentation fondamentale 3 de sl3(C) sont exactement les formes linéaires
λ1, λ2 et λ3 sur la sous-algèbre de Cartan h, ayant pour vecteur de poids les (multiples
non nuls des) vecteurs de la base canonique e1, e2 et e3 respectivement. Le plus haut poids
de 3 est λ1, par unicité, car E1e1 = E2e1 = E3e1 = 0 et

Vect(e1, F1e1, F3e1) = Vect(e1, e2, e3) = C3 ,

donc le plus petit sous-espace vectoriel de C3 contenant e1 et stable par F1, F2, F3 est C3.
Puisque la trace des éléments de sl3(C) est nulle, ces poids vérifient la relation linéaire

λ1 + λ2 + λ3 = 0 .

Dans la base (I3, T8) de h et après l’identification susdite de h et h∗, ces poids forment les
sommets d’un triangle équilatéral.

1
2

λ1 = (1
2 ,

1
2
√

3
)

−1
2

λ2 = (−1
2 ,

1
2
√

3
)

λ3 = (0,− 1√
3
)

0

RT8

R I3

Les vecteurs de poids e1, e2 et e3 (pour les poids λ1, λ2 et λ3) correspondent respecti-
vement aux quarks u (haut), 115 d (bas) 116 et s (étrange). 117 La représentation 3 est pour
les physiciens un triplet de quarks.

115. Les anglophones disent “up”.
116. Les anglophones disent “down”.
117. Les anglophones disent “strange”.
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La représentation contragrédiente de la représentation fondamentale de sl3(C).

La représentation contragrédiente de la représentation fondamentale de l’agèbre de Lie
sl3(C) est 118 l’application de sl3(C) dans gl(C3) qui à X ∈ sl3(C) associe l’application
linéaire v 7→ − tXv de C3 dans C3 (en identifiant un vecteur de C3 avec le vecteur colonne
de ses coordonnées dans la base canonique (e1, e2, e3) de C3), dont la matrice dans la base
canonique est − tX. Elle est notée 3.

Elle est irréductible par la proposition 1.21 (1).
Les poids de la représentation 3 de l’algèbre de Lie sl3(C) sont exactement les formes

linéaires −λ1, −λ2 et −λ3, ayant pour vecteur de poids les (multiples non nuls des) vecteurs
de la base canonique e1, e2 et e3.

Le plus haut poids de 3 est −λ3, par unicité. En effet, e3 est un vecteur de poids −λ3.
Nous avons − tE1e3 = − tE2e3 = − tE3e3 = 0 et

Vect(e3,− tF2e3,− tF3e3) = Vect(e3,−e2,−e1) = C3 .

Donc le plus petit sous-espace vectoriel de C3 contenant e3 et stable par − tF1,− tF2,− tF3

est C3.
Dans la base (I3, T8) et après l’identification susdite entre h et h∗, les poids forment les

sommets d’un triangle équilatéral.

1
2

−λ3 = (0, 1√
3
)

−λ2 = (1
2 ,−

1
2
√

3
)

−1
2

−λ1 = (−1
2 ,−

1
2
√

3
)

0 R I3

R T8

Les vecteurs de poids e1, e2 et e3 (pour les poids −λ1, −λ2 et −λ3) correspondent
respectivement aux antiquarks u (anti-haut), d (anti-bas) et s (anti-étrange). La représen-
tation 3 de SU(3) est pour les physiciens un triplet d’antiquarks.

La représentation adjointe de sl3(C).

La représentation adjointe de sl3(C) est l’application de sl3(C) dans gl(sl3(C)) qui
à X ∈ sl3(C) associe l’application linéaire adX : Y 7→ [X,Y ] = XY − Y X. Étant de
dimension 8, elle est notée 8.

La formule (68) montre que les poids de la représentation 8 de sl3(C) sont exactement,
outre le poids nul 0 dont l’ensemble des vecteurs de poids est exactement h − {0} (donc
a multiplicité 2), les six racines α1, α2, α3, −α1, −α2 et −α3, ayant respectivement pour
vecteur de poids les (multiples non nuls des) six vecteurs E1, E2, E3, F1, F2 et F3 de la
base canonique de sl3(C) : pour tout H ∈ h et i ∈ {1, 2, 3}, nous avons

adH (Ei) = [H,Ei] = αi(H)Ei, adH (Fi) = [H,Fi] = −αi(H)Fi .

118. Voir la formule (14).
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Le plus haut poids de 8 est α3 = λ1 − λ3, par unicité. En effet, en utilisant les relations
de commutations ci-dessus de sl3(C), nous avons adEi(E3) = 0 pour i = 1, 2, 3 et

Vect
(
E3, adF1(E3), adF2(E3), adF3 ◦ adF1(E3), adF3 ◦ adF2(E3),

adF2 ◦ adF3 ◦ adF1(E3), adF1 ◦ adF2(E3), adF2 ◦ adF1(E3)
)

= Vect(E3, E2, E1, F1, F2, F3, H1, H2) = sl3(C) .

Donc le plus petit sous-espace vectoriel de sl3(C) contenant E3 et stable par adF1, adF2,
adF3 est sl3(C).

Dans la base (I3, T8) de h et après l’identification susdite de h et h∗, les poids non nuls
de 8 forment les sommets d’un hexagone régulier. Le poids nul, étant de multiplicité 2, est
représenté par un point entouré d’un petit cercle.

−α2−α3

−α1
Y = 0

Y = −1

Q = +1
Q = 0

Q = −1

Y = +1

α1

α2 α3

0

R T8

R I3

Les vecteurs de poids E1, E2 et E3 (pour les poids α1, α2 et α3) correspondent respec-
tivement aux baryon Σ+ = uus, neutron n = ddu et proton p = uud. Les vecteurs de poids
F1, F2 et F3 (pour les poids −α1, −α2 et −α3) correspondent respectivement aux baryons
Σ− = dds, Ξ0 = ssu et Ξ− = dss. Les vecteurs de poids pour le poid nul correspondent
aux baryons Λ0,Σ

0, tous deux composés de trois quarks uds. La représentation 8 de SU(3)
est pour les physiciens un octet de baryons de spin 1/2, dont les charges et hypercharges
se lisent sur le diagramme ci-dessus.

119



Annexes

A Rappel de vocabulaire sur les groupes

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi · (souvent notée (sauf dans le cas abélien,
voir ci-dessous) par le symbole rien-du-tout pour simplifier) qui est associative, 119 possède
un élément neutre e 120 et dont tout élément x admet un inverse 121 noté x−1. Unmorphisme
de groupes d’un groupe G dans un groupe H est une application f : G → H telle que
f(xy) = f(x)f(y) pour tous les x, y ∈ G. 122 Un isomorphisme (de groupes, lorsqu’il est
utile de préciser) d’un groupe G dans un groupe H est un morphisme de groupes bijectif
de G dans H. 123

Une partie A d’un groupe G engendre G si tout élément de G est produit d’un nombre
fini d’éléments de A ou de leurs inverses. Si A est une partie d’un groupe G, le sous-groupe
de G engendré par A est le plus petit sous-groupe de G contenant A, c’est l’intersection de
tous les sous-groupes de G contenant A, et c’est l’ensemble des produits finis d’éléments
de A ou de leurs inverses.

Deux éléments x, y de G commutent si xy = yx. Le centre

Z(G) = {x ∈ G : ∀ y ∈ G, xy = yx}

de G est le sous-groupe de G formé des éléments de G qui commutent avec tous les éléments
de G. Un groupe est abélien (ou commutatif) si tous ses éléments commutent, auquel cas
sa loi est notée +, son élément neutre est noté 0 et l’inverse d’un élément x est noté −x.

Soit g ∈ G. L’application Lg de G dans G définie par x 7→ gx s’appelle la translation à
gauche par g. Elle est bijective, d’inverse Lg−1 . L’application Rg de G dans G définie par
x 7→ xg s’appelle la translation à droite 124 par g. Elle est bijective, d’inverse Rg−1 .

L’application ig de G dans G définie par x 7→ gxg−1 s’appelle la conjugaison par g.
Elle vaut l’identité si et seulement si x est dans le centre de G. Deux éléments h et h′

de G sont dit conjugués s’il existe une conjugaison de G qui envoie h sur h′, c’est-à-dire
si et seulement s’il existe g ∈ G tel que h′ = ghg−1. La relation « être conjugué à » est
une relation d’équivalence sur G, dont les classes d’équivalence sont appelées les classes
de conjugaison de G. On fera bien attention que deux éléments d’un sous-groupe H de G
peuvent être conjugués dans G sans être conjugués dans H.

Un sous-groupe H de G est distingué (ou normal) s’il est invariant par les conjugaisons
par tous les éléments de G. 125 Par exemple, le noyau Ker f = {x ∈ G : f(x) = e} d’un
morphisme de groupes f : G→ H est un sous-groupe distingué de G, car pour tout g ∈ G,
nous avons 126

f ◦ ig = if(g) ◦ f .

119. Pour tous les x, y, z ∈ G, nous avons (x · y) · z = x · (y · z).
120. Pour tout x ∈ G, nous avons x · e = e · x = x.
121. Pour tout x ∈ G, nous avons x · x−1 = x−1 · x = e.
122. Elle vérifie alors f(e) = e et f(x−1) = f(x)−1 pour tout x ∈ G.
123. Son application réciproque est alors un morphisme de groupes de H dans G.
124. Il est parfois plus pertinent de considérer x 7→ xg−1 comme la translation à droite par g.
125. c’est-à-dire si ghg−1 ∈ H pour tous les g ∈ G et h ∈ H
126. puisque f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g)−1 pour tous les g, x ∈ G
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Soient G un groupe (d’élément neutre e) et E un ensemble. Une action de G sur E
est une application de G × E dans E notée (g, x) 7→ gx telle que, pour tous les x ∈ E et
g, h ∈ G, nous avons
(1) ex = x,
(2) g(hx) = (gh)x.
Ainsi pour tout g ∈ G, l’application x 7→ gx est une bijection de E dans E, d’inverse
x 7→ g−1x. Pour simplifier, nous noterons encore g l’application x 7→ gx lorsque l’action
est sous-entendue.

Une action d’un groupe G sur un ensemble E est transitive si pour tous les x, y dans
E, il existe un élément g de G tel que y = g x.

Soit A une partie de E. Nous notons gA = {gx : x ∈ A} l’image de A par g.
Nous dirons qu’un élément g ∈ G préserve (ou laisse invariant) A si gA ⊂ A. Nous

dirons qu’un sous-groupe H de G préserve (ou laisse invariant) A si h préserve A pour tout
h ∈ H, ou, de manière équivalente car H contient les inverses de ses éléments, si hA = A
pour tout h ∈ H.

Le stabilisateur de A est le sous-groupe de G des éléments g ∈ G tels que gA = A. Le
stabilisateur point par point (ou fixateur) de A est le sous-groupe de G des éléments g ∈ G
tels que gx = x pour tout x ∈ A. Le stabilisateur d’un point x (c’est-à-dire du singleton
{x}) de E est noté Gx. Notons que

Ggx = g Gx g
−1 : (69)

le stabilisateur de l’image de x par g est le conjugué par g du stabilisateur de x.

B Rappel de vocabulaire de calcul différentiel

Nous renvoyons par exemple à [Ave, Car, Cha, Die1] pour cette annexe.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés réels de dimension finie, U, V deux ouverts
de E,F respectivement, f : U → V une application de classe C1 et x un point de U .

On note dfx : E → F la différentielle de f en x :

∀ v ∈ E, dfx(v) =
d

dt |t=0
f(x+ tv) .

On note rkx f = dim Im dfx la dimension de l’image de dfx, appelée le rang de f en x.
C’est aussi le rang de la matrice de l’application linéaire dfx dans n’importe quelles bases
de E et F . On a

rkx f ≤ min{dim E,dim F} .

Si F = Rq, et si f1, . . . , f q sont les composantes de f , alors le rang de f en x est la dimension
du sous-espace vectoriel engendré par les formes linéaires d(f1)x, . . . , d(f q)x dans l’espace
vectoriel dual E∗ de E. Si E = Rp, alors le rang de f en x est la dimension de l’espace
vectoriel engendré par les vecteurs ∂f

∂x1
(x), . . . , ∂f∂xp (x) de F . Si E = Rp et F = Rq et les

bases sont les bases canoniques, la matrice de dfx, qui est, avec i l’indice de ligne et j
l’indice de colonne, (

∂f i

∂xj

)
1 ≤ i ≤ q
1 ≤ j ≤ p

,
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est appelée la matrice jacobienne de f en x. Le rang de f en x est égal au rang de sa
matrice jacobienne en x. Si p = q, on note jxf ∈ R le déterminant de la matrice jacobienne
de f en x, que l’on appelle le jacobien de f en x. L’application jf : E → R qui à x ∈ E
associe jxf est alors appelée le jacobien (ou application jacobienne) de f .

Soit k un élément de (N−{0})∪{∞}. On dit qu’une application f : U → V de classe Ck

est un Ck-difféomorphisme (ou difféomorphisme lorsque k est sous-entendu, par exemple
k =∞, ce qui sera souvent le cas dans les exercices) si f est bijective et si son inverse est
de classe Ck.

Rappelons qu’un homéomorphisme entre deux espaces topologiques est une applica-
tion continue bijective d’inverse continue. En particulier, un Ck-difféomorphisme est un
homéomorphisme. Mais par exemple l’application x 7→ x3 de R dans R est un homéo-
morphisme qui est de classe C∞, mais qui n’est pas un C∞-difféomorphisme (ni même un
C1-difféomorphisme).

Théorème B.1. (Théorème d’inversion locale) Soient E et F deux espaces vectoriels
normés réels de dimension finie, U un ouvert de E, k un élément de (N − {0}) ∪ {∞}
et f : U → F une application de classe Ck. Si, en un point x de U , la différentielle
dfx : E → F est bijective, alors il existe un voisinage ouvert V de x contenu dans U , et un
voisinage ouvert W de f(x), tels que f : V →W soit un Ck-difféomorphisme.

Notons que si E et F ont même dimension, alors on peut bien sûr par la linéarité des
différentielles remplacer « bijective » par « injective » dans ce résultat. Le corollaire suivant
est une application immédiate.

Corollaire B.2. Une application bijective entre deux ouverts de Rn, différentiable de classe
Ck, dont le jacobien ne s’annule pas, est un Ck-difféomorphisme entre ces ouverts. �
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Index
abélien, 120
action, 121

transitive, 121
ad-alternée, 39
algèbre

de Lie, 24
abélienne, 30
complexifiée, 26
d’un groupe de Lie, 27
semi-simple, 30
simple, 30
somme directe, 25

angle, 79, 83
annulateur, 36
antihermitienne, 18
antisymétriques, 18
application

d’évaluation, 36
de classe Ck, 15
exponentielle, 10
tangente, 17

astuce unitaire de Weyl, 108
auto-adjointe, 8
automorphisme

d’algèbres de Lie, 24
de groupes de Lie, 20

baryon, 4, 116
base

associée, 8
canonique, 7, 29, 87
de Lorentz, 77

orientée, 77
boost, 79
boson, 4

caractère, 66
centre

d’un groupe, 120
d’une algèbre de Lie, 33

classe de conjugaison, 120
coefficient

de Clebsch-Gordan, 65
matriciel, 41

commutatif, 120
commuter, 30, 120
complexifié, 26
complexifiée, 26, 34
complètement réductible, 32, 42
cône

de lumière, 72
affine, 74

vectoriel, 72
isotrope, 72

conjugaison, 40, 120
conjugué, 120
conjuguée, 31, 40
constante de structure, 29
coordonnée

d’espace, 71
de temps, 71

courbe tracée sur une sous-variété, 16
crochet de Lie, 24

d’alembertien, 5
de type

espace, 72, 74
lumière, 72, 74
temps, 72, 74

orienté vers le futur, 72
orienté vers le passé, 72

décomposition
de Clebsch-Gordan, 65
polaire, 20

difféomorphisme, 16, 122
dimension, 15, 31, 40
distingué, 120
décomposition de Cartan, 81
décomposition en espaces de racine, 114

eightfold way, 116
elliptique, 79
endomorphisme, 7
engendrer, 120
engendré par, 120
équivalentes, 31, 40
espace

de racine, 114
euclidien standard, 14
hermitien standard, 14
hyperbolique, 73
pseudo-euclidien standard, 14

espace-temps de Minkowski, 71
état

couplé, 65
découplé, 65

extension de scalaires, 26, 34

facteur de Lorentz, 81
fermion, 4
fixateur, 121
forme

de Killing, 39
réelle, 26
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générateur infinitésimal, 11, 27
gluon, 6
groupe, 120

abélien, 120
commutatif, 120
de Lorentz, 75

affine, 84
restreint, 76

de Poincaré, 84
des rotations, 14
linéaire, 8

complexe, 8
réel, 8

orthogonal, 14
spécial linéaire, 14
spécial orthogonal, 14
spécial unitaire, 14
unitaire, 14, 41

hadron, 116
hermitienne, 8
hermitique, 8
homéomorphisme, 122
hyperbolique, 79
hyperboloïde

à deux nappes, 73
à une nappe, 73

idéal, 30
trivial, 30

identité de Jacobi, 24
invariant, 32, 41
irréductible, 32, 41
isomorphe, 20, 24
isomorphisme

d’algèbres de Lie, 24
de groupes, 120
de groupes de Lie, 20
exceptionnel, 56, 90

isospin, 6, 68
projection, 69
total, 69

isotrope, 72

jacobien, 122

kaons, 116

lemme de Schur, 100
lepton, 4
loxodromique, 83
lumière, 72

orienté vers le futur, 72
orienté vers le passé, 72

matrice
adjointe, 8
de Minkowski, 71
de Pauli, 32
élémentaire, 7
jacobienne, 122

morphisme
d’algèbres de Lie, 24
de groupes, 120
de groupes de Lie, 20
spinoriel, 89

multiplicité, 64, 65, 108, 115
de spin, 62

méson, 5, 116

nappe
du futur, 72
du passé, 72

nilpotente, 13
normal, 120
noyau, 120
nucléon, 4

opérateur
d’entrelacement, 31, 40
de Casimir, 53, 54

orthogonal, 74

parabolique, 83
paramétrage local, 15
particule élémentaire, 4
pion, 5
plongement d’algèbre de Lie, 33
poids, 115

plus haut, 115
produit tensoriel, 37
préserver, 121

quadrivecteur, 71
de type espace, 72
de type lumière, 72
de type temps, 72

orienté vers le futur, 72
orienté vers le passé, 72

orthogonaux, 74
unitaire, 73

quadrivis, 83
quark, 4

racines, 113
rang, 121
rapidité, 80, 83
relation

de Gell-Mann-Nishima, 116
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de commutation, 29
représentation

Adjointe, 9, 42
adjointe, 9, 33
d’algèbre de Lie, 31

adjointe, 33
coadjointe, 36
complexe conjuguée, 35
complexifiée, 34
complètement réductible, 32
conjuguées, 31
contragrédiente, 36
équivalentes, 31
fondamentale, 33
irréductible, 32
produit direct, 32
produit tensoriel, 38
restreinte, 32, 41
somme directe, 32

de groupe de Lie, 40
Adjointe, 42
coAdjointe, 44
complexe conjuguée, 43
complètement réductible, 42
conjuguées, 40
contragrédiente, 43
équivalentes, 40
fondamentale, 40, 117
irréductible, 41
produit tensoriel, 45
somme directe, 42

de spin j, 62
tangente, 45
unitaire

de groupe de Lie, 41
réseau

des poids, 112
des racines, 113

restriction de scalaire, 25
rotation

lumière, 83
spatiale, 79

scalaire de Lorentz, 71
semi-simple, 30
simplement connexe, 23
sous-algèbre

de Cartan, 112
de Lie, 24

sous-espace
invariant, 32, 41
stable, 32, 41
trivial, 32

vectoriel
de type espace, 74
de type lumière, 74
de type temps, 74
orthogonal, 74

sous-groupe
à un paramètre, 11
compact maximal, 81
de Cartan, 81
de Lie, 20

sous-variété, 15
produit, 17

spin, 6
stabilisateur, 121

point par point, 121
surface, 16
symbole 3-j, 65
symétrie de saveur, 116

tenseur
métrique, 71
pur, 37

théorème
d’inversion locale, 122
de décomposition polaire, 20

trace, 10, 66
transformation de Lorentz, 76

propre, 76
orthochrone, 76

spéciale, 79
transitive, 121
translation

à droite, 20, 120
à gauche, 20, 120

trigonaliser, 11
triplet, 117–119

unipotente, 13
unitaire, 73

vecteur
de plus haut poids, 115
de poids, 115

vecteur tangent, 16
voie octuple, 116
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