M Physique théorique Théorie des groupes Chapitre 3
Généralités sur les Représentations de groupes
Introduction

L'idée générale de la théorie des représentations est d'essayé d'étudier un groupe G en le faisant agir sur
un espace vectoriel de maniere linéaire. Autrement dit, une représentation d'un groupe est un moyen de
Voir un groupe comme un groupe de matrices inversible dans le but de comprendre certaines propriétés
du groupe a l'aide des propriétés des matrices associées.

I. Représentations
1.1. Définitions

1. On appelle représentation d'un groupe G notée T'(G) un homomorphisme de G dans le sous groupe
des transformations linéaires GL(R) dans un espace vectoriel R. En d'autres termes:

si G ={FE,a,,a, ,as,..,,a, }ungroupe finid'ordre n, une représentation de G consiste a associée a
chaque élément de G une matrice de dimension égale a la dimension de I'espace considéré.

E-I(E), a,=-T(ay), a, -T(az),..,a, 2T(a,),
ou T est I'homomorphisme du groupe G dans GL(R).
2. Six est I'opération interne dans GL(R) et (.) cellede G ona

e I'(a;.a;)=T(ay) *T'(ay)
e TI'(E) = I (matrice identité)
o T(a))'=T"(ay)

1.2. Représentation du groupe de symmetries du triangle équilatéral dans I'espace cartésien R?

&L e |C3|G*| oy | oy | oy
y e e | Cx| C?l oy |02 ]| o3
C 3 C 3 C{' € g2 03 7,
x » = .{ ‘{ . ) - - 4
Cy Gy e Cz3| 03| 04| 0,

g, 0| 03| 0 C“| Cs

7 + e |

€
O, | 02| 0, | 04 C

Triangle équilatéral

i
Z
03 | 03| 02|91 | CG°| C3| e
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;) Une

) ou x,y' sont déterminés

On rappelle que dans I'espace R%, un point M est représenté par un couple (

x !
transformation T dans le plan R? associée au point M (y) le point M’ (;

selon la transformation T.

1.2.1. Cas d'une rotation d'angle 0

Si T est une rotation d'angle 0, alors

x (X x = cosO x—sinby
. — - 1
M (y) M (y’) tels-que {y = sinB x + cos@ y

cosO —sine)

La matrice associée a cette transformation est ( )
sin@ cos0O

Prenons comme exemple I'élément neutre e du groupe C3,,.

e: C'est la transformation qui consiste a ne rien faire. Elle peut étre vue comme une rotation
cos0 —sinO) _ (1 0)

sin0 cos0 0 1

1 0)

0 1

d'angle zéro. La matrice associée a cette rotation est (

Donc la représentation de e dans R? est donnée par I'(e) = (

On suit la méme technique pour les autres rotations du groupeCs,,

1.2.2. Cas d'une réflexion

A Si on considere l'inversion a; par rapport a |'axe passant par le sommet A.

C'est une transformation qui laisse le point A inchangé et qui interverti les

points B et C
C B
X "~ =
o: T: M(y) -M <J’) tels-que {xy, _ yx
Ty o4: C'est une transformation qui joue le réle d'une symétrie axiale par
rapport a |'axe passant par 4 et perpendiculaire a [BC] . La
. s . -1 0
matrice associée a cette transformation est ( 0 1)
Donc: I'(o,) = (_01 (1))
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1.3. Représentation fidele

Une représentation I est dite fidélesiV ay a, € G:T(ay) = I'(a;) 2 a,- a,.
Dans I'exemple précédent il s'agit d'une représentation fidele.

1.4. Représentation équivalente

Soient I'(G), I''(G) deux représentations d'un groupe G.
I'et I sont dites équivalentes s'il existe une matrice inversible S telle-que pourtouta € G
Ir(G)=sTI'(6)s1!
c.a.d., que I'on peut passer d'une représentation a I'autre par un changement de repere. La matrice
S lorsqu'elle existe elle s'appelle la matrice de changement de repére.
Explication
Soit I une représentations d'un groupe G et soita € G, donc il existe une matrice linéaire A telle-
que I'(a)=A.Comme A est une transformation linéaire donc pour chaque vecteur X il existe
un vecteurY tel-que AX =Y. Soit S la matrice de changement de repére et soient X', Y,
I"(a) lesimagesde X,Y,I'(a) par S.Onaalors, X = SX, Y = SY, I"(a) = ST(a),
X=S1X".llenrésulteque , ¥ =SY = SAX=SAS"'X' = (ST(a)S HX'=T (a) X’
donc I'(a) = ST(a)S™!

1.5. Caractére d'une représentation

1.5.1.Définition

On appelle caractére d'un élément a € G dans la représentation I', la trace de la matrice qui lui
est associée. On note le caractére d'un élément a par y(a) et on écrit y(a) = Tr(['(a)).

1.5.2. Propriétés

1. Deux représentations équivalentes ont les mémes caractéres.

2. deux éléments d'une méme classe possedent les mémes caractéres.

Preuves

1. Soient I'(a), I"(a) deux représentations équivalentes. On aura besoin de la propriété importante de la
trace d'une matrice Tr(A.B) = Tr(B.A).
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x (@) = Tr(I'(a))= Tr(ST(a)S™H= Tr($5 'I(a))=Tr([(a))= x(a).

2.Si a, b appartiennent a la méme classe donc ils sont conjugués. Il existe x € G tel-que

b = xax™1

Onpose I'@Q)=A et I'(b) =B.Ona
B=T(xax ) =T@WTIr@rxH)=rkxrrxm1

x(B) =TrT(x) T(@) T(x)™) =Tr(I(x) F((x)'I(@)) = Tr(T(a)) =Tr(A) = x(a).

Exemple
t 0y | e |C3 |G| o | o | oy
: : y e e | Cx| G?|l oy |02 | 03
C; | C3| G5 € 02| 03| 0y
",': x » } )0 = - - 4
| C( C(& e C 3 g3 01 GL.’
g : 0y 0| 03| 0 C“| C3|

./7. -

Triangle équilatéral

Nous avons déterminé dans la série N° 2 les représentations des elements de ce groupe sont :

_1 o¥B) [ 1 3)
rer= (1 9). r<c;>=k 22 ) rc)= | _2 21), ren= (g 1)
2 2 2 2
.1 —_3\ L1 ﬁ\
ren=| 2 % |rea=| 2 2
22 2 _E/

Les classes d'équivalences sont : {e},{(C},C3 },{01,02, 0, }.
Ona y(e)=TrI(e) = 2.

On peut facilement vérifier que les elements d'une méme classe ont les mémes caractéeres en calculant les
traces des matrices associées.

x(€3) = x(c3) = -1
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x(o1) = x(61)= x(03)=0.

Il. Représentations réductibles et irréductibles

2.1. Notion de sous espace invariant et représentation réductible

Définition
Soit T une représentation d'un groupe G dans un espace vectoriel R™ de dimension n.

S'il existe un sous espace Ry de dimension m < ntel-que Vx € R4, I'(a).x € R{,Va €G,

alors R4 est dit un sous espace invariant. Alors la matrice associée a un élément quelconque a € G peut

se mettre sous la forme :

"o )

| Une matrice de dimension nxm
I, // (n—m)x(n—-m)
T // n—mxm

I';, Iz, T sont des blocs matricielles.

On doit avoir ce zéro qui désigne la matrice pour pouvoir avoir I'(a).x € R,

i 1)

2.2. Représentation reductible-irreductible

¥ T
o Si I‘(a):( 1(a) (@) ), Va € G, alors la représentation est dite réductible.
0 D)
. , . . . F1(a) 0
e Side plus I'espace R, est invariant donc indépendant de R,,alors I‘(a)=( 0 r (a))
2

Va € G, alors la représentation est dite completement réductible.
I;(a) est la représentation de I'élément a dans Ry,
I, (a) est la représentation de |'élément a dans R,.

e Si T4, I;ne peuvent pas étre réduites davantage alors Ty, I, sont dites

representations irreducible de G (notées R.I).

e Les dimensions des représentations irréductibles sont en relation avec I'ordre du

groupe.
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2.3. Décomposition de Jordan

On appelle décomposition de Jordan la décomposition d'une représentation en représentations
irréductibles . La decomposition est notée
'=mI; & myI[, @ msl; .. @ m.I,
m; représente le nombre de fois ou la représentation irréductible I; apparait dans la

représentation réductible I.

2.4. Table des caractéres

Soit G un groupe d'ordre N.

Une table de caractére contient tous les propriétés de symétrie d'un groupe de symétrie.

Pour tracer cette table on suit les étapes suivantes:

1. On détermine toutes les clases de symétrie du groupe. L'élément neutre définie sa propre classe.
2. Soient €4, C5, ...C,. les représentants des r classes . Soient nq, n,, ...,n, le nombres d'éléments
des classes de représentants respectifs €4, C5, ...C,. avec Yi_yn; = N

3. on note le nombre de classes par r. Comme le nombre de représentations irréductibles est

égale au nombre de classes , on note les représentations irréductible par I't, I'?, ...I'".

r Classes

[ E Gy naba

['(I]

2

e

4. Pour remplir la table de caractére on a besoin des théorémes suivants:
e Pour remplir le premieére ligne
Théoreme 1

Il existe une et une seul représentation irréductible complétement symétrique notée I'! et
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qui ne contient que des 1. Elle est irréductible puisque sa dimension est 1.
r(a)=1,va €G6.
Elle vérifie aussi
I''(ab) =I''(a)I'(b) =1 (homomorphisme)

On réserve la premiere ligne de cette table aux caractéres de cette représentation,c.a.d., on fait
correspondre a chaque classe la trace des éléments de cette classe qui est toujours égale a 1.

e Pour remplir la premiére colonne
Théoréme 2
Soit G un groupe contenant N éléments répartis en r classes. Alors les dimensions des
représentations irréductibles 'L, I'?, ...I'" sont reliées a I'ordre du groupe G par la relation

i1 fif =N=|Gl.

La premiere colonne est facile a remplir si on connait les dimensions de chaque représentation,
parce que le caractére de chaque représentation I' commence par la trace de T'(E) qui n'est que
la trace de la matrice unité et par conséquent c'est la dimension de cette représentation. Donc

la colonne commence par 1 suivi par les valeurs de f; obtenues par la relation précédente

________ r Classes
G E “1[?1 nyliy
[-[I] 1 1 1
re | f
[ird f,.
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e Pour remplir les autres cases
Théoréeme 3

Soit I'*, T'* deux représentations irréductibles.
Nsi t=u
A —
Zini){ixi _6‘5,11 - {0 si T+ U
D'apres le Théoréme 3, pour calculer la valeur dans une case , on utilise les deux produits
're=Ynxix=N sit=up
et

Ire=Ynxx=0 sit#u

r Classes

[ 1 1 1

@ f X:“ .-fl-ﬂ

: i
[ird f. X {r} Ii .3

Exemples

1. G = {E, 0}, oUE estl'identité et  une réflexion par rapport a un plan donné.
Il est claire que si on applique la réflexion deux fois consécutifs a un point donné le rend a sa place
initiale. Donc  @?= E, par suite G est un groupe cyclique Abélien . Comme G est Abélien alors
chaque élément de G forme sa propre classe. On a alors les deux classes €; = {E} et C, = {0}.
Le nombre de représentations irréductibles est égales au nombre de classes donc on a deux

représentations I'l et T'2. D'apres les théorémes 1 et 2,La table des caractéres est donnée par :
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telles-que flz +f22=2 et f1=1,

donc forcément f, = 1

Théorie des groupes Chapitre 3

La premiere ligne ne contient que des 1. La premiére colonne contient les dimensions f1, f2

G | C,={E} | C, = {0}
ri 1 1
2 1 a

pour le calcule de a on utilise les deux conditions du théoreme 3

{1 +a?
1 +a

ce quidonne a= -1

2. G ={E, C},C5}.G estungroupe cyclique et comme il est abélien chaque élément forme sa

propre classe . Donc on a 3 classes différentes C; = {E}, C, = { C%}, C; = { C%} Comme le

nombre des représentation irréductible est égale au nombre de classes , alorsona 3

représentations I'l, I'2, I'3.

G

Fl

FZ

l"3

= [ [

SR (=D

alja (=D

Dans la premiéere ligne nous n' avons queue des 1

dans la premiére colonne on a lesvaleur f1,f2 ,f3,

telles-que f12+ fzz +f32 =3, etf; =1.

La seule possibilitéest f{ = fo, =f3 =1.

Remarque

le 3 du second terme désigne I'ordre du groupe. I‘Z( C%)

Ona I'?(E) = 1, ce qui est équivalent a I'? [[( C§)3]] =12 [r?( C%)]3 =1. donc a®=1

i2m

a est une racine cubique de 1 et par suite a = e’3.

i2m

Par la condition d'orthogonalité 1+ a+ c = 0 etenremplaganta = e 3.

-1
on trouve ¢ ? -

V3

i4m

—i=e3 =a
2

2
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Chapitre 3
G | Ci| Cy | Cq
rr{i1|1|1
r2 | 1 a | a? Pour calculer les nombres b, d , on applique le théoréme 3
r3|1 b |d * Condition d'orthogonalité (1) 1+b+d =0

* Condition d'orthogonalité (2) 1+ ab+a?d =0

a+a’b+a*d=0 2 a+a’b+d=0.

Un calcule simple donne b = ﬁ= —1—-a=a etd = a?.
G | C;| C, | C3 cette table vérifie les trois théoremes
rt| 1 1|1
2| 1| a |d Remarque: a3 =1et|al| =1
k| 1| ala?

2
1.1+aa+a?a?=1+al?+ |[a®|" =1+Ial?®+ |lal*=3

2.5 Application de la table des caractéres pour la décomposition de Jordan

Exemple

Soit G = S; = {E, (123)(132)(23)(13)(12)}

1 00
R(E)=<o 1 0) x(R(E)) =3,
0 0 1
01 0 0 0 1
R(123)=<0 0 1) R(132)=<1 0 0) , x(R(123)) = x(R(132)) =0,
1 0 0 0 1 0
1 00 0 0 1 0 1 0
R(23)=(0 0 1) R(13)=(0 1 0) R(12)=<1 0 0),
0 1 0 1 0 0 0 0 1

, x(R(23)) = x(R(13)) = x(R(12)) = 1
Les classes de ce groupe sont: €y = {E}, C, = {(123),(132) }, €5 = {(23)(13)(12) },
n = |Cil=1n,=[C;l =2,n3=|C3| =3;
ny+n, +n; =6= |G|
Les représentations irréductibles sont: T'1, I'?, I'3 relatives aux classes respectives Cq, Cy,C5.

Sa table de caracteres est

G | C;|2C,|3C,q
rt| 1 1 1
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r>’) 1| 1 |-
r*|z2|-1]o0

3
On note par x* le vecteur x* = (0) des traces des représentations respectives I'l, I'2, I'3,
1

Soient X1, x2,x3 les vecteurs dont les coordonnées sont lignes respectifs de la table des

1 1 2
caractéres.x* =(1), x*=( 1 |, ¥ =(-1|.
1 -1 0

La décomposition de Jordan est donnée par

r=mI'' @ myr?2 @ m,r3

Gl Lajeq 7

my = St xi s + naxdxs I=5[IX1x3+2x1x0+3x1x1] =1,

=

Mo X +m3x + n33x 1==[1Xx1x3+2x1x0+3x(-1)x1]=0,

e

m, =

[1x2Xx3+2%x(-1)x0+3x0x1]=1,

=

1 * £ *
mz = g[TllX%Xl +mXe X + XX 1=
r=1xr‘*e oxrz ¢ 1xr3
r=rtern

2.6. Représentation reguliére d'un groupe

La représentation réguliére d'un groupe consiste a associer a chaque élément a € G une matrice

0 — g1
rreg(a) =A= (at,s) — { 1sia=ts

0 sia+ts!

a, s les coefficients de la matrice réguliere. La définition de I'élément a; s signifie que quand
a = ts~ 1 alors le coefficient qui se trouve dans la ligne t et la colonne s prend la valeur 1 et tous
les autres coefficients de la méme ligne prennent la valeur zéro. Donc la matrice de représentation

réguliere c'est une matrice qui ne contient que des 1 ou 0.
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Exemple : Représentation réguliére du groupe de
symétrie du triangle équilatéral

R Ly
e e | C3| G*| o]0z | 03

. ’Cc.(l C*| e | 02| 03| o,

G 1.G°|l 2 | Cxlos | 04l @2

g : 0, | 04| 03| 02| e | G?| C;
Triangle équilatéral 62| 02|01 03| C3| e | G
o | o3| a2| 01| G| Ca| e

Pour déterminer la représentation réguliere de I'élément e on procéde comme suit

1. on commence par chercher le produit ts~! qui me donne I'élément e,

1 1

2. onidentifiele s™" et une fois on connaitle s~ on détermine I'élément s,
3. dans la ligne tetlacolonnes, on pose la valeur 1,
4. dans les autres cases de la méme ligne on pose la valeur 0,

5. I'ordre de la matrice de représentation réguliere est égale a I'ordre du groupe.

On a alors:
10 0 0 0 O
(0 1 0 0 O 0\
[eg(e) = % % 10 10 (? (? | = I(matrice identité).
0 0 00 1 0/
0 0 00 0 1
Remarque

x(rn,g(e)) = 6 = dim (rreg(e)).

De la méme maniere on calcule les matrices régulieres des autres éléments du groupe

001000
/100000\
010000
Lreg(C) =19 0 00 0 1
00010 0
0000 1 0
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Remarque

X(Treg(€2)) = 0 # dim (Tye0(C3)) = 6

Résultat important:

1.Sia = e alors x(rreg(e)) = dim (r,.eg(e)).

2.Sia # e alors X(I‘reg(a)) =0.

2.7. Représentation unitaire

Soit K un espace vectoriel munit d'un produit scalaire noté (. ) ,tel-que

1.(x,y) =(y,x)",

2.{(x,x)>0

(y, x)" est le conjugué de (x,y)

On rappelle que A* = com(A)"

2.7.1. Définition

Une représentation T d'un groupe G est dite unitaire si Va € G I'(a) est unitaire, c.a.d.,
'(a) =T*(a) =T(a™)

I'*(a) est la matrice adjointe de I'(a).

Une représentation unitaire conserve le produit scalaire et I'orthogonalité, c.a.d.,

Six =T(a)ety =T(y)alors(x,y)= (x,y),

etsi(x,y) = 0alors (x',y') = 0.

Remarque

I'(a) est unitaire <_—)F*(a)l‘(a) =]

2.7.2. Théoreme

Toute représentation unitaire réductible est entierement réductible

Ce théoreme veut dire qu'on peut faire la décomposition de Jordan pour une matrice unitaire .

2.7.3. Théoréme
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Toute représentation I d'un groupe fini G dans un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est
équivalente a une représentation unitaire, c.a.d., il existe une matrice S telle-que r =srs1.

2.7.4. Lemme de Shur et théoréme associés

Théoréme

Soient I', T’ deux représentation irréductible d'un groupe G dans deux espaces vectoriels K, K’

s'il existe une application T: K= K telle-quevVa € G,I'(a). T = T.T(a) . Alors, seules deux
possibilités existent

1. T = 0 et I, ' sont deux représentations différentes

2. T # 0 etT, I’ sont deux représentations équivalentes: I =TrT1! (avecdetT # 0, sinon T™1
n'existe pas.

2.7.5. Lemmes de Schur

Lemmel

Une matrice T qui commute avec I'ensemble des matrices d'une représentation irréductible est
nécessairement un multiple de l'identité,c.a.d.,siVa € G,I'(a).T = T.I'(a) alors T=4,A € R
Lemme2

Toutes les représentations irréductibles d'un groupe Abélien sont nécessairement de dimension 1
Remarque

Si une matrice T commute avec les matrices d'une représentation et que T# Al alors la
représentation n'est pas irréductible elle est réductible. Autrement dit,

Représentation irréductible + I'(a). T = T.I'(a),Va € G implique T= A1,A € R,

I'(@a). T=T.T(a),Va € Get T=AI,A € R implique la Représentation I' est irréductible.

I1l. Produit tensoriel et représentation

En physique, on a plus souvent affaire a des produit directs d'espaces vectoriels qu'a des espaces
simples. Pour quelle raison?
Dés qu'un systeme contient plusieurs degrés , chacun va s'abattre dans un espace qui lui est propre

et le systéeme entier sera décrit dans un grand espace espace produit des petits espaces
correspondant a chacun des degrés de libertés
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3.1. Définition

1. Soient (V,T'1),(V,,T'?) deux représentations des deux groupes, G, G, sur les espaces
vectoriels V;, V, . Lareprésentation' = I'' @ T'? est la représentation de G; X G, sur I'espace
V; x V, dite le produit tensoriel des deux représentations I'!, I'2

ot I'(g,g) =T'(9) ®T%(g), (9.9") € G X G,

2.Si Gy= G,=G La représentation I' = T'' ® I'? est la représentation de G X G sur I'espace V; X V,

dite le produit tensoriel extérieur des deux représentations I'', T2 ot T'(g, g") = T'(g) ® T'%(g),
(9,9") € G X G avec g différent de g’ en général.

3.5itG ={(9,9),g €G }.G =G < G XG.larestrictionde T = I'' ® I'?> sur G s'appelle le
produit tensoriel intérieur de Gsur V; X V,.

Remarque

Danslecas Gi=G,=G

Produit tensoriel extérieur : T'(g, g") =T'(9) ®T?*(g),g € G, g €G.

Produit tensoriel intérieur : T'(g,g) = T''(9) ® I'*(g), g € G.

3.2. Proposition

Soient (V,T1),(V,, T'?) deux représentations irréductibles des deux groupes, Gy, G, sur les
espaces vectoriels V;, V, de dimensions finies alorsT = T'' ® I'? est une représentation
irréductible de G X G sur l'espace V; X V5.

Remarque importante

Méme si le produit tensoriel extérieur est une représentation irréductible de G X G, le produit
tensoriel intérieur est en général réductible.

La réduction du produit tensoriel intérieur en représentation irréductible s'appelle décomposition
Clebsch-Gordan.

3.3. Définition

SoitI' =T! @ I'? est une représentation irréductible de G x G sur l'espace V; X V.
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Les caractéres du produit tensoriel des représentations est égale aux produit des caractéres de

chacune des deux représentations: X (I'(g,9)) = X(T'1(9)x{T?(g9)), g € G.

SiI', T2 sont deux représentations irréductibles de G de dimension respectives n, et n, alors

dim(T'(g,9)) = dim(T'(g)) x dim(T?(g)) =ny x ny, g €G.

3.3. Décomposition Clebsch-Gordan

Le produit tensoriel intérieur T = T'! ® I'? est une représentation réductible du groupe G = G et
sa réduction en représentation irréductible de G s'appelle décomposition Clebsch-Gordan.

r'®rig,g) =@ arl(g)

oo gk i
oua; = ﬁzl'ﬂnj Xj- Xj

x=x1? =yl x x*
¥t = WD = i x 2
x " est le vecteur dont les composantes sont les traces des représentations du groupe G

3.4. Exercice d'application

On considere le groupe G = C3,,
1. Donner la décomposition Clebsch-Gordan de D X D ou D est la représentation de Jordan
2. Donner la décomposition de Clebsch-Gordan des produit tensoriel interne des représentations

du groupe G.
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