Asservissement échantillonné et régulation numérique Chapitre 3: Analyse des systémes discrets et stabilité

Chapitre 3: Analyse des systémes discrets et stabilite

1. Stabilité des asservissements échantillonnés
Définition 1 : Un systéme est dit stable si, écarté de sa position de repos, celui-ci revient a cette
position lorsque la cause qui I’en a écarté cesse.
Définition 2 : Un systéme est dit stable si sa réponse a toute entrée bornée, la sortie est bornée.
1.1.Critére mathématique de stabilité
La définition de la stabilité des systémes discrets est similaire aux systémes continus: a une entrée
finie doit correspondre une sortie finie.

Dans 1I’étude des systémes linéaires continus qu’un systéme est stable si tous les poles de sa
fonction de transfert sont a partie réelle négative. Ce théoréme s’étend aussi aux systemes
¢chantillonnés par analogie entre les plans en p et en z puisque le demi plan gauche (domaine de
stabilit¢) se ramene a I’intérieur du cercle unité du plan z. Si la fonction de transfert de la forme
suivante :

H(py= ——£L

[Tte-po
i=1

Avec Pi = 0; +](1)L

Donc le systéme est stable en continu si g; < 0

En appliquant la transformation z = e”?, on obtient :
zZ; = eO'iTewiT

0, <0>|z|=le’T| <1

Donc, un systéme échantillonné est stable si et seulement si tous les pdles pi de sa fonction de transfert

sont |zi | < 1.

Un systéme échantillonné, est stable si les poles de sa fonction de transfert se trouvent a 1’intérieur

du cercle unité.
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Figure 1. Correspondance entre le plan complexe et le plan complexe : Passage du domaine continu
au domaine discret

Exemple :

a. Stabilité en boucle ouverte d’un systéme échantillonné du premier ordre

Soit un systeme régi, en boucle ouverte, par une équation de récurrence suivante :
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5 = bey + as,_ |

En appliquant la transformée en z, on trouve :
S(z) = bE(z) +az™ 'S(z)
5(z) b

(__;' =) = ] -
@ Ez) |—az!

L’unique pole de la fonction de transfert est a. Donc, la condition de stabilité est : |a| < 1
b. Stabilité en boucle fermée d’un systéme échantillonné du premier ordre
Un systéme échantillonné de fonction de transfert en boucle ouverte G(z) placé dans une boucle a

retour unitaire (Figure.2)

El(z) &(z) S()

Figure 2. Schéma d’un asservissement échantillonné a retour unitaire.

La fonction de transfert (selon ’exemple 1) est donnée par :

‘ b
Giz) = - =

| —az=! =

Les parametres b et a sont positifs. On supposera que a < 1.

La fonction de transfert en boucle fermé:

bz
1+ Giz) |+ bz (b+1iz—ua

I—d

H(z) =

L’unique pole de la fonction de transfert est :b;:-l

Le systéme est stable en boucle fermée si I’'unique pole de cette fonction de transfert est inférieur a
=<1

1.2.Critére algébrique de Jury
Il n'est pas possible d'utiliser le critére mathématique pour les systémes d'ordre élevé ou ayant des
parametres variables. Un critere algébrique existe, dit de Jury permet de diagnostiquer la stabilité d'un
systtme sans avoir a calculer ses pdles. Ce critere s’applique directement sur le polyndme

caractéristique du systéme.

Soit un systeme discret dont la fonction de transfert est la suivante:

6(2) =52

Le polyndme caractéristique du systéme est donné comme suit:
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n n=1
D(z) =apz" +a2" " +--+a,
a,, @, Ay, .., a, sont des coefficients réels et avec ap > 0.

Les coefficients de D(z) permettent de construire la table de Jury formée de (2n-3) lignes de la

maniére suivante :

Ligne 2" z! z? z° . vt | g z"
1 an Ap-1 Ap-2 Ap-3 . az a ag
2 ay 5] a; a3 Un-2 an-y ay
3 bp-y | bp-y | by-3 | byy | ... by by
4 b, b, b, b by3 | byy
5 Cn-2 Cn-3 Cn-4 Cn-s5 Co
6 Co €y €y €3 Cn-2
2n-5 Ps |2 P Po
2n—4 Po Py P2 Pa
2n —3 9 1 o
Avec :
dvec
a Apeq1=i
b{.:‘az ;111 pouri=20,1,2,3,..,.n— 1
i+
bpo1 bp-z-
¢ = ;01 E.fll pouri=0,1,2,3,..,n— 2
L
Pz Pz-i .
— = 0, ]., 2
U= 1py  ppaad POUTE
Enoncé :

Un systéme ayant une équation caractéristique D(z) est stable si toutes les conditions suivantes sont

satisfaites :
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la,| < a,
D(1)>0
(-1)™»(-1)>0
| by-1| > | by

| cn-a| > | co

Calib ol S

| 2| > | qq]

Exemple :

Soit le polyndme caractéristique :
D(z) =z +z+0,21
ag=1,a, =1eta; =0,21
Dan ce cas, le tableau de Jury a 2n —3 =1 ligne (carn = 2). Il faut donc vérifier les trois

premiéres conditions de Jury :

- Premiére condition: |a;, = 0,21| < ag=1;
- Deuxiéme condition: D(1)=14+14021=221>0;
- Troisiéme condition : (—=1)?D(-1)=1(1-1+10,21)=0,21> 0.
Comme les trois conditions sont satisfaites, donc les racines du polynome D(z) sont a I’intérieur du

cercle unité, et par conséquent, et d’apres Jury, le systéme associé est stable.

Remarque: Si ag <0 :

- d’abord, on construit un autre polyndéme : D,(z) = —D(z) :

- puis, on traite le nouveau polynome D, (z) par le critére de Jury.

1.3.Influence de la fréquence d’échantillonnage sur la stabilité
Le choix de la période d’échantillonnage peut étre influencée sur la stabilit¢ d’un systeme
¢chantillonné. Soit un systéme de fonction de transfert en boucle ouverte G(p) placé dans une boucle

a retour unitaire avec :

K
G(P)Zﬁ

Le systeme échantillonné asservi qui possédera le méme fonctionnement aura pour fonction de

transfert (Figure 5):

BOZ K "
E@) 1+1p S(z)

G(z)

Figure 5 : systéme asservis €chantillonné premier ordre
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Glz) = Hlz)
Ez)
((1-F)
-
z—1 E
Glz) = & = -
£ p(l+p) e
K11 _Ilf
N ¢ B ('_E )
2) = 1+Giz) L _Ly
z—e"T+K|(1-e"T J

H(z) posséde un pole donné par :

(L L
p=KleT-1|+e "
hY ry
Le systéme échantillonné sera stable si et seulement si :
P O Y
K(C T—1|+e T[<1
b iy
Donc :
(L L
Kef 1]+c Tel=Ks>-1
b Fy
Ou bien :
T:
. T
-= l+e T
K—(]+K]C T-;']:},-K-C:—T
l+e T

Dong, il existe une limite supérieure du gain statique qui délimite le domaine stable.

Si le gain statique qui est fixé, on a:

T, _L
K—(I+K}e T—=:I=>—(I+K}e T2 1-K
1 _ _ —
r.-:_"_'>—l K::»—T“b-lnl K:bT_-dTlnl K
1+ K T 1+ K y 1+ K

La période d’échantillonnage doit donc étre inférieure a une valeur qui dépend des parametres du
systeme c.a.d. la fréquence d’échantillonnage doit étre supérieure a un certain seuil.

Remarque : la fréquence d’échantillonnage n’est pas uniquement dictée par le théoréme de Shannon
(d’ailleurs il n’est pas toujours possible de connaitre a priori les spectres des signaux dans le systéme)
mais aussi par les caractéristiques du systéme.

Choix de la fréquence d’échantillonnage

Pour choisir la fréquence d’échantillonnage, d’abord il faut évaluer la bande passante fpas du systéme

asservi et de choisir une fréquence d’échantillonnage telle que :

6f,. < £ <25¢f
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