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1. Notions sur les surfaces :

On va présenter quelques concepts sur les surfaces dans R3. Les surfaces peuvent étre définies par
trois types d’équations.

Définitionl. (Surface définie par une équation implicite)

La surface S est définie par une équation implicite s’il existe une fonction F de R3 dans R telle
que: S={(x,v,z) ER3 F(x,v,z) =0}

Exemple : La sphére unitaire est donnée par I’équation implicite :
x2+y?+z2-1=0.
Définition 2. (Surface définie par une équation explicite)

On dit qu’une surface S © R3 est définie par une équation explicite, s’il existe une fonction g de R?
dansR: S ={(x,y,2) €ER3, z= g(x,y), (x,y) EAc R?}.

Exemple : La sphére unitaire est définie par I’'union de deux surfaces explicites :

S = {(x,y, Z)ERS3 z= J1—x2—y2 (x,y)E€E B(O,l)},
S = {(x, y,z) € R, z= —/1—-x%2-y2, (x,y)€ B(O,l)}.

Définition 3. (Surface définie par ses équations paramétriques)

On dit qu’une surface S ¢ R3 est définie par ses équations paramétriques (ou une surface
paramétrée), s’il existe une fonction f de R? dans R3 telle que :

S={f(u,v) ER3 (u,v) €D cR?}.

Exemple : La sphere unitaire est définie par ses équations paramétriques :

S ={(singpcos@, singpsinf, cosp) € R3 (¢,0) € [0,7[ x[0,2m[ }.
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Figure 1. Surface paramétrée

2. Plan tangent et la droite normale a la surface

2.1 Le cas d’une surface définie par une équation implicite

Soit S une surface de classe C* définie implicitement : S = {(x,y,z) € R3, F(x,y,z) = 0}.
Le plan qui contient toutes les tangents des courbes sur S passant par le point P € S est
appelé le plan tangent a la surface S au point P.

Soit P = (xo, yo,2o) € S. On rappelle que le gradient de la fonction F est donné par :

()

a_F

0z

Alors I’équation du plan tangent TpS est donnée par :
S: ((gradF(P))t, (X—XO, Yy = Yo Z_ZO) )=O

et I’équation de la droite normale (N) au point M est:

(V) ={P + A(grad F(P)) eR?, 1€ ]R},

grad F =

(grad F(P))*
l(grad F(P))!II
Exemple : Considérons la sphere unitaire donnée par :
S ={(x,y,2z) €R3, x2+y?+z2-1=0}
Posons : F(x,y,z) = x% + y%2 + z? — 1.

et la normale unitaire est le vecteur : n =

oF
ax\ 2x
Alors grad F(x,y,z) = (x, y,z)—( )
aF 2z
9z
1 1 1
I’équation du plan tangent TpS au point P (\/—5, = \/—5) est donneée par
(grad F (=)t (x = : )
ra = = = ) x__l - =) zZ ——= =
I 3'V3'V3 3T V3
((2 2 2) ( 1 1 1)) 0
=T == X — ) - T = zZ ——= =
3'V3'V3 N V3



2 + 2 + 2 2=0
—x+— —z—-2=0.
BB

2.2 Le cas d’une surface définie par une équation explicite :
Soit S une surface de classe C* définie explicitement par:
S={(x,y,2) €ER3, z= g(x,y), (x,y) Eac R?}.
Onpose: F(x,y,z) = g(x,y) — z. Soit P = (x,, Yo, Zo) € S.Dans ce cas le gradient de la
t
fonction F estdonné par: grad F = (Z—i (x, ), g—i (x, ¥),—1 ) . Alors I’équation du plan
tangent T,S est donnée par :
a a
TpS: ((ﬁ (X0, Y0 ﬁ(xo’ Vo), —1 ), (X=X ¥y = Yo, 2—29)) =0,
et I’équation de la droite normale (N) au point P est:
— 99 99 — 3
W) = {P+ (o y0), 2 (xo, Yoy ~1) ER® A ER ,

a a
(ﬁ(xo'YO), a—“;],(xo’YO)' _1)

||(3—i<xo,;vo)' g—f,(xo,yo), -1)|

et la normale unitaire est le vecteur : n =

Exemple : Considérons la surface (paraboloide elliptique) définie par :  z = 2x2 + y? et le point
P =(1,1,3).

Posons : g(x,y) = 2x% + y? alors z—z(x, y) = 4x et g—f(x, y) = 2y.

Par la suite : Z—z(l, 1) =4et 3—5(1, 1) =2.
L’équation du plan tangent a la surface au point P est donnée par :

(4,2 -1, (x—-1,y—-1,z-3)=024x-1)+2y-1)—(z—-3)=0
Donc TpS: z=4x+ 2y — 3.

(Gran, Fan -1) a1

”(6—9(1,1), %(1,1), —1)” T2~

.- 1
Le vecteur normal unitaire est n = == (4,2,-1).

2.3 Le cas d’une surface paramétreée:

On commence par donner la définition d’une surface régulicre.
Définition 4. Soit S une surface paramétrée de classe C* définie par :

S={f(w,v) €R3 (u,v)€ D c R?}. Onditque lasurface S est :
e Réguliere en (uy, vy) € D si les vecteurs de dérivées partielles de f en (ug, vy)
qu’on note g—i (ug, vy) et Z—i (ug,vy) sont linéairement indépendants (et donc non
nuls) i.e. leur produit vectoriel est non nul :
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of af of af
a(uo, Vo) A P (ug,vp) # 0 (ou ||£ (ug,v9) A = (uo,vo)” # 0).

e Singuliére en (uy, vy) € D si les vecteurs de dérivées partielles de f en (uy, vy) sont
linéairement dépendants i.e. leur produit vectoriel est nul :

f (uo, o) /\ (uo» ve) =0 (ou ”_ (uo,vo) A a_ (uo, Vo)” = 0).

o Régullere si elle est regullere en tout point de D.
Exemple : La surface paramétrée par :
S ={f(u,v) = (W?v%uv) € R3 (u,v) € R?} estsinguliére en (0,0).
En effet on a:
Z—i (uw,v) = 2u,0,v), Z—]; (u,v) = (0,2v,u), cequidonne:
or or = (=212 2u>2
™ (u,v) Ao (u, v) = (—2v°,2u”, 4uv).
of of s
Donc le vecteur o (u,v) A > (u, v) s’annule en (0,0).
Définition 5. Soit S une surface de classe C* paramétrée par :
f: D - RB, avec f(ul 17) = (fl(u; v)'fZ(ul v)lf3(ul v)): Dc RZ
et P = f(uq, vp) un point regulier de S (i.e. la surface est réguliére en (ug, vy)). On appelle :

e Plantangenta S au point P est le plan engendré par les deux vecteurs Z—Z (ug, vg) et

Z—i (up, Vo) et passant par P :

0 d
af (uo, Vo) / (uo» Vo))

BS=P+W@a(
= {f (o, v0) + A%, (o) + 13 (uoyvo), LHER |,
L’équation du plan tangent TS est donnée par :

LN, v0) (¢ = 10,700, ~ ot v0), 2 = i, v) = 0

e Vecteur normale unitaire de S en P est le vecteur :

3 (wow0) A L (ug,v,)

Haf( Up, Vo) A 1,(uolvo)”.

n(uo, vO)

Par définition les trois vecteurs ( (uo, vo) (uo, Vo), n(uy, vo)) forment une base directe de

I’espace au-dessus du point de la surface (c est-a- dire un repére mobile). Mais cette bas n’est ni
orthogonale ni normale.

Exemple : Considérons la surface paramétrée par :



S={f(wv) = W% v%u+2v) €ER3 (u,v)€ R?*}etlepoint P = (1,1,3)
. . of of - .
(i.e. u=1letv=1).0na: o (u,v) = (2u,0,1), > (u,v) = (0,2v,2), ce qui donne :
L (wv) = (-2v,2 - 4v,4w) et L AL (1,1) = (-2,-44).
L’¢équation de la tangente est donnée par : ( of /\ (1 1),x—-1,y—-1,2z-3))=0

((-2,-4,4),(x—1,y—1,z—3)) =0cequidonne: x +2y —2z+3 =0.

a a
% (ug,vo) A 6_{: (uo,v0)

”% (ug,vp) A % (uo;vo)”.

Le vecteur normal unitaire est donné par la formule : n(uy, vy) =

f O (4 1)

— _ou av _ _(2-44) :l —
Donc n(1,1) = ”af af(1 1)” ey 3(1, 2,2).

3. Aire d’une surface

Soit S une surface de classe C*. Dans le cas ol la surface est paramétrée par
f:D - R3, avec D c R? alors I’aire de S est donnée par la formule :

Aire(S) = ff % (u,v) /\% (u, v)” dudv.

Si S est définie par I’équation explicite :

S={(xy2) €R? z= g(x,y), (x,y) Eac R*},

5 2
alors I’aire de S est donnée par :  Aire(S) = [f, \/(g—i (x, y)) + <g—‘z (x, y)) + 1dxdy.

Exemple : Soit r un réel positif. Considérons la surface (cylindre) paramétrée par :

S={f(wv) = (rcosu, rsinu,v) €eR®, u€[0,2n[, veE[ab]cR }.

Ona:
of s of _
a(u,v)—( rsinu,rcosu ,0), av(u,v)—(O,O, 1),
ce qui donne :
af (u v) = (rcosu,—rsinu,0) et ” / (u, v)/\— (u, v)” =rT.

L’aire du cylindre est donnée par :

b2m b2m
. af af
Aire(S) = ff ”% (u,v) /\% (u,v)|| dudv = ff rdudv = 2nr(b — a).
ao ao



4. Premiére forme fondamentale :

Le produit scalaire de R induit naturellement un produit scalaire sur les plans TpS a une surface
i B d
S c R3 paramétrée réguliére de classe Ct. Alors les vecteurs é (u,v) et é (u, v) forment une base
de I’espace tangent TpS au point P = f(u, v). Tout vecteur de TpS s’exprime donc dans cette base :

VX €TpS, 3(X,,X,) ER%: X=x,ZL (u v) + X, f(u,v).
Soit X,Y € TpS, alors 3(X,,X,) € R et A(Y,,Y,) € R? tels que :

x=x,% (u )+XU (uv)etY Y, f( V) + Y, j:(u,v).
a d d d
Alorsona: (X,Y) = <Xu£ (u, v) +Xv£ (w,v), Yué (w,v) +Y,,£ (w,v))
0 0 d d 0 0
= XYy (L (), 55 (0 v)) +@XY + YuXo) (G (0, v), 2 (w, v)) + XY, (L (u,v), 2 (u, ).

Onpose: E = (L (u,v), 2L (wv)), 6 = wv), L @wv) etF=¢E wv),s @)

Définition 6. On appelle Premiére Forme Fondamentale et on note I,(.,.) la forme bilinéaire définie
sur TpS qui est la restriction a TS du produit scalaire {.,.) de R3. Autrement dit :

VX, Y €TpS, [(X,Y):= (X,Y) = X,Y,E +(X, Y, + Y, X,)F + X,)Y, G.
Définition 7. Les fonctions E, F est G sont appelés les coefficients de la premiére forme
fondamentale dans la base (Z—Z (u,v), g—i (u, v)).

Remarque.

. a a E F
e La matrice de Ip dans la base (i (u, v)'a_i(u' v)) est donc <F G) :
B E F\(Y%
Lo =) (5 0) ()

e Laforme bilinéaire I, est symétrique comme sa matrice est symétrique.

On cherche maintenant a exprimer I’aire de la surface en fonctions de E, F et G. Soit 6 I’angle entre
les deux vecteurs Z—i (u,v) et g—i (u,v). Alorsona:

-
“lo

|5 w5 cm]] @ costo)

af z

— (u v)|| sin?6

||—(u V) /\ (u V)




&L o] £ o] - | ] [ ] s
:”%( ZU( 0| - <—f< ), f(uv»z
of of af of of of

= (5, @)= W) W)= W) - = W), = W)

v

comme : E = (L (u,v),ZL (u,v)), 6 =& @), @) etF = @)L @)
Alors : ”af (u, v) A (u v)” =VEG — F?

F ol
On obtient :  Aire(S) = [f, VEG — F2dudv.

Remarque. On rappelle que I est définie positive si et seulement si E > 0 et EG — F?> > 0. Donc
la forme bilinéaire I est définie positive car on a bien :

ar||?
P > 0.

_ |le|? 2 _ ||2f
£= 2] >0 o po-r = |2
Exemple : Considérons la surface paramétrée par :
fiR? 5> R3, f(u,v) = (u,v, (u? + v?)). Les premiére dérivées partielles sont égales a :
of _ of _

E(u, v) =(1,0,2u), o (u,v) = (0,1, 2v).
Donc les coefficients de la premiére forme fondamentale sont :

of of

9 9 — 1+ 402,
9u v tav

=1+ 4u? F =

) = 4uv,

= |5
5. Deuxiéme forme fondamentale:

Définition 8. Soit S ¢ R3 une surface réguliere de classe C? paramétrée f: D —» R3, avec D c R2.
La deuxieme forme fondamentale /1, au point P = f(u, v) est la forme quadratique sur 1’espace
tangent T,S définie par:

VX=X,—- (u )+X (u V) €ETyS : 1p(X) = X,,°L +2X,X,M + X,°N,

ou :

( (u v),n(w,v)), M= ( (u v),n(w,v)), etN= (= (u v),n(u,v))

oudv



% (u,v) A % (u,v)
55 a2 55w

la deuxieme forme fondamentale.

etn(u,v) = est le vecteur normale unitaire. L, M, et N sont appelés coefficients de

Définition 9.

1. Un point sur une surface est dit elliptique si en ce point: LN — M? > 0. La surface
ressemble localement (au voisinage de ce point) a un bol ou un bol reversé.

2. Un point sur une surface est dit hyperbolique si: LN — M? < 0. La surface ressemble
localement a une selle de cheval.

3. Un point sur une surface est dit parabolique si: LN — M? = 0etL? + M? + N? # 0. La
surface est localement cylindrique.

4. Un point est dit planaire si en ce point : LN — M? = 0 et L?> + M? + N? = 0. (Ceci est
équivalentaL =M = N = 0).

Exemple. La paraboloide elliptique qui est définie sur R? par f(u, v) = (u, v,u? + v?) (ou

fu,v) = (u,v, —(u? + v?)) est elliptique en tout point de cette surface puisque

4

- M2 ==
LN —-M 1+4(u2+v?) > 0.
Carona:
of _ of _ OFf O _ (o, _
v (1,0,2u), = (0,1, 2v), N 9= (—=2u,—2v,1),
o*f _ 2% _ o’ f —
du? - (Or Ol 2)! o2 - (0) O) 2)) oudv (ul v) - (Ol 0' 0)

%(u,v) A g—i(u,v) 1

Le vecteur normale unitaire n(u, v) = (—2u,—2v,1).

155 @) A 3L )| = JiraGzv)

Les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale :

02 f 2 02 f 02 f 2
L:(_Zrn): ) M:< In)ZOIN:<_2Fn>:

ou J1+4@? +v?) dudv dv J1+4@? + v?)
Alors LN — M2 = ——=— > 0 pour tout (u, v) € RZ.

- V1+4(u2+v2)




Figure 2. Paraboloide elliptique

Exemple. La paraboloide hyperbolique qui est définie sur R? par f(u,v) = (u, v,u? — v?)

. R . 2 -4
est hyperbolique en tout point de cette surface car LN — M* = YA <0.

Les calculs sont laissés au lecteur comme un petit exercice.

Figure 3. Paraboloide hyperbolique

Exemple. La surface appelée selle de singe est paramétrée par :

fu,v) = (w,v,u(u?® —3v?)), (u,v)€R? .

Figure 4. Selle de singe

Ona:

I =10 32 -3v?), L=(01,-6u), L A L=Ew?-v?),6uw,1)

ou v

9



o’ f o°f o°f
W - (O, O, 6u)) W - (0) 0) _6u)l auav

(u,v) = (0,0, —6v).

Le vecteur normale unitaire est donné par : n(u, v) = (B(u? —v?), 6uv, 1),

1
J1+9(u2+v2)
et les coefficients de la seconde forme fondamentale sont :

6u —6v —6u
L= , M= , N = .
J1+9u? + v?) J1+9u? + v?) J1+9u? + v?)

Ces coefficients s’annulent tous siu = v = 0. Donc le point £(0,0) = (0,0,0) est un point planaire.
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galement 'un des nombreux sites qui recensent les propriétés remarquables
les courbes et des surfaces tels http ://www.mathcurve.com/
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