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Courbes paramétreées

Définition 1 : On appelle une courbe paramétrée de classe C* (avec > 0) un sous-
ensemble de R™ (n = 2 ou 3) de la forme :

r={yeR*|telcR} =y(),
ou | est un intervalle et ’application y est de classe C*.
Remarque :

e Sin = 2 lacourbe est dite plane.
e Si n = 3 lacourbe est dite gauche.
e Silaclasse C* n’est pas indiquée on suppose que la courbe est de classe C*.

Notions :

e Paramétrisation de la courbe est I’application y: 1 - R".

e Parametre est la variable t € I.

e Support (géometrique) de y est son image suppy = y(I) c R™.

e Orientation de la courbe est le sens de parcours déterminé par t € I croissant.

Exemple :

e Courbe cuspidale : y(t) = (t?%,t3,0), t € R.
e Heélice circulaire : y(t) = (rcost,rsint,ht), te R avecr >0eth € R.

Remarque : Un support geometrique peut admettre plusieurs paramétrisations
différentes.

. Atricati -y 2 _ (=t 2t
Exemple : les paramétrisations : y: R - R*, y(t) = (1+t2,1+t2)



et pB:]—m, 7[> R?, B(u) = (cosu,sinu)
ont le méme support : le cercle d’équation x> + y2 = 1 privé du point (-1, 0).

Définition 2 : On dit que ¢:1 c R —» ] c R est un C*-difféomorphisme si ¢ est une
bijective de classe C* et sa réciproque est de classe C*.

Remarque :
Une fonction ¢ de classe C?! est un difféomorphisme ssi ¢’(x) # 0,Vx € I.

Exemple : la fonction ¢(x)=x3, x € R n’est pas un difféomorphisme car ¢’'(0) = 0
(cela implique que son inverse ¢~ 1(y) = i/} n’est pas dérivable en y = 0).

Définition 3 : Soity : 1 — R™ une courbe paramétrée de classe C*.

Un reparamétrage 7: ] » R™ (ou reparamétrisation) de classe C*de 7y est une
nouvelle paramétrisation telle que 7= yo¢ avec ¢:J] > 1 est un Ck-
difféomorphisme.

] 1 . _ 2 _(1-t% 2t
Exemple : Pour le cercle privé d’un point y: R - R*, y(t) = (1+t2, 1+t2)

et B:]—m,n[-> R?, B(u) = (cosu,sinu) on a B est un reparamétrage de y car

u

B = yop ou ¢:]—m,n[> R, o(u) =tan (2) qui est un difféomorphisme. On note
qu’on a utilisé les identités trigonométriques suivantes :

1 — tan®a , 2tana
cos2a = — sin2a = —
1+ tan‘a 1+ tan‘a

Remarque : Le support d’une courbe y coincide avec son reparamétrage 7 mais la
réciprogue n’est pas vraie toujours : si un support a deux parametrisations, celles-ci ne
sont pas nécessairement 1’une un reparamétrage de 1’autre.

Courbes réqgulieres et biréquliére

Définition 4: Soit y: - R™ une courbe paramétrée.

e yestréguliereenty €Isi y'(ty) #0;

e yestsinguliére (ou non réguliére) enty, € I'si y'(ty) =0;

e vy estréguliere sielle est réguliere en tout point t € I, ¢’est-a-dire
Y'(t) # 0, pour toutt € I (ce qui est équivalent a ||y’ (¢t)|| = 0,Vt € 1)
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Exemple :

e Lacourbe B:]1—m,n[-> R?, B(u) = (cosu,sinu) estréguliere car
B'(w) = (—sinu,cosu) # (0,0),Vu € | —m,mn|.

e Lacourbe y(t) = (t3,t%), t € R admet un point singulier (non régulier)
y(0) = (0, 0), car y'(t) = (3t%, 9t®) = (0,0) sit =0.

Proposition: Si y:l- R™ est une courbe paramétrée réguliere, alors tout
reparamétrage de y est aussi régulier.

Définition 5 : Soit y: 1= R™ une courbe paramétrée réguliere.

e yesthiréguliereent, € Isi y'(ty) ety''(t,) sont linéairement indépendantes
(sin = 3 ceci est équivalenta y'(ty) A Y''(t,) # (0,0,0)).
e vy est bireguliere si elle est biréguliere en tout point t € 1.

Le symbole A désigne le produit vectoriel entre deux vecteurs.

On note qu’une courbe biréguliére ne peut étre une droite. Si y est biréguliére en t,
alors les deux vecteurs y'(ty) et y''(ty) engendrent un plan qui s’appelle plan
osculateur en t,.

Exemple : Lacourbe y(t) = (t,t,t%), t € R est biréguliere car les deux vecteurs
Y (®) =(1,1,2t) et y'(t) =(0,0,2)
sont linéairement indépendants. En effet: y'(t) A y''(t) = (2,—2,0) # (0,0,0).

Lonqueur et Abscisse Curviligne

Dans la suite I = [a, b] oul =]a, b].
Définition 6: Soit y: I- R™ une courbe paramétrée de classe C?.

e Lalongueur de y est la quantité : L(y) = f;”y’(t)lldt < +«.
e [’abscisse curviligne est la fonction : S: 1- R, S(t) = fatlly’(u)lldu.

Remarque : La longueur d’une courbe est invariante par changement de paramétrage.
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Définition 7: On dit qu’une courbe est paramétrée par la longueur d’arc (ou paramétrée
par ’abscisse curviligne ou encore courbe normale) si ||y’ (t)||=1, Vt € I. Dans ce cas

la longueur de la courbe est I’intervalle | vaut : L(y) = fflly’(t)lldt =b—a.

. . 1
Exemple : Le cercle S(u) = (a cos bu, a sin bu) est normale ssi b = —car:

B'(w) = (—ab sin(bu), abcos(bu)) donc ||f'(u)||=ab=1=>b=-=.

a

Proposition : Toute courbe réguliere y: 11— R™admet un reparamétrage paramétré par
longueur d’arc.

Procédure de determiner un reparamétrage normale :

i) Caleuler S(t) = [[lly' W lldu.

i)  Calculer ¢:] =S() — Iavec @(t) = S71(¢).
iii)  Finalement calculer 7: ] - R™, ¥ (t) =yoe(t) (¥ est le reparamétrage
normale de vy i.e. [|[¥#'(®)]|=1).

Exemple : Onconsidére v:]0, 1[- R?, y(t) = (t, V1 —t2).

v _ —t ! _ 1 s
Ona:y'(t) = (1, ﬁ) = |ly'®O|* = — # 1. Donc la courbe n’est pas normale.
) Calculons I’abscisse curviligne :

T

ty t 1 .
S@®) = J Iy ®lldt = [, 7=>du =arcsint. Ona §:10,1[-]0, 7 [.
La fonction est bijective donc elle admet une fonction inverse.

i)  Onpose: ¢ :]0,;” [-]0,1[ avec ¢(t) = S71(t) = sint.
iii)  Alors le reparamétrage normale est
7 () = yop(t) = y(sint) = (sint, cost).

Repeére de Frenet, Courbure et Torsion

Définition 7 : Soit y: I-> R3 une courbe paramétrée réguliere de classe C2. On
deéfinit :

e Vecteur tangent a y en te I: le vecteur T(t): = ”’y/,((tt))” ;
X : _ e _ v'o .
e Vecteur normal ayenteI: le vecteur N(t) := ol ol



e \ecteur binormalayentel:

_ _ YOy ©
le vecteur B(t) :==T(t) AN(t) = v Or" Ol

Les trois vecteurs (T(t), N(t), B(t)) forment une base orthonormale directe de
I’espace, centrée au point y(t), qui s’appelle le repére de Frenet .

Remarque :

e Silesupportde y estune droite le vecteur tangent forme un repére mobile.

e Silesupportde y n’est pasune droite le vecteur normale n’est pas nul.

e Sile supportde y est contenu dans un plan (courbe plane) les deux vecteurs
(T(t), N(t)) forment le repére de Frenet.

Définition 8 : Soit y : I- R3 une courbe paramétrée réguliére de classe C*.
e Courbure (géométrique) de y en te I est le nombre positif

O G]

K@®) = gy (ouK(®) = or )

ly @l

e Torsion de yente Iestle nombre:
_Y@Oay"@©®, y"@)) det(y'(t), y'(®), y" ()

(t) = =
O =" oaror TAGISAOIE
(le {.,.) symbole désigne le produit scalaire entre deux vecteurs).

Proposition : Si y est paramétrée par la longueur d’arc (courbe normale) i.e.
IlY'(©)]=1, vtE€l ona:

K = |ly"(Oll et =(t) =

'@OAy"@®, y"@®)
K2 '

On note gue la torsion est définie uniquement dans le cas des courbes gauches.
Exemple :
Soient a et b deux réels avec a, b > 0. On considere la courbe paramétrée suivante
( Hélice circulaire) : y: R - R3, y(t) = (acost, asint, bt).

Ona: Y'(t) = (—asint, acost, b)= |ly'®)||? = a® + b? # 0.
Donc la courbe est bien réguliére.

i) Le vecteur tangent est :



Y
() = lyrOIl ~ VaZ+b?

i)  LaNormale: N(t) = ”;:,,((:))”.

(—asint, acost, b).

Ona y"(t) = (—acost,—asint, 0) donc|ly"”(t)]|*? = a? Alors: N(t) =
(—cost,—sint, 0).

: o "y (t)
iii) Labinomiale: B(t) = T(t) AN(t) (ouB(t) = —”;,(t)””;”(t)”)

-

1 U J k 1 o .
B(t) = ——=|—asint acost =—(bsmtl+bcost]+ak)
/a2_|_b2 —cost —sint 0 /az-l-bz
1

= ————(bsint,—bcost,a).
4/a2+b2

Il I On"O)
o (OvK = o eE )

(—acost,—asint, 0), donc ||[T'(D)|| =

- Lacourbure: K =

1
ly'@®ll =+a? +b? onobtient: K = ——.
&' O OF"©)

HCRHCIE

a

1]az+b2

ona:T'(t) =

. Comme :

- LaTorsion: t(t) =

On trouve :
Y () Ay"(t) = (absint,—abcost, a?),

ly' (O Ay"OlI* = a®(a® + b?)

y"'(t) = (asint,—acos t,0) donc (y'(t) Ay"(t), y"'(t)) = a®b.

b
Alors : (t) = i
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