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Courbes Paramétrées 
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Courbes paramétrées 

Définition 1 : On appelle une courbe paramétrée de classe    (avec    )  un sous-

ensemble de                de la forme : 

  = {               }  =       

où I est un intervalle et l’application      est de classe      

Remarque : 

 Si      la courbe est dite plane. 

 Si       la courbe est dite gauche.  

 Si la classe    n’est pas indiquée on suppose que  la courbe est de classe    . 

Notions : 

 Paramétrisation de la courbe est l’application             

 Paramètre est la variable      

 Support (géométrique) de   est  son image                  

 Orientation de la courbe est le sens de parcours déterminé par     croissant. 

Exemple : 

 Courbe cuspidale :          ,            

 Hélice circulaire :            ,                    avec             

Remarque : Un support géométrique peut admettre plusieurs  paramétrisations 

différentes. 

Exemple : les paramétrisations :                 (
    

    
 

  

    )      
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   et                                       

ont le même support : le cercle d’équation          privé du point  (-1, 0). 

Définition 2 : On dit que             est un   -difféomorphisme  si   est une 

bijective de classe    et sa réciproque est de classe    . 

Remarque :  

Une fonction   de classe    est un difféomorphisme ssi               

Exemple : la fonction     =  ,       n’est pas un difféomorphisme car         

(cela implique que son inverse        √    n’est pas dérivable en    ). 

Définition 3 : Soit          une courbe paramétrée de classe      

Un reparamétrage   ̃        (ou reparamétrisation) de classe     de    est une 

nouvelle paramétrisation telle que   ̃          avec        est un   -

difféomorphisme.   

Exemple : Pour le cercle privé d’un point                (
    

    
 

  

    )      

et                                   on a    est un reparamétrage de   car  

        où                           (
 

 
) qui est un difféomorphisme. On note 

qu’on a utilisé les identités trigonométriques suivantes :  

      
       

       
                 

     

       
  

 

Remarque : Le support d’une courbe   coïncide avec son reparamétrage   ̃ mais la 

réciproque  n’est pas vraie toujours : si un support a deux paramétrisations, celles-ci ne 

sont pas nécessairement l’une un reparamétrage de l’autre. 

Courbes régulières et birégulière 

Définition 4: Soit      I     une courbe paramétrée.  

   est régulière en       si           ; 

   est singulière (ou non régulière) en       si           ; 

   est régulière  si elle est régulière en tout point        c’est-à-dire 

                       (ce qui est équivalent à ‖     ‖        .) 
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Exemple : 

 La courbe                                     est régulière  car   

                                          

 La courbe          ,          admet  un point singulier (non régulier)  

        ,       car             ,             si    . 

 

Proposition : Si     I     est une courbe paramétrée régulière, alors tout 

reparamétrage de   est aussi régulier. 

Définition 5 : Soit      I     une courbe paramétrée régulière.  

   est birégulière en       si             
        sont linéairement indépendantes  

( si      ceci est équivalent à                            

   est birégulière  si elle est birégulière en tout point       

 

Le symbole    désigne le produit vectoriel  entre deux vecteurs. 

On note qu’une courbe birégulière ne peut être une droite. Si    est birégulière en    

alors les deux vecteurs             
         engendrent un plan qui s’appelle plan 

osculateur  en   . 

Exemple :   La courbe                    est birégulière car les deux vecteurs 

                                    

sont  linéairement indépendants. En effet :                                  

Longueur et Abscisse Curviligne 

Dans la suite                     

Définition 6: Soit      I     une courbe paramétrée  de classe   .  

 La longueur de   est la quantité :      ∫ ‖     ‖      
 

 
 

 L’abscisse curviligne est la fonction :    I         ∫ ‖     ‖   
 

 
 

Remarque : La longueur d’une courbe est invariante par changement de paramétrage. 
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Définition 7: On dit qu’une courbe est paramétrée par la longueur d’arc (ou paramétrée 

par l’abscisse curviligne ou encore courbe normale) si ‖     ‖=1,       I. Dans ce cas 

la longueur de la courbe est l’intervalle I vaut :      ∫ ‖     ‖       
 

 
 

Exemple : Le cercle                         est normale ssi    
 

 
  car :    

                                donc  ‖      ‖          
 

 
    

Proposition : Toute courbe régulière      I    admet un reparamétrage paramétré par 

longueur d’arc. 

Procédure de déterminer un reparamétrage normale : 

i) Calculer      ∫ ‖     ‖   
 

 
 

ii) Calculer                                 

iii) Finalement calculer   ̃          ̃ (t) =       ( ̃ est le reparamétrage 

normale de     i.e. ‖ ̃    ‖=1). 

 

Exemple :   On considère       ]0, 1[    ,          √     . 

On a :          
  

√    
)   ‖     ‖  

 

    
      Donc  la courbe n’est pas normale. 

i) Calculons l’abscisse curviligne : 

S    ∫ ‖     ‖   
 

 
∫

 

√    
           

 

 
  On a              

  

 
     

La fonction est bijective donc elle admet une fonction inverse.  

ii) On pose :       
  

 
                                  

iii) Alors le reparamétrage normale est 

  ̃ (t) =                 =            . 

 Repère de Frenet, Courbure et Torsion  

Définition 7 : Soit      I     une courbe paramétrée régulière de classe   .  On 

définit : 

 Vecteur tangent à   en t    le vecteur       
      

‖     ‖
 ; 

 Vecteur normal à   en t   : le vecteur      
      

‖     ‖
 

       

‖      ‖
 ; 
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 Vecteur binormal à   en t   :  

le vecteur                  
              

‖            ‖
  

Les trois vecteurs                   forment une base orthonormale directe de 

l’espace,  centrée au point       ,  qui s’appelle le repère de Frenet . 

Remarque :   

 Si le support de     est une droite  le vecteur tangent forme un repère mobile. 

 Si le support de     n’est  pas une droite  le vecteur normale n’est pas nul. 

 Si le support de     est contenu dans un plan (courbe plane) les deux vecteurs 

(         ) forment le repère de Frenet. 

 

Définition 8 : Soit      I     une courbe paramétrée régulière de classe   . 

  Courbure (géométrique) de    en t   est le nombre positif   

 

      
‖     ‖

‖     ‖
                

‖            ‖

‖     ‖ 
 . 

 

 Torsion  de    en t   est le nombre : 

     
〈                        〉

‖            ‖ 
 

                               

‖            ‖ 
 

 ( le 〈   〉 symbole désigne le produit scalaire  entre deux vecteurs). 

 

Proposition : Si   est paramétrée par la longueur d’arc (courbe normale) i.e. 

‖     ‖=1,       I   on a :     

    ‖      ‖           
〈                     〉

  
  

On note que la torsion est définie uniquement dans le cas des courbes gauches. 

Exemple :  

Soient         deux réels avec        On considère la courbe paramétrée suivante 

 ( Hélice circulaire) :                                                    ). 

On a :                                   )  ‖     ‖         . 

Donc la courbe est bien régulière. 

i) Le vecteur tangent est :  
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‖     ‖
 

 

√     
                   ). 

ii) La Normale :        
       

‖      ‖
.  

On a                             )  donc ‖      ‖     . Alors :       

                 ). 

iii) La binomiale :                  (ou      
              

‖     ‖‖      ‖
) 

     
 

√    
 

|
 ⃗  ⃗  ⃗⃗

            
           

|  
 

√    
 

(      ⃗         ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗)

 
 

√    
 

                  

- La courbure :     
‖     ‖

‖     ‖
             

‖            ‖

‖     ‖ 
  

on a :       
 

√    
 
                    ),  donc  ‖     ‖  

 

√    
 
. Comme : 

 ‖     ‖   √        on obtient      
 

     
  

- La Torsion :      
〈                     〉

‖            ‖ 
 

On trouve : 

                                   

 

                                 ‖            ‖             

 

                      , 0)  donc    〈                     〉     . 

  Alors :             
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