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Calcul Différentiel

1. Rappel sur les normes

Soit E un espace vectoriel sur (K = R ou €). Une application || ||: E — R est appelée une norme si
elle vérifie les trois propriétes suivantes :

e Vx€EE: |x||=0=x=0.
e Vx€E,VAEE: || Ax]| = Allx|]| (homogénéité).
e Vx,y€E, |lx+yl <l|lx||+Ilyll (Inégalité triangulaire).

On dit alors que E est un espace vectoriel normé. On peut définir dans ce cas une distance sur
E X E pard(x,y) = [lx — y|l.

Sur K™ définissons pour x = (xq, X3, ..., Xp) :

lxlly = lxq | + || 4+ - + x|

llxll = VIxa [P+ a2 + -+ [y |™
lIxlloc = max([xyl, [xz1, ..., [xn ).
Alors ||x|[l1, |1xll, et |lx]|l sont trois normes équivalents sur K™.
Dans toute la suite :

e les espaces R™ et RP sont munis d’une norme |[|.|.Comme toutes les normes sont
équivalentes en dimension finie, le choix de la norme est sans importance.
e () désignera un ouvert de R™ et f: Q@ — RP une application (fonction).
o L(R", RP) est I’espace des applications linéaires de R™ vers RP.
2. Continuité des fonctions sur R"

Définition 1. On dit que f est continueen a € Q si:

Ve>0,36>0: Vx € Qtelque||x—all<d=|f(x)— fla)|l < e
Ce qui est équivalent a lim,_,, f(x) = f(a). On dit que f est continue sur Q si f est continue
en tout point de Q.

Proposition 1. Toutes les applications linéaires de R™ vers R? sont continues.
3. Différentiabilité — Différentielle.

Définition 2. On dit que f est différentiable (ou dérivable) en a € Q s’il existe Le L(R™, RP) tel que
pour tout h € R™ telleque a+ h € Qonait:

fla+h) = f(a)+ L)+ e(h) [ Al 1)



avec limp_o_, e(h) = Ogp, ou d’une fagon équivalente :

(fla+h) = f(a) — L(h)) = Ogp.

li !
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Notation :
e Sionpose e(h)|| k|| = o(h), I’équation (1) s’écrit :
fla+th)=f@+L()+oh) (2

o(h) _

22 = Opp.
Il 1l R

avec limh_,ORn

e Sionposex =a+ h laformule (1) s’écrit :
fG)=fla)+L(x—a)+ o(x —a) ©)

e L’application L est appelée différentielle de f en a (ou la dérivée de f en a) et sera
notée par Df (a), df(a) ou Df,.

Proposition 2. Si f est différentiable en a alors Df (a) (la différentielle de fen @) est unique et f
est continue en a.

Remarque 1. L’application f peut étre continue en a mais pas différentiable en a.
Définition 3.
1. Ondit que f est différentiable sur Q si f est différentiable en tout x € Q. On appelle alors
la différentielle de f 1’application :
Df: Q — L(R", RP)
x — Df(x).

2. Si f est differentiable sur Q et I’application Df est continue on dit que f est de classe
Clsur Q.

Régles de dérivation :

1) Si fest une fonction constante, fest différentiable et Df(a) =0, Va € R™.

2) Sif =L uneapplication linéaire alors DL(a) = L, Va € R™.

3) La dérivée d’une fonction affine f(x) = Lx + cest Df (a) = L.

4) Sif, g: Q — RP sont différentiable en a alors f + g et kf, ou k est une constante, sont aussi
différentiableen a etona:

D(f + 9)(a) = Df(a) + Dg(a), et D(kf)(a)=kDf(a).

5) Sif:Q — RP est donnée par ses applications composantes f = (f1, f2, ..., f,) est différentiable
en a si et seulementsi f;,i = 1,..,p est differentiableenaetona:

Df (@) = (Df(a), Df(@), .., Dfy(@)).



Théoreme 1. (Théoréme de dérivation des fonctions composées)

Soit f:Qc R*" — RPetg:V c RP — R™ deux applications tels que f(2) < V. Si f est
différentiable en a € R™ et g est différentiable en f(a) € RP alors gof est différentiable en a € R™ et

ona: D(gof)(a) = Dg(f(a))on(a).
4. Dérivée directionnelle et dérivees partielles

Définition 4. On dit que f admet une drivée directionnelle en a suivant le vecteur v (ou dans la

fla+tv)—f(a)
t

direction v) si et seulement si lim,_,, existe et elle notée par d,f(a) ou f,'(a).

Exemple 1. Soient f: R? —» R, f(x,y) =5x%y, v=(1,2), a=(0,0).

(@) = £/ 00) = limg o KO = tim, _p HODHCDIIOD

. f@,20)-f(0,0) 10¢3
= lim = lim

t—0 t t—0 ¢

=0.

Proposition 3. Si 1’application f est différentielle en a alors f est dérivable en a dans n’importe quelle
directionvetona f,'(a) = Df,,(a).

Remarque 2. La réciproque est fausse. Une fonction peut étre dérivable en un point dans toutes les
directions sans étre différentiable.

2
Exemple 2. Soient f:R? — R, définie par f(x,y) = y? six#0etf(0,y)=0

v = (v,v,) et a = (0,0). Montrer que f est dérivable en (0,0) dans toutes les directions mais qu’elle
n’est pas différentielle en (0,0).

Solution. ) Ona:1)Si v; #0ona:

(tvg)? ,
£(0,0) = Df,(0,0) = lim,_, f((0,0)+t(v1t,vZ))—f(0,0) = limy_q wlt _ z% .

f((0.0)+t(0.tvz) )=f,0 _ lim,_o == = 0.

2)Si v; =0, £,'(0,0) = Df,,(0,0) = lim,_,,
Donc f est dérivable en (0,0) dans n’importe qu’elle direction.

I1) Si f est différentielle en (0,0) alors f est continue en (0,0), ¢’est-a-dire :

(xy) (00)|f(x ,¥) — f(0,0)] = <00)|f(x ,y) — 0] = ) (00)|f(x )| = 0.

2
Mais X llm f(x y) N’existe pas, car si on prend x = y?, f(y?,y) == = 1tendvers1lsiy -
xy)-
0 etsi prend x=y, f(x,x) = ? = x tend vers 0 si x = 0. Donc f n’est pas continue en (0,0) et
par la suite f n’est pas différentielle en (0,0).



Définition 5. Si (ey, ey, ...,e,) désigne la base canonique de R™ et si f admet une dérivee
directionnelle dans la direction e; on dira que f admet une dérivée partielle par rapport a la i-eme
variable en a et on la notera :

of - flaq, w,a;+ o, a,) — f(ag, .., @y, e, ay)
—(a) = lim .
d0x; t—0 t

Remarque 2.

e [’existence des dérivées partielles n’implique pas la continuité.

e [L’existence des dérivées particlles n’implique pas la différentiabilité.

e Le calcul pratique de la dérivée partielle par rapport a x; s’obtient en dérivant la
formule de f par rapport a x;, et en considérant tous les x;,j # i comme des
constantes.

Exemple 3. Soit f(x,y) = x¥ alors %(x, y) = yx¥~1 etg—f](x, y) = xYlogx.

Exemple 4. Considérons la fonction f définie par :

Xy
fooy) =22 N F00)

0, (x,y) = (0,0).

La fonction f n’est pas continue en (0,0) car limy 0,0y (X, ¥) n’existe pas:
1
lim f(x,x) == # lim f(x,0) = 0.
x—0 2 x-0

Par la suite f n’est pas différentiable en ce point. Par contre elle admet des dérivées partielles en ce
point car :

of f(h,0) - f(0,0) _ of £ - f00) _

E(O'O) = ;ll_r)r(l) A 0 et @(0,0) = }ll_r)r(l) A 0.

Proposition 4. Si f est différentiable en a alors elle admet des dérivées partielles en ce point et :
a
Df(a)(h) = Y™, h; é (@ avec h=(hyhy, ..., h).

Remarque 3. Si f est différentiable alors les dérivées partielles existent mais la réciproque n’est pas
toujours vraie.

Théoréme 2.Une application f: Q@ — RP est de classe sur Q si et seulement si toutes les dérivées
partielles existent et sont continues sur (.
Exemple 5. Soit la fonction f définie par :
2 ) £ (00)
1 . o X, )
flx,y) =qx* + y? Y
0' (x’ Y) = (OIO)

4



La fonction f est de classe C* sur R? — {(0,0)}.
De plus elle est continue en (0,0) car limy .00y f(x,¥) = f(0,0) = 0. En effet, ona:

xy3
x*+y2

0<If(x,y)| = = |xy| - 0 quand (x,y) — (0,0).

xy3
y2

Ce qui implique que limy )00y f (x,¥) = 0.

Les dériveées partielles existent en (0,0) :

2L (0,0) = limy o LE2LE2 = 0 et 2£(0,0) = lim), o L2 LE2 — 0,

h
; .of _ —3xtyS+y® of _ 3xSyZ4xyt . )
De plussi (x,y) # (0,0),ona:—=(x,y) = iy oy (x,y) = ~ei1y7,2 dui sont continue sur
R2 — {(0,0)}eten (0,0).Ona:
of _| 3%ty +yS 3|y|5x* lyI® BlylPx* | Iyl° _ 3
0= |6x Cx, y)|_ (x*+y2)2 | 7 (x*+y2)2 - (x*+y?)? = (2x2y)? + y4 = 4 lyl+1yl -0

o . of _or _ . | _
quand (x,y) — (0,0), c’est-a-dire (x'yl)lgrgo’o) - (x,y) = 5-(0,0) = 0. De la méme maniére ona:

3x5y2+xy*
(x*+y2 )2

3|x|5y? x|y* 3|x|5y2 x|ly* _3
(x*+y2)2 © (x*+y2)2 7 (2x?y)2 - oyt T 4

of _

0<|Z eyl

quand (x,y) — (0,0), c’est-a-dire  lim 9 (x, ) = 2L(0,0) = 0. Alors f est de classe Ctsur R2.
(x,y)-(0,0) 9y ay

5. Matrice Jacobienne

Si f est différentiable au point a. On appelle la matrice jacobienne de f au point a, notée /¢(a) la
matrice de Df (a) dans les bases canoniques de R™ et RP. Si f = (fy, f2, ..., fp) avec f;: @ — RP et
h = (hq, hy, ..., hy), onaalors :

n

of, <
pr@mw= (Yl @,.. Y n 2@ )

La matrice jacobienne J;(a) est la matrice p X n:

of, of,

e @ - 5 @]

Jr@ =| afi aff [
14 |4

a_x1 (@ - E (a)J

Si n = p la jacobienne est une matrice carrée, dans ce cas on peut considerer son déterminant appelé
le jacobien de f.

Exemple 6.



1. Sif:R — R est dérivable, la matrice jacobienne se réduit a une matrice d’ordre 1, que 1’on

peut identifier a la dérivée f'(a).

2. Sif:R®™ — R et f est dérivable en a la jacobienne est la transposée d’un vecteur colonne

appelé le gradient de f noté
Vfie: Ji(a)=Vf(a)" = (;—;1 (a), ...,:Tfn(a)).
3. Sif:R? >R avec f(x,y) = x*+ xy? alors
Jrle,y) = Vf(x,y) = (4x° +y?, 2xy)
et Df(x,y):R* > R
(h,k) » Df(x,y)(h, k) = (4x3 + y>)h + (2xy)k.
4. Sif:R? — R? avec f(x,y) = (xy, sinxy), alors
J103= [, oty xcosay)] € @)= llpx | =o0.
De plus : Df (x,y): R> — R?,
Df(x,y)(h, k) = (yh + xk, y cos(xy) h + x cos(xy)k)

= (yh + xk)(1, cosxy).

6. Différentiation d’ordres supérieurs
Définition 6.

e Ondiraque f est de classe C2 sur Q sil’application f est de classe C* et Df est de

classe C* sur Q.

e Ondit que f admet des dérivées partielles d’ordre 2 si les dérives partielles g—f

Xi

admettent elles-mémes des dérivées partielles selon toutes les variables :

az—f::i(a—f) i=1,.,n; j=1,..,n

axjaxi ax]- axi

Proposition 5. L’application f est de classe C? sur ( si elle vérifie les deux conditions suivantes :

e elle admet des dérivées partielles d’ordre 2 ;
e toutes ses dérivées partielles sont des applications continues sur Q.

Lorsque f est de classe C%sur €, pour tout point a I’application :

D*f(a): R* x R® » RP avec D*f(a)(h, k) = Y1« jen hi kJ = a

(kq1, ks, ..., ky) estbilinéaire. On I’appelle la différentielle seconde de f au point a.
Exemple 7. Considérons la fonction f: R — R définie par :

f(x,y) = x* + y* — 4xy. Les dérivées partielles d’ordre 1 sont :

of o of o
e (x,y) = 4x° — 4y, 3y (x,y) = 4y° — 4x.

Les dérivées partielles secondes au point (1,1) sont :

d0x0x dxdy

6

( ), h=C(hy, hy, ..,

d%f _9%f _ d%f _9%f _ .
(1,1) = pem (1,1) =12, —(1,1) = Iyox (1,1) = —4. Donc pour des vecteurs :

h,) etk =



h= (hl, hz) etk = (kli kz) ona:
sz(l,l)(h, k) = 12h1k1 + 12h2k2 - 4‘h1k2 - 4‘h2k1.
Théoreéme 3. (Théoreme de Schwarz) Soit Q < R™un ouvert etsoit f: Q — R une fonction.

9? 9?
f ot f
axiaxj axjaxi

On suppose que les dériveées partielles existent et elles sont continues. Alors :

o%f _ a%f
6xj6xi - axiaxj'

Lorsque f est a valeurs dans R, sa différentielle seconde au point a est une application bilinéaire.
La matrice de cette forme bilinéaire dans la base canonique est la matrice carrée contenant les dérivées
partiellles d’ordre 2 ; elle est appelée hessienne de f au point a :

[ 0%*f 9%f 1
I 0x,0x; @ - 0x,0x; (@ I
Hy(a) = | - |
[axlaxn @ - axnaxn (a)J

Soit k > 1, de la méme maniére on définit les dérivées partielles d’ordre k de f qui sont les dérivées

partielles d’ordre k — 1 des fonctions ;?_f, i=1,..,n

Xi
Proposition 6. Soit k > 1. Une fonction f: O ¢ R* — R est de classe C* sur Qsi:

1. festdeclasse C! sur Q.

of

2. Les dérivées partielles o L= 1, ...,n sont de classe C*~1 sur Q.

Xi

Définition 7. Soit k > 1. Une application f:Q c R® — R™est dite de classe C*si toutes ses
composantes sont de classe C¥.

Définition 8. La fonction f est de classe C* si elle est de classe C* pour tout entier k > 0.
Définition 9.

e f estun homéomorphisme si f est bijective et f et £~ sont continues.

e f estun difféomorphisme (C* — difféomorphisme) si f est bijective et f et f~1 sont de classe
c*.
e festun C* diffécomorphisme (k = 1) si f est bijective et f et f~1 sont de classe C*.

Remarque 4. Si f est un difféomorphisme alors f est un homéomorphisme mais la réciproque est
fausse.

Exemple 8. Soit f: R — R avec f(x) = x3. La foction f est bijective et de classe mais son inverse



f~1:R — Ravec f~1(x) = V/x n’est pas différentiable en 0. L’application f est donc un
homéomorphisme mais pas un difféomorphisme.

References : polycope de Metz ( calcul diff sur Rn unv. De Metz)
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