IL.9. Travaux dirigés: Intégration numérique (Solution)

Exercice I1-1 : (Solution)

1. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode des Trapezes

f FOIdx = Jp ~ (b =) [5 @) + 57|

2
f&dx =Jr=(2-0) Ex/ﬁ+ %x/i] ~ 1.4142
0

2. Calcul de lI'intégrale en utilisant la méthode de Simpson

b
[reax=ss= - [gr@+2f (5) +5/O)
fx/?dx =Js~(2-0) Ex/ﬁ+ %x/?+ %x/i] ~ 1.8047

0

3. Comparaison
2

g ‘ X322 2 2
Jexacte = f‘/zdx = f(x)l/zdx = 3 :_[\/F]O = 5[\/?— 0] = 1.8856
0 a

S 3

2 1o
|Jexacte — Jr| = [1.8856 — 1.4142| = 0.4714
|Jexacte — Js| = [1.8856 — 1.8856| = 0.0809

On peut donc remarquer que 'approximation de I'intégrale donnée par laméthode
de Simpson est meilleure que celle obtenue par la méthode des Trapezes

Exercice I1-2: (Solution)
1. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode des Trapézes généralisée

a. Avec 5 petits intervalles

J= jsin sin(x)2 dx
0

h= b-a_m-0_n

n 5 5
X; X =0 x;=n/5 | x,=2n/5 | x3=3n/5 | x,=4n/5 | xe =7
f(x) 0.0000 0.3846 1.0000 -0.3999 0.0333 -0.4303
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b
h
[ FGdx = o, =5 [FGxw) + ) + 2(£Gen) + £ ) + ) + £Gx)

s
—[0.0000 — 0.4303 + 2(0.3846 + 1.0000 + —0.3999 + 0.0333)] = 0.5044

]TG5 = 10

b. Avec 10 petits intervalles

h=——="_ ~ ="
n 10 10
X; Xo =0 x;,=n/5 | x,=2n/5| x3=3n/5 | x, =4n/5
f(x) 0.0000 0.0985 0.3846 0.7760 1.0000
Xs =T X, =0 x; =m/5 | xg =2n/5 | xg =31/5 | x;0 = 41/5
0.6243 -0.3999 -0.9924 0.0333 0.9902 -0.4303

b
[£(x)dx=Jrg,

a

Avec:

Jra, :g[f (%) + f(x0)+
2(1 () + £ () *+ (%) + f (%) + f(xg)* F(xg)+ f (%) + f (x)+ f (xJ)]

_n
Jt6, =5gl0-0000- 0.4303

2(0.0985* 0.3846 0.7760 1.0080 0.6243 0.3999 9P4 0.0333 0.990)2

Donc : Jrg,, = 0.7224
2. Comparaison

Joeee =0.772€

316, =[0.7726- 0.5044= 0.26¢

‘ ‘]exacte -

316, =[0.7726- 0.7224= 0.05C

‘ ‘]exacte -

Pour le cas n=5, I'erreur absolue est 0.2682 par rapport a la solution exacte. Pour le
cas N=10, l'erreur absolue a été réduite a 0.0502, on voit bien que cette erreur est

environ 5 fois plus petite que celle calculée avec 5 intervalles
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Exercice I1-3: (Solution)

1. Calcul de l'intégrale J en utilisant la méthode Simpson généralisée.
a) Avec 4 petits intervalles

11
)=l
h=b=a_1-0_, ¢
n 4
X; Xy =0 x; =025 | x,=0.5 x3 = 0.75 x, =1
f(x) 1 0.8 0.666667 0.571429 0.5

b
h
[ Faodx = oo, =3 1£G0) + ) + 4(FCe) + £ () + 2 )

0.25
Jse, =51 +05 +4(0.8 +0.571429) + 2(0.666667)] = 0.693254

a) Avec 8 petits intervalles

h=P"8_170_ 10e
n
X; Xo =0 x; = 0.125 x, =0.250 | x3 =0.375 | x, = 0.500
f(x) 1 0.888889 0.8 0.727273 0.666667
xs = 0.625 | x, = 0.750 x; = 0.875 | xg = 1.000
10.615385 0.571429 0.533333 0.5
b
[ reax = jsg
a
Avec:
h
Isey = 3 [f(xo) + f(xg) + 4(f(x1) + f(x3) + fxs) + f(x7))
+ Z(f(xz) + fxy) + f(xe))]
0.125
Jscy = 3 [1+4 0.5+ 4(0.888889 + 0.727273 + 0.615385 + 0.533333)

+ 2(0.8 4+ 0.666667 + 0.571429)]

]SGg = 0693155
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2. Comparaison

1

1

Jexacte = fx +1 dx = [Ln(x + 1)]%) = Ln(2) = 0,693147
0

Vexacte = Jsc,| = 10,693147 — 0.693254| = 1.0682 10~*
Vexacte = Jsc,| = 10,693147 — 0.693155| = 7.8194 10°

Pour le cas n=4, I'erreur absolue est 1.0682 10~* par rapport a la solution exacte.
Pour le cas N=10, l'erreur absolue a été réduite a 7.8194 107, on voit bien que cette
erreur est environ 14 fois plus petite que celle calculée avec 4 intervalles

3. Erreur maximale

h5
IRSGl < Enax = m

Avec:

h="2 et M =Max{|f® )|} ou ¢ € [a,b]
Donc :

(b —a)®
Emax = g0
Calcul de M :
1 1 1 1

f(x) _x_+1' f x) = —m s f (x) —Zm, f (x) ——6m,

4 — -
[0 = 24T s

1 1

M = Max {|24 e } = Max {24 (x+1)5} oux € [0,1]

Vx; €[0,1,Vx, €[0,1], 6, <%, =2 x;+1<,x,+1= (x; +1)° < (x, +1)°

= 1 S 1 R 24 S N |f(4)(x )| > |f(4)(x )l
(e +1D57 (e +1)5 7 (e +1)57 (x, +1)5 1 2

= f®(x) décroissante

Donc le max est obtenu pour x=0, il vient alors :

24

M=~

24
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Pour le cas n=4, on obtient :

PI G 0 24 = 5.2083 10~*
max-180(4)4 T
Pour le cas n=8, on obtient :

(1-0)°

E =-——"-24=3.255210"°
max - 180(8)4

Exercice I1-4: (Solution)

1. Calcul de I'intégrale en utilisant la méthode des Trapézes généralisée

7
J= If (x) dx
0
X; Xo =10 x; =1/8 X, =1/4 X3 =3n/8 | x,=m/2
fx) 0 0.382683 0.707107 0.923880 1

s
hle_xozxZ_x1=X3_x2=X4_—x3=§

b
h
[ F@dx = gro, =5 1£G0) + £ + 2(£G) + £G) + 1))

Vs
Jre, = 7¢ [0+ 1+ 2(0.382683 + 0.707107 + 0.923880)] = 0.987116

2. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode de Simpson généralisée
’ h

[ F@dx = gsa, = 5[FGo) + FG) + 470D + () + 2 ()]

a

b
T
ff(x)dx ~ Jsg, = ﬁ[o + 1+ 4(0.382683 + 0.923880) + 2(0.707107)] = 1.000135
a

3. Comparaison

/2

Jexacte = f sin(x) dx = —[cos (x)]g/Z =1

0

Vexacte — Jse,| = |1 — 0.987116| = 0.012884

Vexacte — Jsg,| = 11 — 1.000135| = 0.000135

30

Dr. MODERRES Mourad



Il est clair que la méthode de Simpson donne précison supérieure a celle donnée par
la méthode des Trapezes

4. Nombre d’intervalles n

L’errur théorique commise par la méthode de Simpson vérifie :

nh®
|Rs¢| < Eyax = 2090
Ou: M = Max{|f® )|}, €€ [a b]
Et pour : |Rgs| < ¢, il suffit que n vérifie :
5 — )5 _ )5
nh _(b a)M<g:>n4>(b a)

180M 1800t T ~ 180¢
f(x) = sin(x) = f®(x) = sin (x)

Donc : f® (x) est croissante sur|0,§| >M=fW (g) +1

T 5
D . 4 > (E_O) > 5
onc:n® = ———=r .(1) >n >15.18

On prend alors : n=16

31

Dr. MODERRES Mourad





