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V.9. Travaux dirigés N0  04: Résolution numérique des systèmes 

d’équations linéaires : Méthodes directes (Solution) 

 

Exercice V.8.1 : (Solution) 

On a le système suivant : �4 1   22 4 −11 1 −3 �
   9−5−9Ã� 

On résout le système par l’élimination de Gauss. 

                                                  �4 1   22 4 −11 1 −3 �
   9−5−9Ã� �1�2�3  

Etape 1 : on élimine les éléments sous diagonales de la première colonne �� ← �� − t12u �" 

�8 ← �8 − t14u �" 

Il vient : �4 1   20 7 2⁄ −20 3 4⁄ − 7 2⁄ �    9− 19 2⁄− 45 4⁄ Ã� �1�2�3 

 
Etape 2 : on élimine les éléments sous diagonales de la deuxième colonne  �8 ← �8 − t 314u �� 

Il vient : �4 1   20 7 2⁄ −20 0 − 43 14⁄ �    9− 19 2⁄− 129 14⁄ Ã� �1�2�3 

 

Après l’obtention d’une matrice triangulaire superieure, on calcule la solution par 

rementée : 

− 4314 48 = − 12914  ⇒ 48 = 3 

72 4�−248 = − 192  ⇒ 4� = −1 

4" + 4� − 348 = −9 ⇒ 4" = 1 

Donc la solution est : 4 = �   1  −1     3  �  
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Exercice V.8.2 : (Solution) 

Calcul du déterminant de VANDERMONDE 

	 = y1 \" \"�1 \� \��1 \8 \8�z �1�2�3 

Etape 1 : On élimine les éléments sous diagonales de la première colonne. �� ← �� − (1)�" �8 ← �8 − (1)�" 

Il vient :  
	 = y1 \" \"�0 \� − \" \�� − \"�0 \8 − \" \8� − \"�z �1�2�3 

Etape 2 : On élimine les éléments sous diagonales de la deuxième colonne 

�8 ← �8 − t\3 − \1\2 − \1u �� 

Il vient :  
	 = y1 \" \"�0 \� − \" \�� − \"�0 0 (\8 − \")(\8 − \�)z �1�2�3 

Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux. 

 Det(V) = (1)(\� − \")d(\8 − \")(\8 − \�)e 

Exercice V.8.3 : (Solution) 

1. Le système sous forme matricielle s’écrit : 

	1 3 I2 5 12 2 I
 	
4"4�48
 = 	111
 

2. Factorisation du système par la méthode d’élimination de Gauss 

	1 3 I2 5 12 2 I �
111Ã
 �1�2�3 

Etape 1 : On élimine les éléments sous diagonales de la première colonne. 

�� ← �� − (2)�" 
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�8 ← �8 − (2)�" 

Il vient :  	1    3 I0 −1 1 − 2I0 −4 −I �   1−1−1Ã
 �1�2�3 

Etape 2 : On élimine les éléments sous diagonales de la deuxième colonne. 

�8 ← �8 − (4)�� 

Il vient :      	1    3 I0 −1 1 − 2I0 0 7I − 4 �
   1−13 Ã
 �1�2�3 

On récupère les coefficients utilisés pour éliminer les éléments sous-diagonaux 

pour déduire la décomposition LU. 

ó = �ú = 	1 0 02 1 02 4 1
 	
1    3 I0 −1 1 − 2I0 0 7I − 4
 

3. On déduit le déterminant de A 

det(ó) = det(�) det(ú) = det(ú) = (1)(−1)(7I − 4) = 4 − 7I 

Pour que le système accepte une solution, il faut que det(ó) ≠ 0  

⇒ I ≠ 47 

4. Le calcul par descente puis par remontée nous permet de trouver la solution 

du système considéré 

4" = 4� = Oo"�Oo: et 48 = 8�Oo: 

Donc : 4 = # Oo"�Oo: Oo"�Oo: 8�Oo:$^
 

Exercice V.8.4: (Solution) 

On détermine l’inverse de la matrice A 

ó = 	   1 \ 2\   2 2\ + 1 3\−1 −\ − 2 \ 
 
On construit le système augmenté, en utilisant la méthode de Gauss  comme suit: 
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	   1 \ 2\   2 2\ + 1 3\−1 −\ − 2 \ �  1 0 0  0 1 0  0 0 1Ã
 �"���8 

Etape 1 : On élimine les éléments sous diagonales de la première colonne. 

�� ← �� − (2)�" �8 ← �8 − (−1)�" 

Il vient :   	   1    \ 2\   0    1 −\   0 −2 3\ �   1 0 0−2 1 0   1 0 1Ã
 �"���8 

Etape 2: On élimine les éléments sous diagonales de la deuxième colonne. 

�8 ← �8 − (−2)�� 

Il vient :  	   1    \  2\   0    1 −\   0    0    \ �
    1 0 0 −2 1 0 −3 2 1Ã
 �"���8  

La remontée triangulaire donne les vecteurs   �" , ��  et �8de la matrice inverse óo" : 
	   1    \  2\   0    1 −\   0    0    \
 	

4"4�48
 = 	   1−2−3
 ⇒ �1 = 	5\ + 7−5−3 \⁄ 
 

  	   1    \  2\   0    1 −\   0    0    \
 	
Ü"Ü�Ü8
 = 	  0    1    2  
 ⇒ �2 = 	−3\ − 432 \⁄ 
 

 	   1    \  2\   0    1 −\   0    0    \
 	
Ü"Ü�Ü8
 = 	  0    0    1  
 ⇒ �3 = 	−\ − 2  11 \⁄ 
 

Donc : óo" = 	5\ + 7−5−3 \⁄
−3\ − 432 \⁄

−\ − 2  11 \⁄ 
 

Exercice V.8.5 : (Solution) 

a) L’élimination de Gauss sur le système donne : 

q2    3\  −6\−1 Ð3� Ãr �� ← �� − #8�� $ �",  il vient : 

¢2    0    −6\−1 + 9\�  3� − ��Ã \£. 

b) Le déterminant de la matrice : det(ó) = 2(9α� − 1) = 18α� − 2. 
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c) On détermine les valeurs de \et de � pour lesquelles la matrice A est non inversible 

(singulière) : 

A est non inversible ⟹ 18α� − 2 = 0 ⟹ \ = ∓ 1 3⁄  

d) Si \ = 1 3⁄ , la matrice est singulière, si  � = 1,  la dernière équation n’a pas de 

solution.  

Exercice V.8.6 : (Solution) 

a) det(ó) = (1)(3)(6) = 18 

b) ‖ó‖∞ = max(6,27,55) = 55. 
c) Ces deux vecteurs sont les deux premières colonnes de A- 1,  pour obtenir donc 

la troisième colonne  48 , on résout  le système : A 48 = (0 0 1)T 

�1  2  4  
0  3  5  

006��
1  0  0  

2  1  0  
341� 48 = �001� 

 
 

qui donne: 48 = ( 5 6⁄  − 2 3⁄     1 6⁄ )�. 

d) Cond (A) = ‖ó‖∞‖Ao" ‖∞ 

‖Ao" ‖∞ = max(4.66653, 2.33329, 0.55555) = 4.66653 

Donc : Cond (A) = (55)(4.66653) = 256.659  

 

 

 

 

 

 

 

 




