V.9. Travaux dirigés N° 04: Résolution numérique des systémes

d’équations linéaires : Méthodes directes (Solution)

Exercice V.8.1 : (Solution)

4 1 2|9
On ale systéme suivant: (2 4 —1|-5
1 1 -3I1-9

On résout le systéme par I'élimination de Gauss.

4 1 2| 9\L
(2 4 -1 —5) Ly

1 1 -31-9/1L3
Etape 1 : on élimine les éléments sous diagonales de la premiere colonne

1
i)

1
tia=()

41 2 9 \ L
Ilvient:<0 ) —19/2)L2
0 3/4 —7/2

—45/4/ L3

Etape 2 : on élimine les éléments sous diagonales de la deuxieme colonne

3
by 1y = (77)
9 \L;
—~19/2 )Lz

4 1 2
11 vient : <0 7/2 -2
0 0 —43/141-129/14/ L;

Apres I'obtention d’une matrice triangulaire superieure, on calcule la solution par

rementée :
43 129 3
- = > =
1473 14 %3
19
_xZ_Z.X3 = = xZ —_ _1
2
x1+xZ_3X3 =—9$x1 =1

1
Donc la solution est : x = <—1 )
3
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Exercice V.8.2 : (Solution)

Calcul du déterminant de VANDERMONDE

1 aq alz Ll
V=1 a, a?|L;
1 a3 az?]ls

Etape 1 : On élimine les éléments sous diagonales de la premiere colonne.
Ly « L, — (DL
Ly <Lz — (1)L,
Il vient :
1 aq 0(12 Ll
V=10 a, —aq azz_alz LZ
0 0{3 - 0{1 (l32 - alz L3

Etape 2 : On élimine les éléments sous diagonales de la deuxiéme colonne

Ay — A
L3<—L3—( 3 1)L2

a; —
Il vient :
1 oy a,’ Ly
V=10 a;—a az® — ay’ L,
0 0 (a3 —ag)(az — az) Ls

Le déterminant d"une matrice triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux.

Det(V) = (D(a; — a1)((as — ay)(as — a3))

Exercice V.8.3 : (Solution)

1. Le systéme sous forme matricielle s’écrit :

1 3 a][*™ 1
2 5 1ff*2|=|1
2 2 allxs 1

2. Factorisation du systeme par la méthode d’élimination de Gauss

1 3 all]lls
2 5 1|11|L;
2 2 alllly

Etape 1 : On élimine les éléments sous diagonales de la premiére colonne.

Ly « L, —(2)L,
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Ly « L3 —(2)L4

1 3 a 11Ly
Ilvient: |0 —1 1-—2al|-1]|L;
0 —4 —a |-11L3

Etape 2 : On élimine les éléments sous diagonales de la deuxiéme colonne.

Ly « L3 — (4)L,

1 3 a 11Ly
Il vient : 0 -1 1—-2al-1|L;
0 0 7a—4131L;3

On récupere les coefficients utilisés pour éliminer les éléments sous-diagonaux

pour déduire la décomposition LU.

1 0 OJfr 3 «a
2 1 0[]0 -1 1-2a

2 4 1110 0 7a-—-4

A=LU=

3. On déduit le déterminant de A
det(A) = det(L) det(U) = det(U) = (1)(—1)(7a—4) =4 —T7a
Pour que le systéme accepte une solution, il faut que det(4) # 0

L4
: —
‘77

4. Le calcul par descente puis par remontée nous permet de trouver la solution

du systéme considéré

X, =X, = L etx, = —
17727 554 37 7a-4
T
a-1 a-1 3
Donc: x = ( )
7a—4 7a—-4 7a—-4

Exercice V.8.4: (Solution)

On détermine 'inverse de la matrice A

A=]| 2 2a+1 3«

1 a 20{]
-1 —a—-2 «

On construit le systéme augmenté, en utilisant la méthode de Gauss comme suit:
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2 2a+1 a

1 a 2a
3
-1 —a—-2 «a

1 0 0
0 1 0|L;
0 0 1
Etape 1 : On élimine les éléments sous diagonales de la premiere colonne.

Ly « L, —(2)L,
Ly « Ly — (=1)L,

1 a 2a] 1 0 0L
1l vient : 0 1 —al-2 1 0]|L;
0 -2 3al 1 0 11L;

Etape 2: On élimine les éléments sous diagonales de la deuxiéme colonne.

Ly « Lz — (=2)L,

1 a 2a| 1 0 0]L;
lvient: | 0 1 -2 1 0|L;
0 0 -3 2 1lL;
La remontée triangulaire donne les vecteurs vy, v, et vzde la matrice inverse A™* :
1 al [*1 [S5a + 7
[ 0 —0(] xz‘ - [ = V1 = _5
0 allxs | -3/
1 a 2a][Y1] [ 0] —3a — 4
0 1 —al|Y2|=|1|>v,= 3
L 0 0 allysl 12| | 2/«
[ 1 a 2a][Y1] [ 0] [—a — 2
0 1 —al|Y2|=|0|>v3= 1
[ 0 0 allysl 111 1/a

Sa+7 -3a—4 —a-2
Donc: A 1=]| -5 3 1
-3/a 2/a 1/a

Exercice V.8.5 : (Solution)

a) L’élimination de Gauss sur le systéeme donne :

[3a __610( |ﬁ] — (3?“) L,, il vient :
2 —6a 3 o
0 —1+9a*|B -5

b) Le déterminant de la matrice : det(4) = 2(9a% — 1) = 18a® — 2.
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¢) On détermine les valeurs decet def pour lesquelles la matrick est non inversible
(singuliére) :
A est non inversibles 180> -2 =0=a =F1/3

d) Sia = 1/3, la matrice est singuliére, si f = 1, la derniere équation n’a pas de

solution.

Exercice V.8.6 : (Solution)

a) det(4) = (1)(3)(6) =18
b) |lAll, = max(6,27,55) = 55.
c) Ces deux vecteurs sont les deux premieres colonnes de A-1, pour obtenir donc

la troisieme colonne x;, on résout le systeme: A x3=(001)T
100\/123 0
230){014|x3={0
456/\001 1

qui donne: x; = (5/6 —2/3 1/6)".
d) Cond (A) = [|A]lIIA™" ||
[|A~1 ||, = max(4.66653,2.33329,0.55555) = 4.66653
Donc : Cond (A) = (55)(4.66653) = 256.659
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