V. Résumé de chapitre V : Résolution numérique des systémes
d’équations linéaires

V.1. Introduction

On appelle un systéme linéaire de n équations et n inconnues, un systéme de la
forme :
Xt At tayX, =b,

a2lxl+a22x2+"'+amxn =b2
a31X1+a32X2+"'+a3an =b3

A% ta Xt ta,x =b
Sa forme matricielle: A¥ = b s’écrit :

a11a12a13"'a]:1 Xl bl
a21a22a23"'a21 X2 b2
a31a32a33"'a31 X3 = b3

anlanzanS"'a‘nn Xn bn

V.2. Transposé (A')et inverse (A~1) d’'une matrice A

all a21a31"'anl A11A21A31"'An1
a12 a22a32"'anZ A12A22A32' An2
A13A23A33"'An 3

A =] a,8,585..3,, ; A=

a:l.naZna:-}n"'ann A1nA2nA3n"'Ann
Ou A;j: sont les cofacteurs de la matrice A.

Une matrice est inversible (non singuliere) si det(A) # 0, attention : (AB)™* = B™14™!
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V.3. Matrice triangulaire supérieur U (Upper), Inférieur L(Lower) et Diagonale
(D)

l,, 0 0...0 Uy Upp Uggen Uy d,0 0..0
l,1,,0...0 0 Uy, Uy,... Uy, 0d,, 0...0
L=|15l5l5...0] ;U= 0 Ouy...Uy, [et D=| O 0d,;... 0

I 000..u, 00 0..d,

nl|n2 n3***'nn

Le déterminant des trois matrices précédentes est calculé comme suit :
n

det(L) = I_j  detfu)=[]u, et dei(D) = I_l d,
V.4. Critere de Silvestre

Matrice symétrique : la matrice A (caractérisée par (aﬂ ) ) est dite symétrique si
n

1<ij<
A=A (notée également :a; =a; ).

Matrice définie positive : il suffit que det (A) > O,(i =123,.. r,l) ou 4; : sont les sous-
&y . Ay

matrices principales, telleque: A=| : @

&y - 8y

V.5. Meéthodes directes

V.5.1. Méthode d’élimination de Gauss

Cette méthode de Gauss consiste a transformer le systéme A% = b en UX¥ = b, ce
dernier est résolu par remontée triangulaire.

V.5.2. Méthode de décomposition (factorisation)LU

Cette méthode transforme le systtme AX=ben LUX = b qui s’écrit également :
Ly=b
Ux =y
On résout donc le systeme Ly =b par descente triangulaire puis UX =y par

remontée triangulaire
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V.5.3. Remarque

L’existence et l'unicité de la factorisation LU est assurée par l'une des deux

conditions suivantes :

- Siet seulement si les sous-matrices 4; sont inversibles (det(A) # 0).

- Si la matrice A est dite a diagonale strictement dominante.

V.5.4. Les différentes formes de LU

V.5.4.1. Factorisation de Dolittle :
100..0
l,, 1 0..0

U quelconque et L prend la forme: L=|1,,1,,1...0|, elle est basée sur le principe

IR

d’élimination de Gauss.

V.5.4.2. Factorisation de Crout :

lu,U,...uy,
01uy,...u,
L quelconque et U prend la forme: U ={0 0 1 ...u,,

000..1

V.5.4.3. Factorisation de Cholesky :
U est la transposée de L, donc LU =LL

l,, 0 0...0 (1) N N I

l,,1,,0...0 0l,l,,...1.,

L=|1,0l4..0 |etU=L"=[00lg,..I,

I 000..l,

nl'n2'n3""""nn

La décomposition de Cholesky (A = LLt) existe si A est symétrique et définie positive

V.6. Meéthodes itératives

A partir de la matrice A, on donne les matrices suivantes :
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0 0 0..0 0-a,-a;,...—a, a, 0 0..0
-a, 0 0 ..0 0 0 —a,...—a, 0a, 0...0
E=|-a,-a,, 0 ..0| ;F={0 0 O ..-a,, |etD=| 0 O0a,...0

)

-a,-a,-a,...0 00 0..0 0 0 0...a,
V.6.1. Méthode de Jacobi

Elle transforme AX =ben un systéme itératif : X, =D ( E+F ) % +Db.
oit M, =D (E+F) est appelée la matrice de Jacobi.

On peut également écrire ce systeme itératif sous forme :

1 - _ -
X == (b, —a,x Y -a,x Y - —a,x )

C

1 _ _ _
Xz(k) :_(bz_azlxl(k & _azg(gk i _'--_azxn(k ]))

&,

1 _ _ _
Xs(k) :_(bs_aslxl(k Y _aszxék & _--'_aaxn(k ]))

3

1 - _ -

Xn(k) zg(bn _anlxl(k K _anzxz(k K T.T Ay —ik ]))

Cette méthode converge, lorsque det(D)# O, si et seulement si le rayon spectral:
p(D*(E+F))<1.
V.6.2. Méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel considere le systéeme itératif suivant:

Ry = (D - E)_l F X +(D - E)_lB, ot M = ((D - E)_1 F), ce dernier systéme vient de :

X = i(b1 —ax(-a,x - —a,x )
a,
Xz(k) = i(bz - aZle(k) —a,X 3(,k_1) —...Ta hxn(k_l))
2
Xs(k) = _(bs - a31xl(k) —agX z(k) —...7a axn(k l))

1
Xn(k) - a (bn - amxl(k) - anzxz(k) T T A X £k))

n

Apres vérification de det(D-E)# 0, cette méthode converge si et seulement si
-1
p((D-E)"F)<1.
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V.6.3. Remarques

- Sile calcul du rayon spectral des matrices de Jacobi M; ou de Gauss-Seidel Mg
est relativement long, on vérifie si A est a diagonale strictement dominante ou
bien elle est symétrique et définie positive.

- La valeur du rayon spectral indique la rapidité de convergence des deux

méthodes

V.7. Algorithme de Jacobi et de Gauss-Seidel

Méthode de Jacobi

Méthode de Gauss-Seidel

Données :
A= (aif)1si,an‘b = (b;)1<i<n, [térMax,
Toll ;
Initialisation :
[tér « 0 ;
r< |b—Ax|;
While (r > Toll et Itér < ItérMax)
[tér « Itér+ 1;
yex,
forivariantdelan
s« 0;
forjvariantde 1 ai-1
s<stajj yj;
end for
forj variant de i+l an
s<staj yj;
end for
xie (bi—s)/ aii;
end for
re ||b — Ax|l;

end while

Données :
A= (aif)1si,an‘b = (b;)1<i<n, [térMax,
Toll ;
Initialisation :
[tér « 0 ;
r < |b—Ax|;
While (r > Toll et Itér < ItérMax)
[tér « Itér+ 1;
yex,
forivariantdelan
s« 0;
forjvariant de 1 ai-1
s<stajj yj;
end for
forj variant de i+l an
ses+aij Xj;
end for
xie (bi—s)/ aii;
end for
re |[b — Ax|| ;

end while
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