Chapitre 3

Opérations sur les dérivées
fractionnaires

3.1 Composition avec les dérivées d’ordre entiér

3.1.1 Dérivée-Griinwald-Letnikov

Proposition 3.1 Soient m un entier strictement positif et n — 1 < a < n, alors

<%)m (D3 [f()]) = D™ [f(B)],

et
-1

3

FO(a)(t — ay-o-
Frj—a—m+1)

wps () 10) = i) -

Il
)

J
Preuve. Pourn —1 <a <n,ona:

Tl pG) (a)

(3.1)

(3.2)

DY [fB] = > m(f —a) ™+ m/a (t — )"t fEm) (5)ds.

J=0
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Alors

(%)mmD:[m)}—(%)mrf P LIOR

Jj=0

+;) / (t- s>”+m—“f<"+m><s>ds}

I'n+m—a
n+m 1 f(j (CL) ( )
]0 j—a+1)

a

- n+mfoz (n+m)
F(n +m — / dt) f (s)ds

_ f9(a) j—a+1) i—am
- [(j—a+1) {F(]—a—mjtl)(t_a) ]

=0

Q

1 b T(n+m—a+1)
t— n+m—a—m g(n+m) d
+F(n+m+1—a)/F(n+m—a+1_m)( 5) f (s)ds

= f9)(a)  aem
= 3 F(j—a+1—m)<t a)

F(n—a—l—l

n+m

— t — j—(a+m)
Z j—a—m+1)< @)

+ m/a (t— s)”—af(n+m+1)(8)d8 = D). I

.

+

Donc

() exDi 0 = ez (100

Aussion a :

D8 [(%)mm} = DS [£(0)]

n—1 Lm
= ZM@—W‘“ : / (t— syt (s)ds

nim-l () , x
= 3 et T g [ €
m—! D) (q
fP(a) (t — a)i-a—m

R = O e
= GLDa+ [f(t)]_z I'j—a—m+1) "

=0
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Ce qui veut dire que (%)m et D% ne commutent que si fU)(a) = 0 pour tout j =
0,1,2,..m—1 m

3.1.2 Dérivée-Riemann-Liouville

Proposition 3.2 Soit f : [a,b] > R et m —1 < a <m,n € N. Alors

() eDEIOD = reDE™ 17 0], 33)
et
el d\" _ a+n = f(]) (t — a)j_a_n
wiz () £0] = mpsis o1~ > et (3.4
Preuve. D’apres la formule (2.25), on a :
(e D[ () = S (1727 (1),

alors

(4) woiron= () (5= v

n+m n+m
(7)) meemre=(g) e

= re Dy [f (1))
Donc
dt

Pour prouver lidentité (3.4), on utilise la relation suivante :

DN (DS [ O]) = a D [ (1)
(i)

[ ()] = / (t— 5" ™ () ds (3.5)

(n—1)!

et que
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Maintenant en utilisant (3.5), on obtient

vz |(5) 70 = nevze @z )

n—1 :
9 (a) .
= DI ()Y s (t—a)
— a+n t t a—n
R.LY g f() J_Or(j_a_n+1)< CL) 9
donc
d n . n—1 f(j ;
DY || = t)| = rpDIT" t—a)y ",
Ll “{(dt) f()} el it JE:I‘ ]—a—n—l—l)( 2
Ce qui veut dire que (%)m et rrD§ ne commutent que st f(j)(a) = 0 pour tout j =

0,1,2,...m—1. m

3.2 Composition avec les dérivées fractionnaire

Dans ce paragraph, on s’intéresse a la composition de la dérivée au sens de Griinwald-
Letnikov.

3.2.1 Composition de 'opérateur ;D" et ;D"

Proposition 3.3 1: Si 8 < 0, pour tout « € R\ N, alors on a :
arDg [erDy [f (O] = an DI Ff(1)]. (3.6)
2:5i0<m—-1<p<m,a<0etf9a)=0pourtout j=0,1,..,m—2. Alors :
aDg [ar Dy [f (D)) = an DI F[f(1)].- (3.7)

3:85%0<m—-1<pB<met 0<n—1<a<netfPDa) =0pourtout j =
0,1,...,7 — 2.avec r = max(m,n), ALors :

arDg [ar DI If O] = D7 lerDg [f ) = DI ()] (3-8)

Preuve. Deux cas seront considérés séparement : 5 <0 et >0 :
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1.1 Si 8 < 0. On prend d’abord o < 0, alors on a :

crDS (e DY f (8)]]

_ t —5)7o ! B (s)]) ds
e [ = @Dl ) d

= r(ia) /at“ —o [P(iﬁ) /:(5 — o) (@yda ds

= L t x)dx t —s) s —x) P s
-t L @ [

_ 1 1 /t I'(—a)T(=p) (t Q;)fafﬁflf(a:)da:

(T (5 ). T(5-a)
— 1 t — )y @B =1 (N dr
‘w—m+ﬁwl“ ) f (@),

donc si f < 0 et a < 0, alors

aDg [ D [f (V)] = aL DI F[f(1)].-

1.2 : Maintenant on suppose que 0 < n — 1 < a < n, en remarquant que « = n + (@ — n,
alors

ar DS [ar D] [f ()] = D™ [EDP[f ()] -

D’apreés la relation (3.1), on a :

D" (7 0] = () (@D @),

puisque &« —n < 0 et 3 < 0, on peut écrire

d

s D1 0] = (1) (D (D1 0)])

(1) @D 170 = bz 17 0],
Donc si < 0et a >0, alors on a :
a1 DS [ar DL ()] = DI [f (1)

Aussi si a = 0, alors

arDY [co DS If ()] = a DY [f (1)) = oDl [f (1))
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2. S8i 8 >0, alors on suppose que 0 <m —1<f<meta<0,ona:

m—1

it ‘ i—B 1 “  gym—B-1 p(m)
oD [ F]—5+ (t—a) +F(m—5)/a(t s) fU(s)ds.

7=0
Maintenant, on applique I'intégrale fractionnaire d’ordre —a (o < 0), on trouve

m—1 f(j
:OFJ—B+ L(j—B+1)

a

* e Dl [f

M

LDg (t — a)j_ﬁ
J

1 ! afy o \m—pB—1 p(m)
+—F(m—ﬁ)/a ar D (t — s)™ P M) (5)ds

a)’=P ont des singularités non intégrable, donc l'intégrale fractionnaire

et et ¢ DY (t —
[f (1)]] n'existe que si f¥(a) = 0 pour tout j = 0,1,...,m — 2 et dans ce

cDy [arLD8

cason a : -1
O R A IO}
GLDg_m [f(m) (t)} = F(m;—ﬂ)/ (t — S)m_ﬁ_lf(m)(s)ds.
Alors
crDS [ar DY [f ()]
_ o [ [T V@), Lym1B B—m [ p(m)
= qrD, {F(m—ﬁ) (t ) + arDj [f (0]}
_ Ie% f(m—l)(a> m—1— @ —-m m
LDy {m(t —a) o1+ DS [arDI™ £ (1)]]

ar DIt —a)™ 1P 4 g DT I [ ) (1]

1

_ V(@) T(m-p) L g mamBmel (m) () g
_ eyl £ () d

L(m —B) T'(m =5 —a)

(t _ a)m—l—,@—a +

A () _ ym-1-B-a 1 Y gme@B)-1 ) () g
“ Tm—pg-a % e ST frls)d

= DI [ (1), |

3. Maintenant si0 <m—-1<f<m,0<n—1<a<n et etlafonction f(t) vérifie les
conditions :

f9(a) =0, j=0,1,..,r =2 avec r = max(n,m),
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alors
ar Dy [a Dy [f (1)]]
d

= a0 [P0 = () (auDi™ [l 0))

_ (%) (e D [ (O] = an D2 [f ()],

donc g D% et ¢, DP? commutent, ssi

f9a)=0, j=0,1,...,r — 2. avec r = max(n, m).

3.2.2 Composition de 'opérateur ;D" et pp [

On s’intéresse maintenant a la composition de la dérivée et I'integrale fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville :

Proposition 3.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors

R D [reI® [f (0)]) = D™ [re " (re I [f ()])] = DI [f ()] = f (1)

Preuve. En utilisant la définition (2.8), on obtient :

reD [ [f (1)]]

dm | 1 t — X
T g _F(m_a)/a (t—s) ri! [f(S)]ds}

= CZZ :F(m —104)1“(04) /at (t =y (/t (s =) 1 (@) dw) ds}

_ ;; :I‘(m—loz)F m / ' f (@) da / (= 5o (5 gymont ds].

On pose
¢
I= / (t—s)"" (s — )" ds,

et s=1t—y(t—x) ce qui donne ds = — (t — x) dy, alors

I = / (t—s)"" (s —a)" " ds

1
= (t- S)ml/ YT (1 —y)t  dy
0

m_1P<m—Oé)F<Oé>
F'm+1) ~’

= (t—s)""B(m—-a,a)=(t—-s)

(3.9)
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donc

wD e P 0] = o | s [ =9 s

= f@) = pD" [rI™[f ()]

et comme : g I " (g1 [f (t)]), alors

re D [red® [f (0)]) = D™ [re " (re I [f (1)])] = DI [f ()] = f (1)

3.2.3 Composition de opérateur z;[“ et p;D“

Proposition 3.5 Soient f € C([a,b)) et n —1 < a < n,n € N*. Alors

I D2 0= £0 =3 w0 U Ol gty

ot les ¢; (i =1.2,....,n) sont des constantes quelconques.

Preuve. On a :

e 1% [ DS ()] = ﬁ / (t— )% D2 [f ()] ds

on pose

1

I= gy [ =9 w1 )

(3.10)
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En faisant des intégration par parties répétées, on obtient
=ty [0 (G D )
= — -5 — s)ds

I'(a+1) ), dt) e

i k—j RL 1 —(b—a) (:L’ _ a>a—j+1
—mamr L @O s )
. RLDa*J'f M
_;[ a <x)]l“=aF(2+a—j)
_ RLD;(mkH) (RLDg(k*a)f (:C))
. i [RLDa_jf( )] (£U — a)a_J-H
= a =T (24 a—j)
RL -1 : RL rya—j (z — a)a_j+1
- Da f($>_;[ Da f(x)]x*aF(Q_i_a_])
d’ou
redy [re Dy [f (2)]]
B d . n J— (t _ a)afiJrl
= % (RLDa f(t) - ; Dy [f (t)]t:a m)
_ _ - a—i (t—a)*”
= f(t) Z reDy [ f (t)]tzaF<a_i+ 1)
[

3.2.4 Composition de 'opérateur p;D* et p;I”

Proposition 3.6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors :
1. 8i 0 < B < a, alors la dérivée r, DS P [f(t)] existe et

reDy [rely [F ()] = reDy 7 [f (1)) (3.11)
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2. 8510< a<p, alors on a :
re DS [redy [f(O]] = DS [F(1)]. (3.12)

3.5%m—1<p<m, alors on a :
J o a—k
g [ D) [FO)]) = DI [FO) =Y [ DI ®)],, F((t1+—oz—k:)

k=1

(3.13)

Preuve. 1 Si0 < <a,alors <m—1<a<mn—1<a—[ <n,eten utilise (2.3) et
(2.25), on trouve :

wD; [l 1000 = () Gtz [naf? 7 0]

d " m—(a—
() (i1 0.
Puisque m > n, alors il existe un j € N tq m = n + j, et on peut écrire

re DG (et [f(1)]]

(B o) = (5) e o)
(Y (4 i)
PP

- <%) (re =72 F (]) = meDE77[F ()]

donc
re DY [reI] [f ()] = reDa P [f (1)].

2.Maintenant pour le cas 0 < o < 3, on a

re DY [Redl (O] = reDE [redl [l [f(1)]]]
= rell [[re I U O] = redl [[redd [f )]
= reI]T[f()],

donc
reDY [l [fO)]] = reI] ™ 1fF(1)].
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3. Pourm—-—1<f<m,ona:
redS (e DY [f(0)]] = reDY [rell [re D2 f(1)]]]

_ Dﬁ‘a{f(t)—i[ ) e
= reD, reD, =T

k=1

(6—k+1)}

i ! _ Dy (t—a)™"

= RLDg f (t) - ; [RLDg kf (t)] t=a RLF (ﬁ —k+ 1)

B » J - (t . a)afk

= rDf (1) - - (R D" f (t>]t:a Fl+a—k)
d’ou ; k

J t—a)*
redl [reDEf(0)]] = reDEf () — - (R D" f (t )], aM’

m

3.2.5 Composition de ’opérateur p; D% et p; D’

Maintenant on s’intéresse & la composition de deux dérivées d’ordre fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville :

Proposition 3.7 Soit f : [a,b] — R une fonction continue etm—1 < a < m, n—1 < § < n,

alors on a :
reDY [re D] [f(V)]] = reDE™Pf(2) — Z [r DI 0], %’
et m —B—Jj
re Dy [re D5 [f (O] = re DI f(1) Z [reDEF(0)] a%‘

Preuve. En utilisant les relations (2.24), (3.3), et (3.11), on trouve :
rLDY [ D] [ (1)]]

_ (%)m (o™ [ D2 [F()]])

d m n _ t—amiait
- (E) (Z[RLDg kf(t)}ta]_"(gn—of—t—Fl))

k=1

n

m " m—a—k
= RLDerﬁf(t) — [RLDg’kf(t)L:a <%) T (:; _ 03 —k+1)
k=1

3

(t—a) "

= reDYF() = > [ReDITFM)],, Ti—a—h

k=1

(3.14)

(3.15)
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donc n —a—j
rr. Dy [RLDg [f(t)ﬂ = RLDaJrﬁf Zl RLDB 7f(t) t= a%'
=

Si on interchange a et B ( aussi m et n), on trouve :

r D [re DS Lf (D)) = meDSPf(t) = [reDST7F(1)],

3.3 Reégle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

Pour n entier on a :

(i) (f (1) g (1) = no (). (3.16)

=\

La généralisation de la formule (3.16) est donnée par :
Soit f une fonction continue dans [a,b] et g € C" ™ (n > a+ 1) dans [a, b], alors la dérivée
fractionnaire du produit g.f est donnée par

AT (”) 7O (8)p, D2 (1) — B2 (1), (3.17)

=0 \J

RO (1) = m / S g di /t "D (5) (£ — )" ds. (3.18)

L’égalité (1.23) peut étre considéré comme une somme partielle d’une série infinie et R? (¢)
comme un reste de la série.
En faisant le changement de variable suivant :

s=t—yxr—t) et t=a+p(x—a),

on peut avoir : lim,,_,., R (t) = 0. Alors on peut deduire que si f (t) et g () ainsi que tous ses
dérivées sont continues dans [a, t], sous cette condition, la régle de Leibniz pour la dérivation
fractionnaire prend la forme suivante :

A IS (”) FO) (£)p D2 (1)

=0 \J



