Chapitre 2

Intégrales et dérivées fractionnaires

2.1 Intégrale d’ordre arbitraire

2.1.1 Formule de Cauchy pour ’intégration successive

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], avec —oco < a <t < b < +o0.
Une primitive de f est donnée par :
t
o= [ £(s)ds

Pour une primitive seconde et d’aprés le théoréeme de Fubini, on aura :

ol = [ 1o ds—/(/f df)ds
- [ [ [ ast

et pour une primitive triple, on aura :

I2f@)] = /dsl/ ng/ f(s3)dss = /dsl/ (s1— s2) f (s2) dsa

— [ rds= g [P s )as

- %/a(t—s)zf(s)ds.

Dans le cas général pour tout entier n et par récurrence, on btient la formule de Cauchy :

e = / ds: / ds, / dss. / (50) ds. (2.1)

_ _m_l)'/a (t— )"\ f (s)ds, n € N".

En généralisant la formule (2.1) a un ordre réel positif et en remplagant la fonction factorielle
par la fonction Gamma on aura la définition de I'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

14
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2.1.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1 L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction continue f : a,b] — R est défini par :

R (0] = s 0= f(9)dsi >0, >0 -
2.2

RIf O] =f@1), a=0,

Remarque 2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire soud]
a—1

forme de produit de convolution de la fonction puissance p,, (t) = m et f(t).
[ _
RUIE O] = iy [ =9 S ) ds = e (041 (0.

Exemple 2.1 Calculer l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction
suivante :

fy=(t—-a), g>-1
En utilisant la définition (2.2), on obtient :

1

rily [(t — a)ﬁ] = m /at (t — s)afl (s — a)’B ds.

En effectuant le changement de variable s = a + (t — a)y et en utilisant la fonction Béta il
résulte que :

roly [(t — a)’B] = /at (t—s)*" (s —a)’ds.

@)

=

- o [ ey w0 - o dy
= [ a0
:T%JQ—@“WﬂmB+D
s

- P(Fa(f;jlt)l)(t_a)ﬁm’

donce

rrly [(t— a)ﬂ =5 r@B+1)

Farsrp
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Poura=1etf=1,o0na:
1 T 2 2
rely [(t—a)] = =25 (t—a)” = S (t—a)”,

et pour « = 35, on a :

1
2

R.L[a% [(t—a)ﬁ] = M(t_a)ﬁJr% _ lz‘(gil) (t—a)ﬂ+%.

Si f (z) = ¢, alors
OO = 7 = &

Exemple 2.2 Calculer 'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville d’ordre o =

fonction : f (t) =Int,t > 0.
On a : .
]0% Int] = L/ (t — s)_% Insds = —
L'(3) Jo

2

On pose \/t — s = x, alors ds = —2xdx,

—2:z:lnt—x 1 /0
dr = — —21n (t — 2?) dx
\/_/ VT i (=)

/ ln \/_—i—m +ln(\/_ x))dx

1
I3 [Int] =

7

On sait que :

1n<\/f—|—:c>da: = (\/f+x)ln<\/¥+x> —x + cte,

ln<\/¥—m> der = (—\/Z+x>ln <\/¥—x> —x + cte,
d’ot :

[0% Int] = [(\/4—5&)111(\/_—1—:6)—:E]\/fE

o Sl

Vit

7[( \/+a:)1n(\f )—xh

_ [2\/Eln2\/£—\/i—\/51n\/%]+%[—\/%+\/Eln\/£
—4+41In2 4
[\/mﬂ—ﬂ] :T-i-ﬁ\/gln\/l_f.

Sl 5l

%de la
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Exemple 2.3 Calculer l'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville de la fonction : f (t) =

et.

On a:

RS0 = ruds (0] = s [ 0= e

St on pose, x =1 — s, on aura :

T [ t} et /t a—1 —z
R.Li, (€| = X e X,
I'(a) Jo

Maintenant, on intégre par parties, on obtient :

ta+1 ta+2 ta+3 taJrn

roly [e] = F(a+1)+F(a+2) +I‘(a+3)+"":§1“(a+n+1)'

Proposition 2.1 soient f € C ([a,b]) et a > 0. Alors

lim g I3 [f (#)] =0.

Preuve. Par (2.2), on a
walg 0] = s [ =9 )
alors
U0 < s [ -9 Gl
s [
ket - 0y,

le second membre de I'inégalité précédente tend vers 0 lorsque ¢ tend vers a.
Donc on peut déduire que

hm R.LI;X [f (t)] = O

t=a

Proposition 2.2 Pour l’existence de l'opérateur p IS on doit avoir o > 0. De plus, sous

certaines hypotéses raisonnables

lim - p L I [f ()] = F(2).

t—0t
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Preuve. Pour f € C' ([a,))) et par une intégration par parties, on trouve :

wadi f 0= E A b o [,

alors

lim R.L[g [f (t)] = f (CL) +/ f,<33')dl'

a—0t

= fla)+f(t) = fla) = [ (1)

Si f € CY([a,b)), on transforme g I [f (t)] sous la forme suivante :

AT <t>]=ﬁ / (t— 2 [f () — £ () + f ()] da
_L ' _gjo‘_l T) — T w t —xa_lx
i o @ = Fande+ 15 [ e—ara
1

t—6
- / (t =) (f(a) = f (1)) da

() Jis [(a+1)
Alors
Rl 1 O] = ot = )
t—o
gﬁ / (t— 2)* 1 |(f(z) —  (£)] da
e [ = ) = F ) e
On pose s
W= [ =0 U@ = r)
et

b= [ =0 @ - F0)d,

et on considére 'intégrale 5. puisque f est continue :

Va,t € la,b),Ve > 0,3 >0z —t|<d=|f(t)— f(t)| <e,
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ce qui entraine :

1

Bl = | [ - G - f) o

a

< T <oy

Pour tout @ > 0 et 6 > 0 fixé, on obtient :

t—o
L - ﬁ / (t— 2 |(f(x) — f ()] da
1 t—6 -
< m/ (t— 2"V (|f@)] + | (1)) da
2su . t=0 . t=o o1
< py?zvoj)'f(y)'/a (t—a)° dxﬁ%/a (t— ) 'dz
< r(zﬂfn (6% — (t — a)*).

ott M = sup,e(,q |f ()| - Maintenant, on considére

RalS 1 0] = {0 < Inl+ 1,
ce qui implique
(t =) Mt
Ra2 11 (0] = fe (0] < s (2 60 = (1= 0)),
en faisant tendre vers 0, on obtient :
w2 0] = 1y 0] < =

autrement dit :
lim [prly [f ()] = f@)| <e,

a—07F
ce qui implique

lim 13 (1) = £ (1)

a—0

Proposition 2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, pour tout o > 0, § > 0,
on a:

. [ ®)] = 17wl

@). I [L 0] = IOl
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Preuve. En effet :

I¢ [[5f(t)] = ! >/t(t—r)a‘1[5f(r)dr

T ()

_ m/: [(t _ T)a-l/aT (r— )" £ (@) dm} dr

m / / (=) (7 =2)"" (@) ddr

_ m/ {f(x)/t (t_T)a*(T—m)ﬁ—ldT} da,

si on pose : T =z + (t — )y, alors

/tf (t—T)a_l (T—:E)a_ldT
= [ om0 @t =)y =) =) dy

1
= (t- $>a+ﬁ_1/ 1—-y)* 'y rdy = B(a,B) (t —2)*,
0
donc

rI (21 0) = ooy [ —a @ i

- t — )P (1) dr = atf
- Faag T e = ).

Maintenant pour démonterer (2), en utilisant la propriété précédente (1). Alors :

T O = 177 [f @] = I [ (0] = 11 [F 0]

Exemple 2.4 1. Si on prend : o = 8 = % et f(t) =t, on trouve :

wadi |10 1£ 1)

I (2) 1
= I¢ e e /
R“{Fww)t } TG
_ 1 r (% + 1) o3| = th

['(2+1) |T(a+2) 2

D’autre part, on a :

t
1
rRISTPF () = roIlf () = / tdt = 5752.
0
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Proposition 2.4 Pour toute fonction continue f, on a :

dt

r — (RIS @)= g I*' )], a>1.

Preuve. On a :

puisque (t — s)* " et f (s) sont continues, alors s — (t — s)*~" f (s) est continue, et on a :

it o

Lt O = s [ - s
- a— — )@ r(6)ds
- ot [ @D =9 ()

(o —5) @D () ds
= LI [

a

- 1 t —5) @D £ () ds
- o [ =T

= roldTHF ()]
En générale, on a : o
Ltz (1) # nalt [ 700
|

dt
Théoréme 2.1 Soient f une fonction continue sur I = [0,b) et o > 0. Si - (f(t)) est

continue alors pour tout t > 0, on a :

dt

L watg 70D = naty [T 7 0)] + L2

Preuve. Par la relation (2.2), on a :
W 0] = g [ (=9 @) s

en faisant le changement de variable : s =t — 2% avec f = =

ce qui implique
ds = — B2 dz,
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alors o
e el A SR
qui se réduit a
0
W O] = s [Tt
1 "
— —F(OH—l)/o f(t—2")dx,

Maintenant en utilisant la régle de Leibniz :

ds

S

a(s) a(s) g
< 0 f(s,t)dt) _f<s,a(s>>a’<s)+/0 %f(s,t)dt,

Alors

dt N 1 ol *dt
Tl 0D = gy (£ @ar 4 [ - o) o).

1
Maintenant, on remplace dz par —Bxl_ﬁds, on trouve :

Fale O = e [ (s) ot s
Cela voudra dire que
Tl F ) = e+ [ =0 s

ce qui implique donne

2.2 Dérivées d’ordre arbitraire

La notion de dérivée d’ordre arbitraire (non entier) est une généralisation du concept de
la diférentiation d’ordre entier. Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire.
Dans ce chapitre, on s’intéresse aux quatres méthodes de dérivation les plus utilisées : la
dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée de Caputo et celle de Griinwald-Letnikov.
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2.2.1 Dérivée fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation d’ordre
entier d’'une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.
Pour une fonction f donnée, la dérivée premiere (D! f) de la fonction f est définie par :
d — —h
Do) = )y DI _ o,y

dx h—s0

Aussi, on peut définir la dérivée deuxiéme comme suit :

_ ?f(t) — fO) — fO(t — h)

D) = =g = Jimy h
g L (SO SR fE—R) - fE-20) L f() —2f(E - h) + f(E - 2R)
~ h—0h h h i h? 1

La troisiéme dérivée de f est donneé par :

D3f(t) = % _ hhinof(t) —3f(t—h)+ 3}{3(1& — 2h) — f(t — 3h)

Par récurrence, la dérivée d’ordre n de f est donnée par la formule suivante :

a1

DUf(t) = == = lim o> (=1)'Cf(t —ih) (2.11)
=0
e i T(n+1) (1) (n—it 1)
T+ )T (n—i+1) il '

On peut généraliser la formule (2.11) pour a d’ordre non entier (n— < a < n).
On remarquant que :

I'(n+1)

; nn—1)...(n—i+1)
(=1) T(i+1)T(n—i+1)

1!

(-1'Ci, = - (-1)

nn—1)..(n—i+1)(a—1)! _ —n(—n+1)...(i—n+1)
i (a— 1) T(i+1)

= (-

' —a«)
I+ 1)I(—a)

Alors, on peut définir la dérivée d’ordre «.

Définition 2.2 (Dérivée d’ordre o) Soit f € C°([a,b]), la dérivée fractionnaire d’ordre o
(aw € In —1,n|) au sens de Grinwald-Letnikov de la fonction f est donneé par :

DS [F(0)] = T he S 10— a)

h—0 p I(i + l)F(—a)f(t —ih). (2.12)
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Si f est de classe C™, alors en utilisant une intégration par parties, on obtient :

arDg [f Z f NG —toz_f)lz) : * F(nl_ @) /a (t—s)" 1 fM () ds. (2.13)

Pour a = 0, on obtien :

AOE F{Z O et [yt s

Exemple 2.5 Calculer I'intégrale fractionnaire de Griinwald-Letnikov d’ordre o de la fonc-
tion suivante :

f(6)=(t—a).
Soit a est un nombre non entier positif tel quen —1 < a < n avec > n — 1, alors

f™(a) =0, m=0,1,2,....n — 1,

et
n = M —a B—n
IO =tG_0sn -9
d’ot
oDy [f(8)] = ['(n— Z;?(—;’ 1—)n +1) /a (t—s)" (s — a)ﬁfﬂ ds,
En faisant le changement de variable s = a + y (t — a) on trouve :
o _ F( ) t _Sn_a_l S_aﬁ_n )
ar Dy [f(t)] = T(n— a)0(3 —n—i—l)/(t ) ( )"
~ Tl z; e = nt1) / 1=yt (t—a)”y’"dy
L(5+1)

— 3 (t — a)ﬁ‘“/0 1=y oy dy

Fn—a)l'(B—n+

_ re+1)sn—a,f—n+1) (t—a)®
IF'n—a)l'(—n+1)

_ _TE+Um—allB—n+l)  oa_ TB+HD (oo

Fn—a)l(f—n+1I'(B—a+1) rg—a+1)
Poura:%etﬁzl,ona:
1 1
D2 [t a)] = o0 (- )2 = - a)
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Remarque 2.2 En générale la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de
Griimwald-Letnikov n’est pas nulle ni constante.
Si f(t) = ¢ et « non entier positif, alors :

f™(a) =0, m=0,1,2,...,n

On utilise la formule (2.13), on obtient :

c n—1 ()t — )i~
DO = pgye o+ 2 e
1 t s)" L) (g) ds
+r<n_a>/a“ et £ (5) d
— m(m—a)*a.

2.2.2 Intégrale fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov

L’intégrale fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov se traduit par I’expression suivante :

" T(li+a
2 [F(0] = Dy (0] = Jim b S critos =), (244
=0
Cas particuliers :
Pour a =1,0on a:
Gl 0] = Jim > e ) =l S fe in)
i=0 1=0

en tenant compte que t — a = nh et que f est continue, alors

arll| —hthft—zh / ft—sds—/f (2.15)

Pour o =2,0n a:

n

G2 [f(0) = tmpy U2

! 2 T(i + ey @ )

= lmhY (i+1)h[(t—ih)
j=0

En faisant le changement de variable t — h = s, on déduit que :

n+1

a2 [f(t)] = hm hz (1h) f(s—ih) /t_asf(t—s)ds:/t(t—:r:)f(:v)d:n (2.16)
0 a
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Aussi pour o = 3,0n a :

o B3 [F(0]) = Jim 2 S7(+ D0+ 1) (2~ ih)

h—s02!
i

On pose le changement de variable ¢t + h = y, on obtient :

n+1

a P [f(t) —hlinwz i(i 4+ 1) h? f(y — ih), (2.17)

La relation (2.17), peut s’écrire sous la forme :

n+1 2 n+1

Ly [f(1)]) = lim (2‘2 ih)? f(y — ih) +h— zh fly —z’h)),

puisque
2 n+1

t
lim 'Zm fly —ih) hliinoh/a (t —2)f(z)dz = 0,

h—s0 2!

et lorsque h — 0, on trouve :

he N N
el 0D = Jimor 3 G Sy —ih) = 5 |- sas
= % (t —2)*f(2)dz. (2.19)

Les frmules (2.15)-(2.19) suggeérent 'expression générale suivante :

auls [F(1) = hmhazF e ) (2:20)

_ ﬁ/ (t — 2)° " f(2)da

Maintenant, on montre que (2.20) est une représentation d’une intégrale répétée o fois.
En effet,

Gl f0) = = [ G- @ (2.1)

1 t a—2 . a—1
— —)/a (t—2)* “f(z)dr = qrIy [f(t)].

(o —2)!

On integre sur (a,t), la relation (2.21), on obtient

2 1 (1)] = / (1ot [f(2))) da.
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et
1oV (1)) = / (60122 [f(x)]) da

ce qui implique que

12 [f(8)] = / dz / (122 [f(2)]) do

-/ ' i / " / (o le [ (a)) do
/atdx/:dx.../:f(fr)dfv-

Définition 2.3 L’intégrale fractionnaire au sens Grimwald-Letnikov d’ordre o, > 0 de la

fonction f est définie par :

n

cl? [F0]) = Jime Y e in)

h—0 =T (i+1)T ()
1 ¢ a1
= W/a (t —2)* " f(z)dx.

ouD<n—1<a<n.

Proposition 2.5 Si la fonction f est de classe C™, alors :

S @e—aT
B Lii+a+1) I'(n+«

ANOIES

Preuve. D’aprés (2.22), on a :

1

Gl V0] = 7 / (t — o) f(a)da.

Maintenant en utilisant I'intégration par parties, on obtient

ol [f(t)]zr(la){[—“ )| - [ <x>dx}

) / (t = 2)" 1 £ (3)d.

(2.22)

(2.23)



28

Apreés une autre intégration par parties
[ (a) o
I f(t)] = ———(t —
GLa[f()] F(a—l—l)( CL)
1

NG

1 t(t—x)a+1 ()
+r<oé+1)/a ar1 @

~ /[ (a) (t—a)™" L [T e
:; T(a+itl) +F(a+2)/a (t =)™ £ (x) da.

Apreés n intégration par parties, on obtient :

SO @0

GLIg[f(t)]:Z; T(i4+a+1) I'(n+«a

] /a (t — )" W (2)d.

2.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.4 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-
Liouville d’une fonction f : [a,b] — R par :

am 1
dtm F(n—a) f(f (t_ 3>n_a_1f(5)d3 ,m—1<a<m,me N,
reDg [f (V)] =
dm
dt_mf OF a=m.
(2.24)
On peut écrire la relation (2.24) sous la forme équivalente suivante :
dm B
T L f (Ol m =1 <a<m,meN,
WD (7 ()] = . )
dx_mf (t), a=m.

1
Exemple 2.6 Calculer la dérivée fractionnaire d’ordre o = 3 au sens de Riemann Liouville
de la fonction f (t) =t — a.
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On a:

re Dy [f (1)) = RreDg[(t —a)]

L 3

d |3 4 |rE -

= — |12 (t—a) %{r(g) (ta)2]
3r_(2) =
“arp Tt

Exemple 2.7 On calcule la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville
de f(x) = (t — a)’.
On a :

wD; - 0] = () 1 ([ - o).

En utilisant le (2.25), on peut écrire :

wli 0= 0] = i g

alors

wri=on- (3 o)

B+1+4+n—a

B I'g+1) d\" nea
T T(B+1+n-0) (E) (t = a)”

En utilisant la relation de dérivation classique :

(%) ' (t —a)Ptr—e (2.26)

—B+n—a)B+n—a—1)..(B—a+1)(t—a)™

TB+1+n-aq)
- (B—a+1)

Ce qui permet d’avoir :

(t —a)~.

L'pB+1)

reDY [(t—a)’] = TB—a+l)

(t —a)’.
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S | _3
Sia=3 et f=3, alors

— %IF((Q%)> (x —a) = %Tﬂ(;y —a),
et pour a > 0 et 8 =0, on aura le résultat suivant :
I
= ﬁ(az —a) .

Remarque 2.3 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouwille n’est pas nulle :
c

rLDg ] = Ti—a)

(t—a) .

En effet, on a :

wiild = g (g [ )

= Fa—a -9

On présente maintenant quelques propriétés de l'opérateur de dérivation au sens de Riemann-

Liouwille [12].

Proposition 2.6 L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville posséde les popriétés sui-
vantes :

(1) : Pour tout A\, n € R et pour deuz fonctions quelconques f : [a,b] — R et g: [a,b] — R,
on a :

reDG A (8) + pg (0)] = A me DG [f ()] + 1 reDgg [(8)]-

(2) : En général, la propriété de semi groupe n'est pas vérifiée, on n'a pas toujours :

reDY [reDEf (4)]] = reDITPIf (1)),

(3) : Il en est de méme de la propriété de commutativité : o > 0,8 > 0, f continue sur
[a,b] C R, tels que :

rr Dy [RLDg If (t)H # riDy [RLDS Lf (t)H .
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Preuve. Pour (1), on a :

reDg [Mf(t) + pg(t)]

d

= (%>” (RL[;%Q [Af(t) + ,ug(t)])

(%) [rets [a—ar 0 + natead]

1 ( d )" [A /at(t ) f () da + u/at(t - x)m_”‘_lg(f”)dx}

T(n—a) \dt

B

= XD f(t) + p "D g(8).

Pour (2), on pose f(t) =12 et a == 3, alors on a :

dt

1 1 1

D [F(1)

et

]
=
h
S
[\
=
=~
=
]
=
h
S
N

5 [0 gto]

RLDO% [RLDE [f(t)]] = reD§ [RLDOé [t%H =0,

on remarque aussi que :

1,1 1,1 -1 -1 _3
DF W) = DF L) [ ] = S
Dans (2), on prend f(t) = t2,a = 1et 5=3, alors
w D [f(8)] = ruDE [té] = 47
et L s,
re DG [f(D)] = reD§ [ﬁ] =0,
tandis que ) \ )
rDg§ [RLDO [f(t)]] = reD§ [RLD§ [t%H =0,
et
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Lemme 2.1 Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant rL D [f(t)] = 0, avec o €]n —
1,n[, n € N*, alors :
n—1 'l + 1)
C'l
Fi+1l+a—n)

(t—a)y™™, (2.27)

@M

ot les ¢; (i =0,1,...,n — 1) sont des constantes arbitraires.

Preuve. D’apres la formule (2.25), on a :

w0 = (5) melrwi-o

RL

ce qui implique que
RLIan—a [f(t)] :Co+01 (JI—CL>+...+Cn_1 (Z[’—Cb)n = C; (ZL’—CL)i.

Puisque ¢ (r) = 0 = ¢ est un polynome de degré < n — 1. En appliquant I'operateur
rrl, on peut écrire :

rely [y [f (D] = rely [Z_: ¢ (t— a)i] ,

ce qui revient & :
~1

(i+1) n
I t—a)™.
ek ZO T(i+a+l) (t-a)
Une dérivation d’ordre n, donne

(4) ar 7o) = S epm 0 (4) oy

7n—1’ rG+1) T@GE+a+1) (t— a)ite
F'i+a+l)(i+a—n+1)

= i ¢ L@+1) (t—a)™o ",

“(i+a—n+1)

Donc,

1
Zcz N
(i+a—n+1)

a)i+a—n )
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Lemme 2.2 Soient f € C([a,b)) et n—1<a <n,n e N*. Alors

“ 4 (t — a)a_i

relg [reDEf O] = () =Y mDY [f (8)],e, T

> CETESIL (2.28)

ot les ¢; (i =1.2,....,n) sont des constantes quelconques.

Preuve. On a :

rely [rDg f (1)) =

on pose

1 t N N
(e / (t — )" w2 [f (3)) ds.

I'(a+

En faisant des intégration par parties répétées et en utilisant (), on obtient

I = m /at (t—s)" <%)2 R Dy f (s) ds

- m/a (x —t)* " {REDZE=o) £ (1)) dt

(l‘ o a)a—j+1
_T(@+a-))

() e

- mz (x —t)* " {REDZE=o) £ (1)) dt

k oa—1
_Z RLDa ]f (x_a) ol
= I“F(?—i—oz—j)

_ RLDa (a—k+1) (RLDQ (k—a)f (Z’))

k oa—1
Z RLDa ]f (x—a) ol
— =TI (2+a—))
7j=1
k a—j+1
RL RL a— (x —a)
= RLp- pei A
S ; /(@ =T 24+a—-1j)
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d’ou
rely (R Dy [f ()]
- d B n . (t . a)a—i—i-l
= Iz (RLDa ft) — ZZ:; D" [f (t)],—q m)
- o i (t—a)*"
= F0=3 w D O

]

Proposition 2.7 Soient f € C([a,b)), et n— < o < n,n € N. Alors, l'opérateur de dériva-

tion de Riemann-Liouville rp DS posséde les propriétés suivantes :
1.

re DG [redy [f ()] = [ ().

Tim e DZF ()] = 1) (1)

<

Preuve. En se basant sur la propriété classique :

() @@ =ro,

on obtient :

WD Ltz O = () (12 2 £ 0]

= () o = () wen =0

2. On suppose que f est de classe C", alors

HORSATIIORS
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Maintenant, on applique I, on trouve :

Lo [f @) =1 [ [f O]] + I

—  f9@Tr(+1)
IZnoz (n) f t—
f +ZF (t+1)T n—a+z’~|—1(

n—1
I2na (n) t— n—o+i
L/ +;Fn—a+z+1)< @) ’

Ensuite, on utilise la formule (2.25), on obtient :

D 0] = () (17 0)

n n—1 () a
= (i) ]371—& [f(n) (t)] + ' A ) (t —

n—1 (i) a '
R RE Y s (Rl

1=
En faisant tendre vers n™, on obtient :

Jim g DG [f (1))

<

a——n
<

n—1 i
= lim I [f™ ()] + lim Z F(,f(&(t —a)
<=0

n—1 (2) a '
= B0+ Y - o = 1 ).

D’ou

)nfo¢+i
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2.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a,n — 1 < o« < n, n € N* s’obtient
par une application de I]~“ suivie d’une dérivation classique d’ordre n : Tandis que la dérivée

au sens de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Définition 2.5 Soit f € C" ([a,b]), n € N*. On définit la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo d’ordre a > 0 de la fonction f comme suit :

"= )" M (s)ds, n—1 <o <n, neN,

mfa
(4) 7. a=n

On peut écrire la relation (2.28) sous la forme équivalente suivante :

d n
redy™ [(E) f(t)], n—1<a<n, neN*

(Y s, amn

Exemple 2.8 Soit f(t) = (t—a)’, > —1. Pour a >0, on a :

oDy [f (t)] =

D [f () = mli ([ (1)) = ﬁ / (b syt F () ds,
Et comme o M L
/ (t)_r(ﬁ—n+1)<t a) ?
alors
cD2f(t)] = groIl™® [1“(1;(?—_7:—11—)1) (t= a)ﬂn]
r(B+1) - »
T(B-n+1) rRLl; [(t —a)” }

LB+1) t — )" (s —a)’dr
F(n—a)F(ﬁ—n+1)/a(t o s —a)m

(2.29)

(2.30)
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En effectuant le changement de variable s = a + z (t — @), on aura :

cDg [f ()]
_ r(B+1) ' a1 (2 (f— VP (f — a) da
et [, e ) 0y
) 5+ e [T et
B F(n—a)f‘(ﬁ—n+1)(t ) /0(1 ) d
I'(5+1)

= —a)’° 1 e
T Toowrparn Y /0(1 ) ¢

rs+1)Bn—a,f—n+1)

_ _ g
= T Th-oTG-ntn ¢ 9

B rg+1)r'm—a)l'(B—n+1) (t—a)’B_O‘
 IT'(n—a)T(B—-n+1T(B-a+1)

_ LB+ o ysa

= TB-arpn 9

Silonprend f=1et a = %, alors

el = wie|(5) U] = wit [ F -0l
1 1
Tt
Si 8 =0eta>0,alors
Delr 0= miz | () U] = wid oo
Remarque 2.4 Si f = ¢, alors
DO = pos [ s s
= & (nl_ 5 /at (t=s)""*""x0)ds=0= D[]

C’est-a-dire que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est
nulle.

5
2

Exemple 2.9 On reprend la fonction f (t) = (t —a)? et on calcule a dérivée fractionnaire

oD2 [f (t)]. Alors :

S
Q w
=
—~
~
=
I
S
[SEINT
| —
—~
~
I
IS
N—
wlon
—_
I
oy
h
T
Nl
i
Y
SIS
N—
N}
/N
—~
~
I
IS
SN—
wlon
N———
| I |
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En tenant compte de la relation (2.26), on aura :

3

oD, [(t-a)

N

] = gpul?

= RL]a%
r(3)

Proposition 2.8 Soitn —1 < a <n,n € N A\ u € R et soient les deux fonctions f(t) et

g(t) telles que ¢ DS [f (t)] et ¢ DS [g (t)] existent. Alors la dérivation fractinnaire de Caputo
est un opérateur lineaire :

Dg A () + pg (1)) = AeDg [f ()] + D3 g (£)]-

Preuve. On a :
1101 = (5) mi s,

alors

D2 0+ g (0= () (el (O 0+ g (0)).

Comme la dérivée n-éme et 'intégrale sont linéaires, alors

Dy M f () + pg (2)]

= (@) oy () wr o)

= ADFIf O]+ peDg g ()]

Proposition 2.9 Soit o € |n—1,n[ et f € C"([a,b)). Alors

I e D [f O = 1) + (t—a), (2.31)

ouc; R, i=0,1,2,...n—1,n=[a]+1.

Preuve. On montre la relation de dérivation classique :

I [ () Z f (t—a). (2.32)
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Pour n=1,on a:

. . /
Aussi, on montre qu’elle est vrai pour n + 1, on pose h = f, on aura :

e [f(n+1) (t)} =1} [Ig [h(") (t)” —I [h (1) nzi h(i). (a) (1 a)i

t il ) (g »
:/a h(s)ds—zo(?+ g))ﬂ (t — a)'*

n—1
f(Hl (@), in
/f >y =)

noof@) .
- Z (o= - T gy
En appliquant relation (2.30), on peut écrire :

rIG Dy [f O] = I3 [pIy [fO @] = 1" [f™ (1)] .

Par la formule (2.32), on a :

I e D [f O = 1) +

Proposition 2.10 Soient f € C™([a,b)), et n — 1 < a < n,n € N*. Alors, l'opérateur de
dérivation de Caputo oD a posséde les propriétés suivantes :

1.eD[[f @) = f(1). . |
2. si ¢cD[f (t)] = 0, alors f (t) = Zizo ¢ (t—a).
Preuve. 1. En effet,

Dtz 0] = niz | (§) iz D]



40

D’apres la relation (2.2), on trouve :

DS RIS O] = alne |

<
- oty f (2 o )]
<

_ m—a
= R]a

= otz (g - s

— I [ O] = RID)] = £,

donc
2. Soit f € C™([a,b)), alors

=01 (4) o] -0

En appliquant D", on trouve :

donc

]
Proposition 2.11 Si0<a,83<1 aveca+ B <1 et f de classe C1. Alors

eDg [eDL[f )] = D™ () = D7 eDg [f (1)) (2.33)
Preuve. En utilisant la regle de composition des opérateurs rI2 et DS, on peut écrire

cDg [eDI[f O] = rl [eDs (rls 7 (cDaIf (1)]))]
= /I [RI (oD [RI P (¢ DL (0)])])]
= IO (DY (RIEP (DL ()]

= L [eDIf )] = DS If (1)
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Donc
cDg [eDIIf (V)] = Dt [f ()] (2.34)
En utilisant (2.34), on obtient :
cDg [eDL[f O] = D [f ()] = D [f ()] = Dg leDy [f (t)]]-

Lien entre la dérivée de Caputo et celle de Riemann-Liouville

Pour f est de classe C™" et n — 1 < a < m, la relation reliant la dérivée au sens de
Riemann-Liouville & celle de Caputo est donnée par :

G, |
WD (0] = D)+ Y s (239
La relation (2.35) peut aussi s’écrire :
G, |
D] = DI -3 s )
- (2.36)
A

A partir de (2.35) et (2.36), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre v de f au sens de
Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo si a est un point zéro d’ordre n de f.
Plus précisément, on a :

(fP(a)=0,i=12,...n—1) = (cDg [f()] = rrDg [f(1)])-

Preuve. On part de ’hypothése que f est de classe C™, alors on peut écrire :

gff t-o'+ wiz|(5) 1] 7

=

En appliquant g7 I7~* a l'identité (2.37), on obtient :

I O] = i géf i a) +1mﬂ[(;)nwuﬂ]
- Mmﬂj:ﬂxw@—m + ot wiz () 1]
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Ensuite on applique (%)n a la relation obtenue, on aura :

e () (o) (2) (e [(2) ]

< f(i) (CL) F(n_a+i+ 1) n—a+i—n
)(F(n—a—l—i—l—l—n)(t_a) >

+(5) (wrz [z (5) vel]])

= S s e (8) o]

Maintenant, en utilisant le fait que :

ot = [ [(4) f(t)H et 0.3 [F(0)] - (%) (L= 0]

on obtient :

2.3 Dérivées fractionnaires a gauche et a droite

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b, avec —0o < a <t < b < +o0 et

Bl = [ f@dze i r @) = [ 1@

Pour une primitive seconde on aura :

v [ ([ oo v ([ roe)

D’aprés le théoreme de Fubini, on peut écrire :

2f @)= [ s [dr=g [ =976

et

/f ds/ da;—— (t—s)f(s)ds.
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Dans le cas général, on a :

I 1f (t)]zﬁ / (t— 8" £ (s) ds,
et ) , 1

B 01= oy / (t— )" f () ds.
Donc X t

e 0= 5 / (t— )" f(s)ds,
et

I [f<t>]=ﬁ / (t— sy (s) ds.

Définition 2.6 Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville .12, [f (t)] et I3 [f (D]

d’ordre a sont définis comme suit [1] :

w0 [f (1) = ﬁ / (t— )" f(s)ds,t > a,a >0, (2.44)
et
wrll [f ()] = ﬁ /t (t— )"  f(s)ds,t < ba > 0. (2.45)

Exemple 2.10 Calculer les intégrales r IS, [f (t)] et roI [f ()] de la fonction suivante :

ft)=(t—a)’ p>-1
En utilisant les définitions (2.44) et (2.45), on obtient :

wadis (6= o] =i [ -9 =0 s = o B 0
et

b
. [(t - a)ﬁ] - FLa) /t (t—s)* " (s —a)’ds = % (b— )"+

Pour =0, 0n a:

Rl 1) = s [ (=) s = e =)
et . )

rily [l]zm t (t —s)" 1dS—F( Y (b—1t)"
Pour f(t)=C,on a:

riIS [C :L)/ (t—s)*""ds = (ac+1>(t—a)a,

et
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Remarque 2.5 Lorsque o« =n € N, les définitions (2.44) et (2.45) oincident avec les niéme
intégrales de la forme [1] :

nIf@)] = / s, / ds, / dss. / (5. ds,

- m/a“‘s) Lf(s) ds,

) = / sy / s / dss.. /  (s0) ds
= m/t(t—s)nlf()ds

2.3.1 Dérivée-Riemann-Liouville & gauche et a droite

et

Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville g, D%, [f (¢)] et rr Dy [f (t)] d’ordre «
sont définies comme suit [1] :

D [F0] = o[ (0]
dm 1 ! n—a—1
)/a (t—s) f(s)ds

dt>am—1<a<m,meN",
dtm{f‘(n—a a,m a<m,m

et
wDi 0] = (-%) (5]
— <_%> {ﬁ/ (t—s)”_a_lf(s)ds] Jt<bm—1<a<m,méeN"
Si 'on prend oo = m, alors
RLD2+ [f (t)] = RLDI?* [f (ﬂ] =f (t)
et

re D [f ()] = F (), reDy- [f (O] = (=1)" F™ (1),

ott f™ (t) est la dérivée usuelle de f (¢) d’ordre n.
Exemple 2.11 Calculer les dérivées r DS, [f (t)] et r Dy [f (t)] de la fonction suivante :
f)=(t-a),5>-1

Par définition, on a :

WD [ (0] = maDf (6= o] = 5 e (= o)™

Y

et
rp+1)

F(B—a+1) (="

re Dy [f ()] = reDy- [f ()] =
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Pour =0, 0n a:

RiDE 1) = s (=)
et 1

R-LDI?— [1] - T (1 — Oé) (b - t)ia
iS f (t) = C, alors : .

R.L (?* [C] = 1—\<1 — Oé) (t - a)_a7
et c

rrly- [C] = i) (b—t)".

2.3.2 Dérivée-Caputo a gauche et a droite

Les définitions de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo & gauche et & droite sont
donnée par :

Définition 2.7 Soit & > 0 et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires de Caputo & gauche
et a droite ¢ D%, [f (t)] et ¢ Dy [f (t)] sont définie par [1] :

[ o) .
D [f (D)) = rrDgs | f(t) — Z / .!(0) (t— a)J] ;

i J
et i i
oDy 1f (0] = naf |70 - Y7 ]ﬂ(‘” (b— t)j] |
Pour0<a<1,ona: -
D (0= maDief ()~ = o,
et
D F (0= meDf-f (0 = 0 (b=t

Exemple 2.12 Trouver les dérivées ¢ DS, [f (t)] et ¢D;- [f (t)] de la fonction : f(t) =
(t—a)’, 8> —1.
On a:

D1 (0] = oD [t = 0)°) = g ey (=)™,
et
oDi- 0] =0 Df- [(t = 0] = i (=0

Pour =0, 0on a:

Si f(t) = C, alors :



