Symétries et lois de conservation

2.1 Introduction

Dans cette section, on supposera que la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de
(x4). On supposera aussi que les équations de mouvement (donc de 'action) restent inchangées

lors d"une transformation (continue) infinitésimale définit par,

¢(xu) — ¢ (x) = P(xu) + 09 (xp)
Avec,
X, — position spatio-temporelle (coordonnées)
dx, — variation infinitisimale (deplacement l'espace et dans le temps)
¢(x,) — champ scalaire (variable)
d¢(x,) — variation de phase (dtie a une rotation)
2.1.1 Exemple de transformation
Transformation spatio-temporelle
Une transformation spatio-temporelle est définit par
{xy—>x;,:x,4+ay, (ay = dxy) 2.2)
o(xp) — ¢ (x,) = p(xu) , (6¢(xu) =0)
Avec a;, représente le quadri-vecteur déplacement dans l’espace-temps.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1'équation (2.2),
¢ (xy) = ¢ (xu+ay) = ¢(xy) (2.3)
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donc,

‘f’/(xy + a;,) = <f>(x,4) (2.4)

Transformation de phase globale (¢(x;) # ¢*(x,))

Cette transformation est donnée par,

{ v e : (2.5)
L) — ¢ (%) = p(xp) +09(x) = e~ MW p(xy)
Avec 6(x,) est un scalaire réel.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans I"équation (2.5),
¢ (1) = ¢ (x) = ¢(x) + 09 () = e~ MW (xy) (2.6)
dong,
¢ (xu) = e % (xy) (2.7)
Transformation de phase locale (¢(x;,) = ¢*(x;))
Cette transformation est donnée par,
{ xy—>x;l:xy, (0x, = 0) | 2.8)
P(xu) — ¢ (x,) = p(xu) +0¢(xy) = eflqe(x”)ﬁb(xy)
Avec 6(x,) est un scalaire réel.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans I'équation (2.8),
¢ () = ¢ (1) = () + () = e M Wp(x,) (29)

dong,

/

¢ (x) = e p(x,,) (2.10)



13

2.1.2 Théoreme de Noether
Fnoncé

Pour toute transformation continue de 'action §, il existe un courant J, vérifiant I'équation
duJu =0 (2.11)

Ceci implique qu’il existe une charge qui se conserve, définit par
0= / 0dPx 2.12)

Démonstration

On dit que les équations de mouvement sont invariantes si 1’action S est stationnaire
6S=8 —-5~0 (2.13)

On a
5= / d*x £(p,0,9) = S = / iy L(¢,3,9) (2.14)

Avec L = L(¢,0,¢) (la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de x,,).

Considérons des transformations infinitésimales de la forme,

{ Xy —> x,ﬂ :/ xyl—k dxy (2.15)
P(xp) — ¢ (x,) = p(xu) + 5 (xy)
ou

5p(x) = ¢ (x') — p(x) (2.16)

Avec 0¢(x,) représente la variation du champ d a la fois a la transformation du champ (variable)
et la transformation de la coordonnées (x;).

Dongc, la variation en un point fixe de 'espace a 4-dimensions est donnée par

!

Sop(x) = ¢ (x) — p(x) , pourx =x (2.17)
Le lien entre les dérivées d’espace-temps est donné par

dx' = [1+9,(6x,)]d*x (2.18)



14

Cherchons maintenant la relation entre la variation champ en deux points différents J¢ et la

variation du champ en un point fixe J,¢.

La variation du champ en deux point différents est donnée par

5p(x) = ¢ (x) —p(x) = ¢ (x) — ¢ (x) +¢ (x) — p(x)

5p(x) = ¢ (x) + (Qu)oxy — ¢ (x) + op(x)
Avec
¢ (x) = ‘P/(xy +6xy) = 4’/(3%) + (9vp)éxy = ‘Pl(x> + (0v9)dx,
Dong,

5¢(x) = bop(x) + (Avep)dxy

Calculons le terme 8;,4{

On a 3
ay‘l) (X ) = ay(¢+(s¢) = < (¢ +‘S(P)
H
J Jdx ax
=323 ”<4>+ 6p) = (4>+ 0) =
V V
On a aussi
x;:xv+5x1,:>x1,:xi,—(5xv
Dong,
gx:/ = Ea)x:/ + aa/ (5351/)
Y Yu 0%y
Finalement on trouve que,
Jx,
H

En remplagant I’'équation (2.27) dans 1'équation (2.23), on trouve

P, axv

0 () = 29+ 60)

V

_ (a_4> _(5¢)> (6 — 3 (630))

dx, Oxy

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



= (0 + 9y (9)) (5w — dy (0xy))

= (BV¢)5VV - (aV¢)ay(5x1/) + 81,((5(}))(5,“, - 81,((547)8,4 (6xv)

/y‘P/( I) (0u¢p) — (9vp)9y(6xv) + 9u(S¢)
On néglige le terme 9, (d¢)d, (dx,), car c’est un terme d’ordre supérieur.
La densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de x;, = £ = L(¢,0,¢)

Donc

L(¢,0,0) = L(p+ ¢, (0up) — (u)dy(0xy) + 3, (59))

aﬁ oL
L(¢p,0u¢p) + N op + W[%@‘P) — (9vp) 0y (0xy)]
Donc, on trouve
A E)£ E)E BC

En remplagant I’équation (2.18) dans 1'équation (2.13), on trouve
(55—/d4x£¢8 /d4x£4>ay¢)““0

/ / /

/1+a (6x,))d*x L(¢,3,,0) /d4x£(<,b,8y<p)20

5S = / £(9,9,9) = L($,3u) + u(5x,) L]d*x =~ 0

Calculons le terme: c(q>’,a;,<p ) — L(¢,0,9)

L(¢,0,9) — L(p,0up) = L($,,9) + ag ¢+ (a£¢) u(5p) — (afq))( V)3 (dx,) —
£(p,3,9) — L(p0up) = ag o+ (a‘C(P) £(59) - (af¢)< )2, (5x,)
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(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

L(¢,0u¢)

(2.39)



