Chapitre 3

Algorithmes

3.1 Meéthode du gradient

Définition 3.1 Soit f une fonction définie de R" dans R, x; € R"™ et di, € R™. On dit que
dj est une direction de descente au point x; si il existe f > 0 telle que

[z + ady) < f(zp+ ady) , Yo €10, 5.
Proposition 3.1 Soit f R" — R une fonction différentiable au point xy, € R™. Si
Vf ()" di <0,

alors dj, est une direction de descente.

Principe de la Méthode

On veut minimiser une fonction f. Pour cela on se donne un point de départ arbitraire
g € R™, pour construire 'itéré suivant z; il faut penser qu’on veut se rapprocher du mini-
mum de f, on veut donc que f(z1) < f(zo). On cherche alors z; sous la forme : x1 = xo+agdy
ou di € R™ et ap > 0. En pratique, on cherche o et dy pour que f(zo + aody) < f(z0). On
ne peut pas toujours trouver dy. Quand d existe on dit que c’est une direction de descente
et ag est le pas de descente. La direction et le pas de descente peuvent étre fixes ou changer
a chaque itération. Le schéma général d'une méthode de descente est le suivant :

o € R™ donné,
Tyl = T + apdy, o > 0,d, € R”,
ol oy, et d; sont choisis de telle sorte que :
[z + apdy) < flxg).

Une idée pour trouver une direction descente est de faire un développement de Taylor a
I’'ordre 2 de la fonction f entre deux itérés xy et xpi 1 = xx + aidi. La fonction f est de
classe C*.

f @) = f (o + andy) = f (1) + aV f (2)" dy.
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Si
V£ (x)" dy, <0,

alors
f(xr) < flag).

Donc dj, est une direction descente.

On a:
VI ()" di = IV f (@) 1di]l cos (Vf () i)
si cos (Vf (zx),dr) = —1, on obtient la meilleure localement. Ce qui donne dy, = —V f (zy,) .
D’ou

Tyl = T — Oéka (.Tk) .

Choix u pas oy

Méthode du gradient a pas constant (fixe)
On prend oy, = a conatant et

Tpe1 = 2 — aVf(zg), a>0.
Si « est trés grand on a un risque de divergence.
Si « est trés petit, la convergence est trés lente.

Si « est & gradient lipchitizien de constante L, on choisir v =

IVf(x) =Vl <Liz—yl.

Si f est fortement convexe de rapport a, on choisit o € ]O

1
I

2a
7L2 M

Méthode du gradient a pas variable

On choisie a4 tel que :

ak>0,Zak:ooet ZQZ<OO-

k>0 k>0

alors

1
E le 3.1 Soit ay, = :
xXemple ol O, ]{,‘ T 1

1 1
—_— diver e et —5 COonverge.
> g e et 30 comer
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3.1.1 Meéthode du gradient & pas optimal

L’algorithme de gradient & pas optimal est donné pas :

Etapel : Choisir oy € R" et mettre £ = 0.

Etape2 : Si Vf (zx) < 0, mettre x;, = *. Terminer. Si non aller en (3) .
Etape3 : Calculer la direction d, = V f () .

Etape4 : Calculeray, ay, = argming~o (f (z) — aV f (zx)) .

Etape5 : Mettre x.1 =z — axVf (z1), poser k =k + 1 et aller a I’étape 2.

Test d’arrét On fait les test suivant :
L |Japes —apll <&, e =107° ||laol],

et
2. [Vf(zi)| <&, e =107V f (z0)] -

Exemple 3.2 Soit f la fonction définie pour tout couple (x,y) de R? par :
f(z,y) =2* +y* — Tz — 4y — 2y + 35.

En démarrant du point initial xo = (xg,y0) = (1,1) et en appliquant l’algorithme du gradient
, trouver la solution optimale x* du probléme suivant :

min f (z,y)
(z,y) € R?

Solution : (1) : 1 = x9 + apdy avec oy = argming~o (f (o) — aV f (z0)) et dy = Vf (o) .
On calcul le gradient

of

%(x7y) 20—y — 17
Vf(z,y) = ” = ,

o (2.9) W

et
Vf(xo) =Vf(1,1)=(=6,-3), do=—-V](z0) = (6,3).
On calcul aussi a,

ag = argmin (f (o) — aV f (z0)),

alors
f((zo) = aV f(x0)) = f((1,1) —(6,3)) = f (1 +6a,1+3a),
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f(1+46a,1+ 3a)

(1+6a)*+ (1+3a)* —7(1+6a)—4(1+3a)— (14 6a)(1+3a)+35
= 270° — 450 + 25,

/ 45
f(1+6a,14+3a) =bda—45=0= ap =

_5
54 6
1 5( 6
$1:$0+Oéod0: 1 "—6 3 =

(2) X9 = T +Oé1d1,$1 = (67 %) et d1 = —Vf (6, %) = — (73 3) .

3 7
f(6—§a,§+3a)

e G o) (D o)

Alors

donc

NI~ O

donc

i dand = 8 )2 2\ (5.4
Ty = T1 T Q101 = % 14 3 = 457 )
(3) 1 23 = 22 + Qadg, 1y = (@ Q) etdy =—Vf

287 7

; 153 9 32 9 ' 0 5
— t+—a,—+ =] = g = —.
28 ' 14 279

153 5/ 9 6
( = 2\ a5 4,83
Remarque 3.1 L’algorithme du gradient & pas optimal a les propriétés suivantes :

(a) : Deux directions succesives de descente sont orthgonales.
En effet

L (F (1)~ 00V (1)) = 0

= =V ()" V((f(x) —axVf(zx) =0

= Vf (xk)T Vf(xp) =0.

b) : Cas ot f est quadratique : i.e f (v) = 12T Az — b7 2.
2

Vf(r)=Ar—bet Vif () = A
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Le pas optimal oy, se déduit a partir de la relation suivante :

Vi(z) VI (2pe1) =0, (1)
(I) = (Azp—b)" (Azpy —0) =0
= (Azp —b)" (A(z, — arA(Azp — b)) —b) =0
= (Azp —b)" (Azy —b— oy (Azy — b)) =0

= [[(Azk = D)” = ax [|(Azi — )| = 0

Az —b)|]?
o Iam o
[(Azy — b) |4
On pose :
Bk:AIk—bZVf(ZEk),
B
1Bl

Algorithme ( f est quadratique)
Etape 1 : Choiser o € R”,

Etape 2: Tht1 = T — OdkBk,

2
B

= , By =Ax, —b=Vf ().
| Bl%

Qg

Test d’arrét On fait les test suivant :
IBill < e e =107"|| By -
Exemple 3.3 Résoudre le probléme suivant :

ming, yyer2 f (7,7) = 4x% + 4y? — 22y — 62 — 6y,

(x07 3/0) = (Oa O) .
Solution : On a :

8r —2y —6

Vi(z,y) = etsz(:v,y)=<8_2 g2)-
8y —2x — 6
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Alors

rea =5 (%, F)(5) 6o (),

donc f est quadratique. On a :
Tpy1 = T — i By,

avec )
B
ap = | kHQ, By = Az, —b=Vf(x1).
| Brll’s
B2
Pour k=1, on a : 21 =29 — apgBo, By =V f(0,0) = —(6,6) et ag = ||||BO||||2 ,
0ll4

|Bo|” = 36+36="12,

et
2 8 -2 -6\
sl = oo (%, ) () -
ce qui donne
_BlE 72
1Bolly 432

donc

— (0,0) + 2 (6,6) = (1,1)

€ ) 439 ) ) 9

et

V(@) =Vf(1,1) =0 < 107%||By|| = 72107°.
D'ou z* = (171)7 f(.T*) = f(171) = —6.

3.2 Meéthode du gradient conjugué

Soit le probléme d’optimisation san containtes suivant :

min f (z) = J27 Az — b7z,

(Pscq) :
r € R",
ol A est une matrice symétrique définie positive sur R".

Théoréme 3.1 Le probleme (Pscq) a une solution unique x*, solution du systéme linéaire
Ax = b, c’est a dire que x*verifie :
ot = A1b.

Preuve. Exercice. m

Définition 3.2 Soit A une matrice symétrique définie positive sur R™ et dy et dy deux
vecteurs de R™. On dit que dy et dy sont A—conjugués si

di Ady = 0.
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Exemple 3.4 Considerons la matrice A suivante :

a) : Montrer que A est définie positive.
b) : Construire dy,dy,dy A—conjugués.

Solution : a) :On calcule les déterminants des mineurs principaux de A.

3 0

Ny = 3 >0, AQ—'O 4'—12>0
3 0 1

Ny = det(A)=|0 4 2 |=20>0.
1 2 3

Donc A est définie positive.

b) : On commence par : df = (1,0,0) et on construit di = (dyi1,dia,di3) et di =
(daq, dag, da3) tels que :

di Ady =0, di Ady =0 et d Ady = 0.
Calcul de dy :
dy doit vérifier d¥ Ady; = 0

3 0 1 di1
ddAd; =0« (1,0,0) | 0 4 2 diy | =3dy +dis =0,
1 2 3 di3
si on prend : di; = let dis = 0, alors l’équation précédente implique que di3 = —3dqq, donc
dy = (1,0,—3). On peut vérifier facilement que :
3 0 1 1
dfAd; =0« (1,0,0)| 0 4 2 0 | =0
1 2 3 -3
Calcul de dy :
dy doit vérifier dY Ady = 0 et dI Ady = 0. Alors
3 0 1 do1
diAdy =0« (1,0,0) | 0 4 2 doy | = 3dy + das =0,
1 2 3 da3
3 0 1 doy
diAdy=0=0<(1,0,-3)[ 0 4 2 dys | = —6day — 8o = 0.
1 2 3 das

Autrement dit d¥ doit vérifier le systéme suivant :

3d21 + d23 =0

—6dog — 8oz = 0.
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On pend par exemple ds; = 1, le systéme précédent devient

3+d2320 d23:—3 d23:—3
= =
—6d22 - 8d23 - O —6d22 - —24 de -

Par conséquent di = (1,—-3,4).
Remarque 3.2 On n’a pas unicité des vecteurs dy, dy, ds A—conjugués.

Définition 3.3 Soit A une matrice carreé symétrique. Les directions dy,dy, ..., d, sont dites
A—conjugués si on a :
df Ad; =0, 0<i,j <n.

Proposition 3.2 Soit ) une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Si les directions
do,dy, ..., dy avec 0 < k < n—1, sont non nulles et A-conjuguées, alors elles sont linéairement
indépendants.

Preuve. Supposons que
a0d0+a2d1+...+andn:0 (I)
On multiple Pégalité (I) par d} A, 0 < i < n. on obtient

Z OédeTAd] = ozleTAd@ = 0,

Jj=0

Or
dl Adi =0=a; =0, 0<i<n.

car A est définie positive et par conséquent d? Ad; > 0. Donc le systéme {do,dy, ..., d,} est
libre. m

Proposition 3.3 Soit A une matrice symétrique définie positive. Si les vecteurs dy, dy, ..., d,
sont deux & deuxr A—conjugués, alors ils forment une base de R™.

Soit z* la solution unique du systéme Az = b, (z* = A7), puisque {dy,d1,...,d_1}
base de R" deux a deux A—conjugués, on peut écrire :

—_

xr = Oéjdj ([])

J

Il
=)

En multpliant & gauche de (IT) par df A, on obtient :

n—1
dF At = 3" audl Ad; = audl Ad; = i || i),

j=0

alors

diTAa:* d;fpb .
= > = 5, t=1,...,n— 1
dills Nl

Q;
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Probléme du construction des directions d,?
On construit des directions d; (d;fFAdj =0, Vi # j) comme suit :
*: Fixons z¢ et choisissons dy = V f (xo) .
** . On Note x; le vecteur ontenu par l'algorithne du gradient a pas optimal : x; =
To — Qody, avec
oo IVI @)l _ VS (o)
IV £ (o) Idolls

On Cherche d; comme combinaison linéaire V f (1) et dj :

d1 == Vf (Il) - Bodg.
By choisir de telle sorte que dy et d; sont A—conjugués.
dy = Vf (ZE‘I) — Bgd() =4 d(j;Adl = d(j;AVf (l’l) — BodgAdo = 0,

ce qui implique

B dy AV f (1) _ dg AV (21)

0 = = .
dg Ady Ido]ls

dI'V f(z1)
lda %

Maintenant : xo = 1 — ayd;, avec ay = et on cherche dy comme suit :
dy = V f (xz9) — Bidy, qui soit A — conjugués avec dy et dy,

avec

L= di AV f (z2)
I 1%
Algorithme du gradient conjugué
Etape 1 : Choiser zy € R,
dT
Etape 2: Tht1 = T — Odkdk, ap = M,
1kl

dk == Vf ((L’/H_l) — Bkdk, Bk = 3
ldills

Exemple 3.5 Résoudre le probléme suivant :

. 3 1
MmNz ) cRr? f (907 y) = §$2 + §y2 —xy — 2z,

(z0,%0) = (0,0),

en utilisant [’algorithme du gradient conjugué.
Solution : On a :

sen=gea (1) (5)-en(;)
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et
Vi(x,y)=Bx+—-y—22y—2),Vf(0,0) =(-2,0).

Calcul de z; :

1 = 29 — apdy, g = ———— = — = =, dy :Vf(070) = (—2,0)7
(A 123

donc . )
=00~ (20 = (3.0

Calcul de x5 :
2 2
Ty = x1—ond,0q = —g,vf (wl) =V/f <§,0> = (Oa—g) )

d1 = Vf(Jfl)—()éoBo, BOI
Gavie) = 20 (% 1)

jaly = 20 (%, )
di = Vf(x1) — B =
2 2
diVf(r) = <—§,—§) ( _Og
2 2 — _2
ity = (-5-5) (%) (7
d1va(901) 3

a = ——— = —.

a2

2 3/2 2
To =71 —ayd; = (370) +§<§a§> =(1,1),

V[ (z2) = Vf(1,1) = 0.
D'ow z* = (1,1), f(z*)= f(1,1) = —1.

0.~ 1o ( 22
73 9 ) - 97 37

donc

et

Remarque 3.3 L’algorithme du gradient conjugué converge ver la solution en n—itérations.

Théoréme 3.2 Les directions {dy, dy, ..., d,_1} engendrées par l'algorithme du gradient conju-]
gué sont A— conjuguées.
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Preuve. La preuve se fait par récurence.
(i) : On montre que la A—conjuguées est vraie pour k = 1, i,e. di Ad; = 0.

En effet. On a : .
_ do AV f (xl)

2 , dy =Vf (I1) — Bydo,
[Idol|’s

donc

diAdy = diA(Vf (x1) — Bodo) = di AV f (x1) — Bod} Ady

dgAVf (1)
o]l

(77) : On Suppose que {do,dy,...,d;},k < n — 1 sont A—conjuguées et on montre que
{do,d1, ..., dk+1},k <n—1sont A—conjuguées, c-a-d on montre que

= di AV (z1) — di Ady =dAVf (21) — df AV (21) = 0.

df Adgr =0, j €{0,..., k}. (1)

En effet {0,...,k} ={0,...,k — 1} U {k}
(7i1) : La relation (I) est vraie pour j = k.
En effet. On a :

_ AV S (2k11)

Il

, diy1 = V[ (2p11) — Brdy,

donc

dgAdk_H = dZA (Vf (ZL‘k_H) — Bkdk) = dZAVf ($k+1> — BdeAdk

dZAVf (35k+1)
k|

= A AV (t541) — dy AV f (2441) = 0.

(i2) : La relation (I) est vraie pour j € {0, ...,k — 1} .
En effet. Soit j € {0,...,k — 1},

df \Adj = (Vf (2p11) — Bedp)" Adj = V f (x341)" Adj — Bydf Ad; (IT).

Puisque
di Ad; =0, j €{0,...k—1}.

Par conséquent (/1) devient
d%—l—lAdj = Vf ($k+1)T Adj, ] S {O, ceey k— 1} .

On a :
Vf (ZL‘j+1) - Vf (I]) = O{jAdj,j = O, ey k — 1,
par conséquent
1
Adj = — (Vf(zj41) = V[ (25)),

Q;
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La relation (/1) donne

Ad, = L (VF () ~ V1 (1)

J

= ivf (zj51)" (Vf (zj11) = Vf (241)" Vf (l’j))

J

— ivf (@521)" VI (j51) — ivf (j+1)" V (2;) = 0.

J
Par conséquent la relation (/1) est vraie pour j € {0,....k — 1}.
(1i1)) et iip) impliquent que la relation (/1) est vraie pour j € {0, ..., k}. Par conséquent
les directions {do, d, ..., d,_1} sont A—conjugués. m

Théoréme 3.3 Partant d’un point initial xo € RN quelconque, ’algorithme du gradient
conjugué précédent converge vers la solution optimale unique x* du probleme (Pscq) dans
n—iterations, c’est a dire qu’on a :

z, =x* et Az, = Az =b.

Preuve. Exercice. m

3.3 Méthode de relaxation

Principe de la méthode : Minimiser la fonction f ” composante par composante”.
i.e Les directions de descentes successives sont les axes de R”.
On suppose que %) = (xgk) xgk) :L'?(f) est connu et on cherche z(*+1) = (:A’“*”, xgkﬂ), o x%ﬂl))I

9 g ooy

comme suit :

<$§k+1)7 xgk)7 (RS xnk)> —oarg mlnf ((707 Jjgk), Y fL'gP) ’
pER

(o0 0 a®) o mwgmin f (240, )
we

(xngrl)a :Cgk+1)7 ) xglk+1)> — arg glel]g f (xgk+1)a xngrl)’ ) x7(1k_+11)’ (P) :

Algorithme de la méthode de relaxation
Etape 1 : Choiser 2o € R,

Etape 2 : Pour ¢« = 1,...,n, on calcule la solution xgﬁl) :

($<k+1) P I e DR N (O

: (k+) (k+1) (k+1) k
1, gy Ty T e Ty ) <—arg1gl€111é1f<x1 , Toy ).

ooy Tiq 3Py ey Ty



Test d’arrét On fait le test suivant :

L |IVf(zrs1)|| < e, : donnée,

2. ||[zgt1 — x|l < &, e: donnée.
Exemple 3.6 On consideére le probléme d’optimisation suivant :

min f (x1,9) = 23 + 23 + 2179

(z1,22) € R2.
et 2 = (:cgo),a:go)) =(1,1).
En effet, on a :
(#9,1) — argmin f (4,1).
peR
alors ,
flo)=*+1+¢, f(p 1) =20+1=0,
donc .
-
ausst
1 M) — ar min f 1
27 2 g QOER 27 QO )
alors

1 1, 1 1\ 1
f( 2730) 1T 5% f( 2,s0) p—5=0

ce qui donne

donce

Maintenant on calcule 1 = (xf),a:gz)> :

x?)l «— argmin f gpl
’4 peR 74 ’

on a :

et
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alors
3 1
Pour x§2), on a :
1 1
(587) = wmins (-50).
1 1 o 1
1\ )
o - S 07
f( g w) ¥ -3
alors
Y= i =z,
16 ?
Donc L1
o) (£2)
211 + x9 11 —1+= <
V(1) = ,Vf (—§7E) = = )
T1 + 219 —%—f—% 0

Vs @) < e=107 V@)

D'on x* = 2 f (z*) = 0.011719.

3.4 Méthode de Newton

Considérons le probléeme d’optimisation sans contraintes :

min f (x)
xR

ol f une fonction définie de R dans R de classe C?.
Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement les approxi-
mations du second ordre de la foction f, plus précisément si

£ @) = f (@) + V1 o) (0 = o) + 5 (0 = 20) V2F (@0) (@ = o) , 0 € R,

La minimisation de la fonction f donne le point x; solution du systéme : V f (z) = 0. Alors

Vf (1'1) = Vf (370) + V2f (.’ﬂo) (371 — .Io) = 0,

ce qui donne

V2 f (o) (21 — 20) = =V f (w0)
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ce qui implige
x1 =120 — [V f (20)] VS (wo), (V?f (k) : inversible),
a étape k+ 1, on a
Tpo1 = Tp — [VQf (ZBk)} - Vf(rg), (VZf (xg) : inversible) )

Algorithme de la méthode de Newton
Etape 1 : Choiser 2y € R,

Etape 2 : zj41 = 2, — [V*f (xkﬂ_l Vf(w).
Test d’arrét On fait le test suivant :
IVf(xpi1)]| <e, e: donnée.
Si f est quadratique, ona :
Tpo1 =a — A (Azy, —b) =2, — A Axy, — A7b = A1
Dans ce cas la méthode de Newton converge en une seule itération.
Exemple 3.7 Considérons la fonction f : R? — R définie par :

f('r’y) = Z)’J2—|—2y27 To = (272)

o Vf(:t:,y):<i§>;vf<550):vf(272):<§)7
) vren =g 4 ) Fre) =3 ).
alors
v = wo— [V2f (20)]” VS (w0)
- (D)6 DGE)-6)
et
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Théoréme 3.4 Si f est une forme quadratique définie positive, alors la méthode de Newton
convergence vers la solution optimale en une seule itération Vry € R".
Preuve. Soit f (x) = %:pTAx —blz, A est une matrice symétrique définie positive sur R™.
On a :

Vf(r)=Ar—bet Vif(2) = A.

Alors
1 = xo— [V*f (1’0)]_1 V f (o)
zog— A (Az, —b) = zog— A TAxg— A7
= A,
|

3.5 Exercices corrigés
Exercice 3.1 On considére la fonctionla fonction f : R? — R, définie par :
[z, y) = 42® — day + 2y,

et le point initial,
To = (m()ayO) = (273) .

En appliquant ’algorithme du gradient a pas optimal résoudre le probléme suivant :
min f (z,y)

(z,y) € R?

Solution : 1: On a: x5 = 2 — ax V[ (k) ,ap = argmingo (f (zx) — aV f (z1)),
et

of

a_x (JJ, y) 8r — 4y
Vf (x,y) = af = )

o (@) o

Vf (1’0) =V/f (2’3) = (474) , do=—=Vf (xo) == (4v4)

Pour £ =0, on a,

f((xo) —aVf(xo)) = f((1,1) = (6,3)) = f(2—4a,3 - 4a)

= 4(2—40)? —4(2—4a) (3 —4a) + 2 (3 — 40)?,
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alors q
f(2—4a,3—4a)’:0:»a:§:a0,

donc 1
T, = l’o+0[0d0 = (2,3) — 5(4,4) = (0,1)

Maintenant en calculant le gradient de f au point x1, on trouve :
Pour £ =1, on a,

() —aVf(z)) = F((0,1) +a(4,-4)) = [ (4o, 1 - 4a)

= 4(40)” —4(4a) (1 - 4a) + 2 (1 — 40)?,

alors ]
f(404,1—|—404)/ :0:>Oé:1—02041,
donc

1 2 3
$2:$1+&1d1:<0,1)—ﬁ(4,—4): (g,g) .

De la méme maniére on trouve : x3 = (0, %) .

Exercice 3.2 Soit la forme quadratique f : R™ — R définie par :

f(x)= %xTAm — bz, Vo € R", b e R",
A Matrice symétrique et définie positive.
1 : Montrer que si les directions dy, ds, ..., d, sont A—conjuguées, alors ils sont linéairement
mdépendantes.
2: Pourn=2,ona: f(z,y) =32+ 3y* — ay — 2z
2.1 : Calculer la matrice Hessienne (A) de f (x,y) .
2.2 : Montrer que A est définie positive.
2.3 : Construire dy, dy, dy A—conjugués.
3 En appliquant l'algorithme du gradient & pas optimal (effectuer trois iterations) détermi-
ner le minimum du probléme suivant :

min f (z,y) = 2% + 2y — 2zy + 2y + 2
(1) , avec (z,y) = (0,0).
(z,y) € R?

Solution : 1 : Supposons que

Bidi + Body + ... + B,dn, = 0, (3.1)
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Multiplions ’égalité (1) par d;fFA, 1 < j <mn, on trouve :
Z@ d} Ad; = B;d} Ad; = 0.

Or
B;dfAd; =0=5;,=0, j=1,..,n,

car A est définie positive et par conséquent d;FAdj > 0. Donc dy,ds, ..., d, sont linéairement

indépendantes.
3 -1
21: Hf=A= 11

22: A1=3>0,A0=2>0=A:D.P.
2.3 : on pose dy = (170), dy = (d117d12) =7,dy = (d217d22) =

Ona:dr{jAdOZO:}(dlhde)( ?il 1_1 ) (é) :3d11—d12:()-

T 1 3 do1 = 2
dy Ady = (day, da2) =dy =0= B ,dg =(2,0).
1 dys =0
( = argmingso (fzo — aV f(20)) =

1

= argmingso (f (z1 — oV f(21))) = 3,
, (p = argmingso (f (22 — aVf (22))) = 1.

Exercice 3.3 Soit a € R. On Considére la fonction f, : R? — R définie par :
fa (ZEl, (L’Q) = x% + J?g + arixro — 2LU1 - 2.732.

1: Etudier la convexité de la fonction f, selon les valeurs de a.

2 : Déterminer en fonction des valeurs du paramétre a les points critiques de la fonction

fa et préciser leur nature.

4. On suppose que a = 1. En démarrant du point initial xo = (0,1) et en appliquant

l'algorithme du gradient conjugué, trouver la solution optimale x* du probléme suivant :

min fa (.I’l, iEQ)
(7)

(.]71, .132) € R2
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Solution:l:Ona:VQf(a:)—( 2>:>
@ Ay =4 —a?
donc f est convexe si a € [—2,2].
20 +ay — 2 20 +ay—2=0
2 : Les points critiques : V[ (z) = =0= =
2y +axr — 2 204+ar—2=0
r=Yy
T= g
la nature du points critiques : V*f (z) = ( 2 g ) .
Al >0
sia€]-2,2[= = V?f est D.P sur R? = (2%@, 2%1) est un minimum local
Ay >0
strict de f
et comme f est convexe alors le point (2_%&, ﬁ) est un minimum globale de f sur R2.
4:Poura=1,0na: fi(r1,13) =22+ 25 + 1109 — 221 — 29,79 = (0, 1),
20 +y—2 —1 .
Vf(z) = V[ (o) = = dp, g = dOHngO) =3
2y +x—2 0

0 1 0
4.1:1’1:1’0—040d0: < 1 ) +%<0 ) = (%,1),Vf($€1>: ( 1 >
2
ATVi@) _ 1
lldo]I% 4

4.2 : To = T1 — Odldl, 60 =

(0 (Y _ Vi) _ 2

0= (%) 1(3)=(4) =i =
1 1 2

doncxgz(i>+§(i):(§>:x*,Vf(a7*):O.
2 3

Exercice 3.4 Soit f une fonction définie de R? dans R par :
f (21, 79) = 27 + 25 — 311 — 1179 + 3, 70 = (0,0).

1 : En appliquant les conditions d’optimalité déterminer les points critiques de f et
préciser leur nature.
2 : Résoudre le probléme min ,, 4.)er2 f (21, 22), en appliquant :
2.1. L’algorithme du gradient & pas optimal (effectuer trois iterations)
2.2. La méthode de relazation (effectuer trois iterations).

Solution : 1 : On a :

. 21]1—132—3 . .731:2 i
Vf(a:)—( oy — a1 )—O:>(x2:1>—x0
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donc zy = ? ) le seul point critique.
Lxx:Vif(z) = _21 _21 , puisque A > 0,Ay >0, on a V2f est D.P.
Vf(rg) =0 ry =2 . .
{ V2f (x0) D.P = =1 )" = x( est minimum local stricte.
(2.1.a) : On a: Vf () 3 = argming.o (fzo — aVf (z0)) = 3,

i)

0 ) , o1 = argmingso (f (z1 — aVf (1)) = 3,
§
4

o) =
(Y
2
=1,5
=3
(216):Vf(1’2)=< (4) ),ag:argminwo(f(;p?_an($2))):%'
E:1s%)
T3 =29 — V[ (1) = 8
e (2) 3-0.75
(x(ll)’(]) - a’rgminWGRf<§D7 ),g& = % - $§1)
1) (2
(22.0) ,(xg),xg)>:(%,%),

) 5 1
2) (2
(2.2.) : 2 (#,00) = (2, 4)
\ (%,xg )> — argmlnweRf(g ’90) w= % = 13,
(
<$§3)’ F) ¢ arg Minge f (90’ 16) P T3,
3) (3
(2.2.¢) = ¢ , (xg ), 2} )> = (3 61)

3 63 __ .2
L <§7I2 ) A a‘rgmlnﬁpeRf(gga@) P = 1 — T

Exercice 3.5 On considére la fonctionla fonction f : R? — R, définie par :
flaon,m) = (2 =2)" + (= 2)") + (x + 1),
En appliquant la méthode de Newton résoudre le probleme suivant :

min f (z,y),
(1) (z,y) € R?,

20 = (20, 90) = (1,1),

Solution : 1: On a :

4z -2 42 -2 +2(x+1)
Vf(z,y) = :
2(z —2)"y
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et
VQf(x’y):(4(x—2)y 2 (z — 2)?

Alors pour k=1, on a:

T =z — [V*f (:Uo)rl Vf(z) = (1, %) et f(x1)=1,5.

Pour k=2, on a:
2y =11 — [V2f (21)] 7 Vf (1) = (1,39, —0,696) et f (x5) = 16.642,
pour k=3, 0n a :

vy = 1y — [V2f (22)] 7 Vf (22) = (1,746, —0,949) et f (w3) = 15.642.



