
Chapitre 1

Quelques rappels de calcul
di¤erentiel, convexité

1.1 Di¤érentiabilité

1.1.1 Gradient

Dé�nition 1.1 Soit f : C � Rn ! R une fonction continue. La i�eme dérivée partielle de f
au point h est fonction notée

@f

@xj
et est donneé par :

@f

@xj
= lim

h!0

f (x1; :::xj + h; :::; xn)� f (x1; :::xj; :::; xn)
h

:

Dé�nition 1.2 On appelle gradient d�une fonction f : C � Rn ! R au point x; le vecteur
qu�on note grad(f) ou rf donné par :

rf (x) =
�
@f

@x1
;
@f

@x2
; :::;

@f

@xn

�T
(x) :

Exemple 1.1 Soit la fonction dé�nie de R2 dans R par :

f (x1; x2; x3) = 2x
2
1 � x2x3 + x1x3 + x33:

On a :

rf (x1; x2; x3) =

�
@f

@x1
;
@f

@x2
;
@f

@x3

�T
(x1; x2; x3)

=
�
4x+ x3;�x3; x1 � x2 + 3x23

�
:

si x1 = 1; x2 = 1 et x3 = 1; on a :

rf (1; 1; 1) = (5;�1; 3) :

3
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1.1.2 Matrice Hessiene

Dé�nition 1.3 On appelle matrice Hessiene de f en x, la matrice carrée donnée :

Hf (x) = r2f (x) =
�

@2f

@xi@xj

�
1�i;j�n

= r (rf (x)) = r
�
@f

@x1
;
@f

@x2
; :::;

@f

@xn

�T
(x)

=

0BBBB@
@2f
@x21

@2f
@x1@x2

� � � @2f
@x1@xn

@2f
@x2@x1

@2f
@x21

� � � @2f
@x2@xn

...
. . .

...
@2f

@xn@x1

@2f
@xn@x2

� � � @2f
@x2n

1CCCCA :

Remarque 1.1 Si f 2 C2(K) alors Hf (x) est une matrice symmétrique 8x 2 K:

Exemple 1.2 Soit la fonction dé�nie de R2 dans R par :

f (x1; x2; x3) = 2x
2
1 � x2x3 + x1x3 + x33:

La matrice hessienne de la fonction f est donné par :

Hf (x) = r2f (x) =
�

@2f

@xi@xj

�
1�i;j�n

=

0BB@
@2f
@x21

@2f
@x1@x2

@2f
@x1@x3

@2f
@x2@x1

@2f
@x21

@2f
@x2@x3

@2f
@x3@x1

@2f
@x3@x2

@2f
@x23

1CCA
=

0@ 4 0 1
0 0 �1
1 �1 6x3

1A :
Remarque 1.2 Si f : Rn ! R est une fonction constante, alors rf = Hf = 0:

1.1.3 Dérivée directionnelle

Dé�nition 1.4 On appelle dérivée directionnelle de f en x dans la direction d , notée

Df (x; d) ou
@f

@d
; la limite du rapport :

f (x+ td)� f (x)
t

lorsque t tendvers 0:

Autrement dit :

Df (x; d) = lim
t!0

f (x+ td)� f (x)
t

= rTf (x) :d:
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Exemple 1.3 Soit f (x1; x2; x3) = 2x21 � x2x3 + x1x3 + x33 et d =

0@ d1
d2
d3

1A :
En e¤et,

Df (x; d) = rTf (x) :d:
Le gradient de f est donné par :

rf (x1; x2; x3) =

�
@f

@x1
;
@f

@x2
;
@f

@x3

�T
(x1; x2; x3)

=
�
4x+ x3;�x3; x1 � x2 + 3x23

�
:

Alors

Df (x; d) = rTf (x) :d =
�
4x+ x3;�x3; x1 � x2 + 3x23

�0@ d1
d2
d3

1A
= d1 (4x+ x3)� d2x3 + d3

�
3x23 � x2

�
:

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est : d1 (4x+ x3)� d2x3 + d3 (3x23 � x2) :

Dé�nition 1.5 On dit que x� est un poit stationnaire de f si rf (x�) = 0:

Exemple 1.4 Soit f une fonction de R2 dans R dé�nie par :

f (x1; x2) = x
3
1 + x

3
2 � 3x1x2:

On calcul d.abord les dérivées partielles :

@f

@x1
(x1; x2) = 3x21 � 3x2;

et
@f

@x2
(x1; x2) = 3x22 � 3x1:

Alors

rf (x1; x2) =
�
@f

@x1
;
@f

@x2
;

�T
(x1; x2) =

0@ 3x21 � 3x2

3x22 � 3x1

1A ;

rf (x1; x2) = 0)

0@ 3x21 � 3x2

3x22 � 3x1

1A =

0@ 0

0

1A
)

8<:
3x21 � 3x2 = 0

3x22 � 3x1 = 0
)

8<:
x2 = x

2
1

x41 � x1 = 0
)

8<:
x2 = x

2
1

x1 (x
3
1 � 1) = 0

)

8<:
x2 = x

2
1

x1 = 0 ou x1 = 1
:

On obtient alors deux points stationnaires (0; 0) et (11) :
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Dé�nition 1.6 Soir f : Rn ! R une fonction continue, si pour tout d 2 Rn la dérivée
directionnelle de f dans la direction d existe, alors la fonction f est dite di¤érentiable.

1.1.4 Direction de descente

Dé�nition 1.7 Soit f : Rn ! R une fonction di¤érentiable et x; d 2 Rn: La direction d est
une descente en x si

rf (x)T d < 0:

Remarque 1.3 Si d = �rf (x) ; rf (x) 6= 0; alors d est une direction de descente.

rf (x)T :d = rf (x)T : (�rf (x)) = �krfk2 < 0

Exemple 1.5 Soit f (x1; x2) = x21 + x
2
2; x

� = (1; 1) :
Choisir une direction d = (d1; d2) telle que soit d une direction de descente au point x�:
On a :

rf (x1; x2) =

0@ @f
@x1
(x1; x2)

@f
@x2
(x1; x2)

1A =

0@ 2x1

2x2

1A :
Alors

rf (x1; x2)T (�rf (x1; x2)) = (2x1; 2x2)

0@ �2x1
�2x2

1A = �4
�
x21 + x

2
2

�
:

Si (x1; x2) = (1; 1) ; on a

rf (x�)T d = rf (1; 1)T d = (2; 2)

0@ d1

d2

1A = 2d1 + 2d2 < 0;

ce qui implique
d1 + d2 < 0:

On a une in�nité de solutions.
Si d1 = 1; on peut prend d2 = �1:

On donne maintenant une condition su¢ sante pour que d soit une direction de descente.

Théorème 1.1 Soit f : Rn ! R di¤érentiable au point x� 2 Rn: et d 2 Rn une direction
véri�ant la condition suivante :

rf (x�)T d < 0:
Alors d est une direction de descente au point x�:

Preuve. Exercice.
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1.2 Développement de Taylor

Soit C � Rn; f : C ! R; x 2 C et h 2 Rn tel que [x; x+ h] � C: Alors
(i) : Si f 2 C1 (C) ; on a :
(i1) : Formule de Taylor à l�ordre 1 avec rest intégrale

f (x+ h) = f (x) +

Z 1

0

rf (x+ th)T dt:

(i2) : Formule de Taylor-Maclaurin à l�ordre 1

f (x+ h) = f (x) +rf (x+ h)T h:

(i3) : Formule de Taylor-young à l�ordre 1

f (x+ h) = f (x) +rf (x)T h+ o (khk) :

(ii) : Si f 2 C2 (C) ; on a :
(ii1) : Formule de Taylor à l�ordre 2 avec rest intégrale

f (x+ h) = f (x) +rf (x+ h)T h+
Z 1

0

(1� t)hTr2f (x+ th)T hdt:

(ii2) : Formule de Taylor-Maclaurin à l�ordre 2

f (x+ h) = f (x) +rf (x+ h)T h+ 1
2
hTr2f (x+ �h)h; 0 < � < 1:

(i3) : Formule de Taylor-young à l�ordre 2

f (x+ h) = f (x) +rf (x+4h)T h+ 1
2
hTr2f (x)h+ o

�
khk2

�
:

1.2.1 Forme quadratique

Dé�nition 1.8 Soit A 2 Mn;m (R) une matrice symétrique et b 2 Rn: On appelle forme
quadratique la fonction f : Rn ! R dé�nie par :

f (x) =
1

2
xTAx� bTx:

Exemple 1.6 Soit f une fonction de R2 dans R dé�nie par :

f (x1; x2) = x
2
1 + x

2
2 � 2x1x2 � 6x1 � 6x2:

On a :

f (x1; x2) = (x1x2)

�
8 �2
�2 8

�0@ x1

x2

1A� (6; 6)
0@ x1

x2

1A
=

1

2
xTAx� bTx;

où

x =

0@ x1

x2

1A ; A = � 8 �2
�2 8

�
et b = (6; 6) :
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Dé�nition 1.9 Soit A 2Mn;m (R) une matrice carrée. On dit que A est semi-dé�nie positive
(S:D:P ) et on note A � 0 ssi

xTAx � 0; 8x 2 Rn:

Dé�nition 1.10 Soit A 2 Mn;m (R) une matrice carrée. On dit que A est dé�nie positive
(D:P ) et on note A > 0 ssi

xTAx > 0; 8x 2 Rn; x 6= 0:

Remarque 1.4 Soit A une matrice symétrique
�
A = AT

�
: Alors :

(1) : La matrice A est semi-dé�nie positive (S:D:P ) ssi tous les mineurs principaux sont
positifs ou nuls.
(2) : La matrice A est dé�nie positive (D:P ) ssi tous les mineurs principaux sont stric-

tement positifs.

Exemple 1.7 Soit A =

0@ 1 1 1
1 1 1
1 1 2

1A :
On calcule les mineurs principaux 4i; i = 1; 2; 3:

41 = 1;42 = 43 = 0:

La matrice A est semi-dé�nie positive.

Attention : A n�est pas nécessairement S:D:P même si tous les mineurs principaux sont
positifs.

Contre exemple : Soit A =

0@ 2 2 2
2 2 2
2 2 1

1A : On a :
41 = 1;42 = 43 = 0;

mais si x = (0;�1; 2) ; alors (0;�1; 2)

0@ 2 2 2
2 2 2
2 2 1

1A0@ 0
�1
2

1A = �2:

1.3 Fonctions convexes

1.3.1 Ensemble convexe

Dé�nition 1.11 On dit qu�un ensemble C, C 2 Rn est convexe si :

8x1; x2 2 C;8� 2 [0; 1] ; �x1 + (1� �)x2 2 C:

Exemple 1.8 Soit H = fx 2 Rn; �x = bg un hyperplan.
Montrer que H est convexe.
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Preuve. Soient x1; x2 2 C et � 2 [0; 1] ; on montre que

�x1 + (1� �)x2 = z 2 H:

i. e �z = b; on a :

�z = � (�x1 + (1� �)x2) = ��x1 + (1� �)�x2

= �b+ (1� �) b = b;

donc �z = b:
D�où H est convexe.

Proposition 1.1 Un ensemble C; C 2 Rn est convexe ssi pour tout m 2 R�; x1; x2; :::; xn 2
C et �1; �2; :::; �n 2 R+; tq

Pn
i=1 �i � 1; on a :

nX
i=1

�ixi = �1x1 + �2x2 + :::+ �nxn 2 C:

Un ensemble C est convexe ssi toute combinaison linéaire convex de points de C appartient

Preuve. Exercice.

Proposition 1.2 Si C1; C2 sont deux ensembles convexes de Rn et �1; �2 deux réels, alors
�1C1 + �2C2 est un convexe de Rn:

Proposition 1.3 Si (Ci); i = 1; n est une famille quelconque de convexes de Rn , alors
n\
i=1

Ci

est un convexe de Rn:

Preuve. 1: Soient x1; x2 2
n\
i=1

Ci; � 2 [0; 1] ; �x1 + (1� �)x2 2
n\
i=1

Ci?

x1 2
n\
i=1

Si ) x1 2 Ci;8i = 1; ::; n; et x2 2
n\
i=1

Ci ) x2 2 Si;8i = 1; ::; n;

comme Si est convexe 8i = 1; :::; n; alors �x1 + (1� �)x2 2 Si;8i = 1; ::; n;

donc 8i = 1; ::; n; �x1 + (1� �)x2 2
n\
i=1

Ci:

1.3.2 Fonction convexe

Dé�nition 1.12 Soit C un ensemble convexe de Rn et f : C ! Rn une fonction. On dit
que la fonction f est convexe ssi :

8 x1; x2 2 C; 8� 2 [0; 1] : f (�x1 + (1� �)x2) � �f (x1) + (1� �) f (x2) :

On dit que la fonction f est strictement convexe ssi :

8 x1; x2 2 C; x1 6= x2;8� 2 [0; 1] : f (�x1 + (1� �)x2) < �f (x1) + (1� �) f (x2) :
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Proposition 1.4 Une fonction f : C ! Rn convexe peut être caractérisé par : 8xi 2 C
i = 1; ::; n;et 8�i 2 R+; tq

Pn
i=1 �i = 1; on a :

f

 
nX
i=1

�ixi

!
�

nX
i=1

�if (xi) :

( f est convexe, 8xi 2 C i = 1; ::; n;8�i 2 R+; tq
Pn

i=1 �i = 1; on a :f (
Pn

i=1 �ixi) �Pn
i=1 �if (xi) :)

Preuve. Exercice.

Proposition 1.5 Toute combinaison linéaire sur C convexe de fonctions convexes à coe¢ -
cients positifs est une convexe.

Preuve. On pose : f (x) =
Pn

i=1 aifi (x) avec fi (x) convexe et ai � 0 8i = 1; ::; n: Alors

8 x1; x2 2 C; 8� 2 [0; 1] ; f (�x1 + (1� �)x2) =
nX
i=1

aifi (�x1 + (1� �)x2) ;8i = 1; ::; n:

Puisque fi (x) ; i = 1; ::; n convexe sur C; on a :

fi (�x1 + (1� �)x2) � �fi (x) + (1� �) fi (x2) ; i = 1; ::; n:
Comme ai � 0; alors

8i = 1; ::; n aifi (�x1 + (1� �)x2) � aifi (x) + ai (1� �) fi (x2) ;
ce qui donne

nX
i=1

aifi (�x1 + (1� �)x2) �
nX
i=1

aifi (x) +
nX
i=1

ai (1� �) fi (x2) ;

ce qui implique
f (�x1 + (1� �)x2) � �f (x1) + (1� �) f (x2) :

D�où
Pn

i=1 aifi (x) est convexe.

Proposition 1.6 Une application linéaire sur C convexe est toujours convexe sur C:

Preuve. Soit f : C � Rn ! R une application linéaire, alors

f (x) = f

0BBB@
x1
x2
...
xn

1CCCA = f

0BBB@x1
0BBB@
1
0
...
0

1CCCA+ x2
0BBB@
0
1
...
0

1CCCA+ :::+ xn
0BBB@
0
0
...
1

1CCCA
1CCCA

= x1f

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA+ x2f
0BBB@
0
1
...
0

1CCCA+ :::+ xnf
0BBB@
0
0
...
1

1CCCA = x1c1 + x2c2 + :::+ xncn

= (c1; c2; :::; cn)

0BBB@
x1
x2
...
xn

1CCCA = c:x:
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Alors

8 x1; x2 2 C; 8� 2 [0; 1] ; f (�x1 + (1� �)x2) = c (�x1 + (1� �)x2)

= �cx1 + (1� �) cx2 = �f (x1) + (1� �) f (x2) :

Théorème 1.2 Soit f une fonction convexe sur C convexe et A une matrice semi-dé�nie
positive (S:D:P ), alors la forme qudratique :

f (x) = xTAx;

est convexe sur C:

Preuve. Soiet x1; x2 2 C; et � 2 [0; 1] ; alors

f (�x1 + (1� �)x2)
= (�x1 + (1� �)x2)T A (�x1 + (1� �)x2)
= �xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 � � (1� �) (x1 � x2)

T A (x1 � x2)
= �xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 � � (1� �)

�
xT1 � xT2

�
A (x1 � x2)

= �xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 � � (1� �)
�
xT1 � xT2

�
Ax1 + � (1� �)

�
xT1 � xT2

�
Ax2

= �xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 � � (1� �)xT1Ax1 + � (1� �)xT2Ax1
+� (1� �)xT1Ax2 � � (1� �)xT2Ax2

= �xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 � �xT1Ax1 + �2xT1Ax1 � �xT2Ax2 + �2xT2Ax2
+� (1� �)xT2Ax1 + � (1� �)xT1Ax2;

ce qui implique

�xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 � � (1� �) (x1 � x2)
T A (x1 � x2)

� �xT1Ax1 + (1� �)xT2Ax2 = �f (x1) + (1� �) f (x2) :

Théorème 1.3 Soit f une fonction dé�nie sur C � Rn convexe et A une matrice semi-
dé�nie positive (S:D:P ), alors la forme qudratique :

f (x) = xTAx+ bx;

est convexe sur C:

Preuve. Puisque A est (S:D:P ); alors xTAx est convexe sur C d�aprés théorème 1.1 et bx
est convexe sur C d�aprés Proposition 1.6.
Donc f (x) = xTAx + bx f (x) = xTAx + bx car c�est une somme de fonctions convexe

(d�aprés Proposition 1.5).
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Théorème 1.4 Soit f : C � Rn ! R une fonction une fois di¤érentiable, alors f est
convexe ssi

f (x1) � f (x2) +rf (x2) (x1 � x2) ;8x1; x2 2 C:
La fonction f est convexe ssi

f (x1) > f (x2) +rf (x2) (x1 � x2) ;8x1; x2 2 C; x1 6= x2:

Preuve. Exercice.

Théorème 1.5 Soit f : C � Rn ! R une fonction deux fois di¤érentiable, alors f est
convexe ssi

(x1 � x2)T r2f (x2) (x1 � x2) � 0;8x1; x2 2 C:
La fonction f est convexe ssi

(x1 � x2)T r2f (x2) (x1 � x2) > 0;8x1; x2 2 C; x1 6= x2:

Preuve. Exercice.

1.4 Exercices corrigés

Exercice 1.1 On dé�nie les fonctions fi : R2 ! R; i = 1; 2 par :

1:f1 (x; y) = (2� x� y)2 + (1 + x+ y + xy)2 ;

2:f2 (x; y) =
�
x2 + y2

�2 � x� y:
Déterminer les point critiques des fonctions fi; i� 1; 2:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution : 1 : f1 (x; y) = (2� x� y)2 + (1 + x+ y + xy)2 :

rf1 (x; y) =
�
0
0

�
,

8<:
�2 (2� x� y) + 2 (1 + x+ y + xy) (1 + y) = 0; ::: (1)

�2 (2� x� y) + 2 (1 + x+ y + xy) (1 + x) = 0; ::: (2)

(1)� (2), (1 + y + x+ xy) (y � x) = 0

,

8<:
x = y
o�u

x = �1 o�u y = �1
;

8<:
si x = �1) y = 3
si y = �1) x = 3

si x = x) x est sol de 2x3 + 6x2 + 10x� 2 = 0
Donc les point critiques de la fonction f1 sont : (�1; 1) et (3; 3) :
2: : f2 (x; y) = (x

2 + y2)
2 � x� y:

rf2 (x; y) =
�
0
0

�
,

8<:
4x (x2 + y2)

2 � 1 = 0; ::::::::: (1)

4y (x2 + y2)
2 � 1 = 0; ::::::::: (2)

(�);
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(1)� (2), (x = y) où bien (x2 + y = 0)

cas1 : x = y ) 8x3 = 1) x = y = 1
2
)
�

1
2
1
2

�
est un point critique.

cas1 : x2 + y = 0 ) x = y = 0 ) (�) n�est pas veri�er )
�
0
0

�
n�est pas un point

critique.

Exercice 1.2 Montrer que les ensemle suivants :

1: S1 =
�
(x; y) 2 R2= y � x2 � 0

	
;

2: S2 =
�
(x; y) 2 R2=x � 0; y � 0; x+ y � 1

	
;

sont convexes.
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution : 1 : On montre que S1 = f(x; y) 2 R2= y � x2 � 0g est convexe.
Soeint z1; z2 2 S1et � 2 [0; 1] ; alors

z1 2 S1 ) 9 (x1; y1) 2 R2; z1 = (x1; y1) : y1 � x21 � 0;

et
z2 2 S1 ) 9 (x2; y2) 2 R2; z2 = (x2; y2) : y2 � x22 � 0;

On trouve

�z1 + (1� �) z2

= � (x1; y1) + (1� �) (x2; y2) = (�x1; �y1) + ((1� �)x2; (1� �) y2)

= (�x1 + (1� �)x2; �y1 + (1� �) y2) 2 R2 tel que

(�y1 + (1� �) y2)� (�x1 + (1� �)x2)2

(�y1 + (1� �) y2)�
�
�2x21 + (1� �)

2 x22 + 2� (1� �)x1x2
�

�
�
�x21 + (1� �)x22

�
�
�
�2x21 + (1� �)

2 x22 + 2� (1� �)x1x2
�

� � (1� �)x21 + � (1� �)x22 + 2� (1� �)x1x2

� � (1� �)
�
x21 + x

2
2 + 2x1x2

�
= � (1� �) (x1 + x2)2 � 0;

d�où S1 est convexe.
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Exercice 1.3 Soient k1; k2 deux ensembles convexes et �; � 2 R: Montrer que les ensemle
suivants :

1: S1 = fx 2 Rn=x = �y + �z; y 2 k1; z 2 k2g ;

2: S2 =

�
x=x =

y + z

2
; y 2 k1; z 2 k2

�
;

sont convexes.
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution : 1:Soeint x1; x2 2 S1 et � 2 [0; 1] ; alors �x1 + (1� �)x2 2 S1?; on a :

x1 2 S1 ) 9y1 2 k1;9z1 2 k2 : x1 = �y1 + �z1;

et
x2 2 S1 ) 9y2 2 k1;9z2 2 k2 : x2 = �y2 + �z2;

alors

�x1 + (1� �)x2

= � (�y1 + �z1) + (1� �) (�y2 + �z2)

= ��y1 + ��z1 + (1� �)�y2 + (1� �) �z2

= ��y1 + (1� �)�y2 + ��z1 + (1� �) �z2

= � (�y1 + (1� �) y2) + � (�z1 + (1� �) z2) ;

comme (�y1 + (1� �) y2) 2 k1 et (�z1 + (1� �) z2) 2 k2 (k1 et k2 sont convexes), alors

�x1 + (1� �)x2 2 S1:

Donc S2 est convexe.

Exercice 1.4 1) : Soit | � Rn un ensemble convexe. Momtrer que f : | ! R est convexe
si est seulement si l�ensemble suivant : S = f(x; y) 2 |� R= f (x) � yg est convexe.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution : 1 : )) : Supposons que f est convexe. Soient (x1; y1) et (x2; y2) appartenant à
S :

On a : y1 � f (x1) et y2 � f (x2) ;
soit � 2 [0; 1] ; alors

�y1 + (1� �) y2 � �f (x1) + (1� �) f (x2) � f [�x1 + (1� �)x2] (f est convexe) ;
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donc
(�x1 + (1� �)x2; �y1 + (1� �) y2) 2 S.

Puisque
(�x1 + (1� �)x2; �y1 + (1� �) y2) = �(x1; y1) + (1� �) (x2; y2);

on en déduit que S est convexe.
() : Suposons que S est convexe. Soient x1; x2 2 |; � 2 [0; 1].
Remarquons que (x1; f (x1)); (x2; f (x2)) 2 S

�(x1; f (x1)) + (1� �) (x2; f (x2)) 2 S

) (�x1 + (1� �)x2; �f (x1) + (1� �) f (x2)) 2 S
) �f (x1) + (1� �) f (x2) � f (�x1 + (1� �)x2) ;

d�où f est convexe.

Exercice 1.5 Soit f : Rn ! R une fonction de classe C2 et S � Rn un ensemble convexe.
Momtrer que ssi f est convexe sur S; alors Hf (x) est S:D:P; 8x 2 S:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution : ()On suppose que f est convexe sur S et on montre queHf (x) est S:D:P;8x; y 2
S: Alors

8x; y 2 |; � 2 [0; 1] ; �x+ (1� �) y = y + � (x� y) 2 S:
Le développement de Taylor au v (y) ; donne

f (y + � (x� y)) = f (y) + �rf (y) (x� y) + 1
2
�2 (x� y)T Hf (y + �� (x� y)) (x� y) :

Pour � = 1; on a

f (x) = f (y) +rf (y) (x� y) + 1
2
(x� y)T Hf (y + � (x� y)) (x� y) ; � 2 [0; 1] ;

puisque f set covexe (f (x) � f (y) +rf (y) (x� y)) ; alors

1

2
(x� y)T Hf (y + � (x� y)) (x� y) � 0; � 2 [0; 1] ; � est trés petit.

Alors
(x� y)T Hf (x) (x� y) � 0;

donc Hf (x) est S:D:P; 8x; y 2 S:

Exercice 1.6 1) : Montrer que si la fonction indicatrice d�un ensemble K dé�nie par :

IK =

8<:
0; si x 2 S;

+1; si x =2 S;
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est convexe, alors S est convexe.
2) : Soit S � Rn un ensemble convexe et f; g : S � Rn ! R deux fonctions convexes.
Montrer que sup (f; g) est convexe.
3) : Montrer que l�ensemble C = f(x; y) 2 R2 : xy � 0g n�est pas convexe.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution :

1 : Soient x; y 2 S; � 2 [0; 1] ; �x+ (1� �) y 2 IS?
On suppose que IS est convexe, alors

IS (�x+ (1� �) y) � �IS (x) + (1� �) IS (y) ;

comme IS (x) = IS (y) = 0, alors IS (�x+ (1� �) y) � 0 et comme IS prend que les valeurs
0 ou +1; alors

IS (�x+ (1� �) y) = 0;
par conséquent �x+ (1� �) y 2 IS; donc S est convexe.
2 :Soient x; y 2 S; � 2 [0; 1] ; alors

f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �) f (y)

et
g (�x+ (1� �) y) � �g (x) + (1� �) g (y) ;

si on pose h = sup ff; gg ; alors

f (x) � h (x) ; f (y) � h (y) ; g (x) � h (x) ;

et
g (y) � h (y) ;

ce qui donne
�f (x) + (1� �) f (y) � �h (x) + (1� �)h (y) ; (� � 0) ;

et
�g (x) + (1� �) g (y) � �h (x) + (1� �)h (y) ;

donc

sup ff (�x+ (1� �) y) ; g (�x+ (1� �) y)g
= h (�x+ (1� �) y) � �h (x) + (1� �)h (y) :

D�où sup ff; gg est convexe.
3 : C = f(x; y) 2 R2 : xy � 0g n�est pas convexe ?
Soient A = (xA; yA) et B = (xB; yB) deux points de C; alors xA:yA � 0 et xB:yB � 0;
et soit M = (xM ; yM) ; tq xM = (1� �)xA + �xB et yM = (1� �) yA + �yB:
Calculons xM :yM :

xM :yM = [(1� �)xA + �xB]� [(1� �) yA + �yB]
= (1� �)2 xAyA + �2xByB + � (1� �) (xAyB + xByA) :
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Si � = 1
2
; alors

xM :yM =
1

4
xAyA +

1

4
xByB +

1

4
(xAyB + xByA) :

Si on prend xA + xB > 0; yB + yA < 0; alors le point xM :yM < 0; ce qui implique que le
point M =2 C;
par conséquent C n�est pas convexe.
par exemple A = (1; 1) et B =

�
�1
2
;�2

�
; le point M = (1� �)A+ �B =2 C; � = 1

2
:

Exercice 1.7 Soit la forme quadratique f : Rn ! R dé�nie par :

f (x) =
1

2
xTAx� bTx; 8x 2 Rn; b 2 Rn;

A : Matrice symétrique et dé�nie positive:
1 : Montrer que la forme quadratique f est strictement convexe.

2 : Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Solution : Soit f : Rn ! R dé�nie par : f (x) = 1
2
xTAx� bTx; 8x 2 Rn;

1 : Soit x; y 2 Rn; x 6= y et � 2 ]0; 1[

f (�x+ (1� �) y)

=
1

2
(�x+ (1� �) y)T A (�x+ (1� �) y)� bT (�x+ (1� �) y)

=
1

2

�
�xTA (�x+ (1� �) y) + (1� �) yTA (�x+ (1� �) y)

�
� �bTx� (1� �) bTy

=
1

2

�
�2xTAx+ (1� �)2 yTAy + � (1� �)

�
xTAy + yTAx

��
� �bTx� (1� �) bTy

= �f (x) + (1� �) f (y) + 1
2
� (1� �)

�
�xTAx+ xTAy + yTAx� yTAy

�
�f (x) + (1� �) f (y)� 1

2
(y � x)T A (y � x)T

puisque A D:P; ona : (y � x)T A (y � x)T > 0
donc f (�x+ (1� �) y) < �f (x) + (1� �) f (y) :

2:1 :

f(x+ th) =
1

2
(x+ th)T A (x+ th)� bT (x+ th)

=
1

2
xTAx+

t

2
xTAh+

t

2
hTAx+

t2

2
hTAh� bTx� tbTh

=
1

2
xTAx� bTx+ txTAh� tbTh+ t

2

2
hTAh:

Donc
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f(x+ th)� f(x)
t

= xTAh� bTh+ t

2
hTAh = (xA� b)T h+ t

2
hTAh;

alors

lim
t!0
t6=0

f(x+ th)� f(x)
t

= (xA� b)T h;

d�où rf (x) = Ax� b:
2:2 : D�après 2.1, on a :

rf (x+ th) = A (x+ th)� b = Ax� b+ Ath = rf (x) + Ath
rf (x+ th)�rf (x) = Ath;

donc

lim
t!0
t6=0

rf (x+ th)�rf (x)
t

= Ah;

d�où r2f (x) = A.


