Chapitre 1

Quelques rappels de calcul
differentiel, convexité

1.1 Différentiabilité

1.1.1 Gradient

Définition 1.1 Soit f : C C R" — R une fonction continue. La i°™ dérivée partielle de f

au point h est fonction notée —— et est donneé par :
Zj
of I [z, xj+h, ) — fa, .2, .., 20)
—— = lim :
8mj h—0 h

Définition 1.2 On appelle gradient d’une fonction f : C C R"™ — R au point x, le vecteur
qu’on note grad(f) ou Vf donné par :

(of of  af\"
Vfx)= <8$1’8x2’m’3xn> (x).

Exemple 1.1 Soit la fonction définie de R? dans R par :

f (21, 29, 23) = 227 — Tow3 + 1123 + 75,
On a :
of of of

dxy’ Oy’ Oy

T
Vf (x17$2>x3) = < ) (xlax%xB)

= (424 23, —x3,21 — 12 + 323) .
stxy=1,z9=1¢etx3=1,0na:

Vf(1,1,1) = (5,—1,3).



1.1.2 Matrice Hessiene

Définition 1.3 On appelle matrice Hessiene de f en x, la matrice carrée donnée :

2 82
Hp(z) = Vf(x)= <8xiaij>1<‘ i<

of of  of\"
= V(Vf(z)=V T
1@ =9 (5L ) @
2%f _oir f
ox? Ox10x2 0x10Tn
Y )
_ Ozr20T1 Ox? 0r20Tn
oy p o
O0xn 011 0x,0T2 ox2

Remarque 1.1 Si f € C*(K) alors Hy(x) est une matrice symmétrique Vo € K.
Exemple 1.2 Soit la fonction définie de R? dans R par :
f (21,9, 3) = 227 — Tow3 + 1173 + 1.

La matrice hessienne de la fonction f est donné par :

Hp(x) = Vf(2)= (3.76@'(9953')19',]‘9

*f _of  _&f

oz2 Ox10x2 0x10x3
_ 0°F  f 0°f
- O0x201T1 Ox20x3

ox2
N TR )

Ox30x1 Ox30x2 5;?

4 0 1
= 0 O -1
1 -1 61@

Remarque 1.2 Si f : R" — R est une fonction constante, alors Vf = Hy = 0.

1.1.3 Dérivée directionnelle

Définition 1.4 On appelle dérivée directionnelle de f en x dans la direction d , notée

Df (x,d) ou %, la limite du rapport :
f(x+td) — f(x)

. lorsque t tendvers 0.

Autrement dit :

. fe+td) - f(x)
Df (x,d) =lim ;

t—0

=V'f(2).d



dy
Exemple 1.3 Soit f (11,22, 73) = 202 — xox3 + T1703 + 25 et d = | dy
d3
En effet,
Df (z,d) = V" f(z).d.

Le gradient de f est donné par :

of of of\"
Vf (21,29, 23) (aTCfl,a—:i, 8_x];) (w1, 22, T3)
= (41' + x3, —x3,T1 — Ty + 31’%) )
Alors
dy
Df(z,d) = V'f(z).d= (4o + 23 —z3,21 — 22+ 323) | do
ds

= di (4x + 23) — dows + d3 (325 — 12) .
La dérivée directionnelle de f dans la direction d est : dy (4z + x3) — daws + d3 (372 — x9) .
Définition 1.5 On dit que x* est un poit stationnaire de f si V f (z*) = 0.
Exemple 1.4 Soit f une fonction de R? dans R définie par :
f(z1,29) = 2% + 25 — 32129,

On calcul d.abord les dérivées partielles :

af

8_1’1 (fEl, .IQ) = 3(13% — 31’2,
et
0
a—;; (%1,1’2) = 337% — 3.?]1.
Alors )
3z — 3z
of of \" 1 2
Vf(fﬂl,xg) - (a_f7a_fa) (x17x2) - )
71 0 302 — 30,
3z2 — 31y 0
Vf(l’l,xg) = 0= =
3r2 — 31, 0
322 — 319 =0 Ty = 12 Ty = a2
= = =
323 — 321, =0 i —21=0 T (23 —1) =
To — IL’%

z1=0o0ux; =1

On obtient alors deux points stationnaires (0,0) et (11).



Définition 1.6 Soir f : R” — R une fonction continue, si pour tout d € R" la dérivée
directionnelle de f dans la direction d existe, alors la fonction f est dite différentiable.

1.1.4 Direction de descente

Définition 1.7 Soit f : R" — R une fonction différentiable et x,d € R". La direction d est
une descente en x si

Vf(z) d<o.
Remarque 1.3 Sid= -V f(z), Vf(x)#0, alors d est une direction de descente.
Vi@ d=Vf(x)  (=Vf(@)=—|VfI*<0
Exemple 1.5 Soit f (z1,72) = 23 + 23, z* = (1,1).

Choisir une direction d = (dy, dy) telle que soit d une direction de descente au point x*.

On a:

86_3,{81 (.1'1,1‘2) 21‘1
Vf (x17x2) = o =
a—xJ; (21, 22) 21y
Alors
—21’1
Vf (xl,xg)T (=V [ (x1,22)) = (221, 272) = —4 (ajf + x%) .
—2{L‘2
Si (z1,m2) = (1,1), on a
dy
Vi@)'d=vVf1,1)" d=(22) = 2d, + 2d, < 0,
do
ce qui 1mplique
dl + d2 < 0.

On a une infinité de solutions.
Si dy = 1, on peut prend dy = —1.

On donne maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théoréme 1.1 Soit f : R" — R différentiable au point x* € R". et d € R™ une direction
vérifiant la condition suivante :

V()" d<o.

Alors d est une direction de descente au point x*.

Preuve. Exercice. m



1.2 Développement de Taylor
Soit C CR™ f:C =R,z € C et heR"tel que [z,2+ h] C C. Alors
(i):Si feCH(C),ona:

(71) : Formule de Taylor a I'ordre 1 avec rest intégrale

f(x+h):f(x)+/0 Vf(x+th)" dt.

(i2) : Formule de Taylor-Maclaurin a 'ordre 1
fx+h)=f(@)+Vf(x+hh
(73) : Formule de Taylor-young a 'ordre 1
fla+h)=f(2)+Vf(@) h+o(|nl).

(ii) : Si f e C*(C),on a:
(741) : Formule de Taylor a 'ordre 2 avec rest intégrale

flz4+h)=f(z) +Vf(:v+h)Th+/ol (1 —t)WIV2f (x +th)" hdt.
(1i3) : Formule de Taylor-Maclaurin & 1’ordre 2

fe+h) :f(x)+Vf(x+h)Th+%hTVZf(:c+9h)h, 0<0<1.
(3) : Formule de Taylor-young a l'ordre 2

f@+h) _f(:z:)+Vf(x+Ah)Th+%hTVQf(a:)tho(HhHQ).

1.2.1 Forme quadratique

Définition 1.8 Soit A € M, ,, (R) une matrice symétrique et b € R™. On appelle forme
quadratique la fonction f : R™ — R définie par :

f(x)= %JITAQI — bl

Exemple 1.6 Soit f une fonction de R? dans R définie par :

f(x1,22) = 22 + 22 — 22129 — 621 — 6o

f o, m) = (371%2)(%2 82)(21)(676)(21)

On a :

ou



Définition 1.9 Soit A € M, ,, (R) une matrice carrée. On dit que A est semi-définie positive
(S.D.P) et on note A > 0 ssi
2T Az >0, VzeR"

Définition 1.10 Soit A € M, ,, (R) une matrice carrée. On dit que A est définie positive
(D.P) et on note A >0 ssi

2T Az >0, Ve eR", x#0.

Remarque 1.4 Soit A une matrice symétrique (A = AT) . Alors :

(1) : La matrice A est semi-définie positive (S.D.P) ssi tous les mineurs principaux sont
positifs ou nuls.

(2) : La matrice A est définie positive (D.P) ssi tous les mineurs principaur sont stric-
tement positifs.

1 1 1
Exemple 1.7 Soit A= 1 1 1
1 1 2

On calcule les mineurs principaur AN;, i = 1,2, 3.
Al - 1,A2 :A;g:()
La matrice A est semi-définie positive.

Attention : A n’est pas nécessairement S.D.P méme si tous les mineurs principaux sont
positifs.

Contre exemple : Soit A =

NN DN

2 2
2 2 .On a:
2 1

A1:17A2:A3:0,

2 2 2 0
mais si = (0,—1,2), alors (0,—-1,2) | 2 2 2 -1 | =-2
2 2 1 2

1.3 Fonctions convexes

1.3.1 Ensemble convexe
Définition 1.11 On dit qu’un ensemble C, C € R™ est conveze si :
Vay, 29 € C\Va € [0,1], ar; + (1 —a)xg € C.

Exemple 1.8 Soit H = {x € R", \x = b} un hyperplan.
Montrer que H est convexe.



Preuve. Soient z1, x5 € C et o € [0, 1], on montre que
ar;+ (1 —a)xe =2 € H.
i,eAdz=0b,0na:

Az = Aari+ (1 —a)xy) = alry + (1 — a) Az

= ab+(1—a)b=0",

donc Az = b.
D’ou H est convexe. m

Proposition 1.1 Un ensemble C, C € R" est convexe ssi pour tout m € R*, x1, 2o, ..., 2, €
Cetay,ag, ..o, €Ry tgdY " 0, —1, ona:

n
E o;T; = a1 + ey + ... + oz, € C.
i=1

Un ensemble C' est conveze ssi toute combinaison linéaire convex de points de C' appartient

Preuve. Exercice. m

Proposition 1.2 Si (4, Cy sont deux ensembles convexes de R™ et aq, s deux réels, alors
o1C + aCy est un convexe de R™.

n

Proposition 1.3 Si (C;),i = 1,n est une famille quelconque de convexes de R™ , alors ﬂ C
i=1
est un convere de R".

Preuve. 1. Soient x1,x9 € ﬂC’i,a €[0,1], axy + (1 —a)xq € ﬂC’i? u
i=1 i=1
x| € ﬂSl = T € CZ,VZ = 1,..,77/, et To € ﬂCZ = X9 € SHVZ = 1,..,7’1,,
i=1 =1

comme S; est convexe Vi = 1,...,n, alors ax; + (1 —a)xs € S;,Vi=1,..,n,

donc Vi =1,..,n, Az + (1 — ) 2 € ﬂC’i.
i=1

1.3.2 Fonction convexe

Définition 1.12 Soit C' un ensemble convexe de R"™ et f : C' — R™ une fonction. On dit
que la fonction f est convexe ssi :

Va9 € C, Vae[0,1]: flax;+ (1 —a)xe) <af(z)+ (1 —a)f(z2).
On dit que la fonction f est strictement convexe ssi :

Vxy,x9 € Cixy # x9,Va € [0,1] 1 f(azy + (1 —a)za) < af (z1) + (1 —a) f(22).
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Proposition 1.4 Une fonction f : C — R" convexe peut étre caractérisé par : Vr; € C
i=1,.,netVoy e Ry, tqgd " ;=1 0na:

f (Z Oéixi) < Zaz’f () .

( f est convexes Vr; € C i =1,..,nVa; € Ry, tg Y s =1, ona :f (O aury) <
>icr if (%))
Preuve. Exercice. m

Proposition 1.5 Toute combinaison linéaire sur C' convexe de fonctions convexes a coeffi-
cients positifs est une conveze.

Preuve. On pose : f(z) =3 ", a;f; (x) avec f; (z) convexe et a; > 0 Vi = 1,..,n. Alors

Vay,xe € C, Ya€[0,1], f (azy + (1 — a) z2) :Zaifi(ole—l—(l—oz)xg),‘v’i: L..,n.

i=1
Puisque f; (z),i=1,..,n convexe sur C, on a :
filax; + (1 —a)xe) < afi(x)+ (1 —a) fi(xe),i=1,..,n.
Comme a; > 0, alors
Vi=1,..,na;f;i (ar; + (1 —a)z3) < a;fi (x) + a; (1 — ) fi (x2),

ce qui donne

n

Yo aifi(ar +(1— o)) <Y aifi (2) + Zaz‘ (1 —a) fi(x2),

i=1 =
ce qui implique
flazi+ (1 —a)zs) < af (1) + (1 —a) f(22).
D’ou > 7" | a;f; (x) est convexe. m
Proposition 1.6 Une application linéaire sur C' convexe est toujours convexe sur C.

Preuve. Soit f: C' C R" — R une application linéaire, alors

T 1 0 0
) 0 1 0

f(x) = f : =flz : + T2 : + ...+ x, .
Tn 0 1

0
1 0 0
0 1 0
= o f| . | +xof : + .. tx. f| . = x1C1 + ToCo + ... + TpCn
0

X1

T2
= (1,69, .y Cp) : = c.o.

Tn
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Alors

Vo, € C,Vae|0,1], f(ax; + (1 —a)zs) =c(ar; + (1 — a)z)

= acr1+ (1 —a)cxy =af (r1) + (1 — a) f (x2).
|

Théoréme 1.2 Soit f une fonction convexe sur C' convexe et A une matrice semi-définie
positive (S.D.P), alors la forme qudratique :

f(z) = 2T Az,
est convexe sur C.
Preuve. Soiet x1, 25 € C, et o € [0, 1], alors

flaxy + (1 —a)xg)
= (ax;+ (1 — a)xs A A(ax; + (1 — a) x9)

= arlAz;+ (1 — )2l Azy —a (1 — ) (21 — 20)" A(zy — )

ar] Azy + (1 — o) 25 Az — (1 — ) (2] —23) Azi+a (1 —a) (2] —23) Az
= arlAv;+ (1 - )zl Avy —a (1 —a) 2T Az + o (1 — o) 2k Az,
+a(l —a)rf Avy — a (1 — ) 23 Axy
= ar] Avy + (1 — a) 23 Azy — ax] Azy + o*x] Azy — axl Axg + o’z Az
+a(l—a)zd Az +a (1 — o) ol Ax,,

)
) (1—a)(z
= azri Az + (1 — )y Azs —a (1 —a) (2] —23) Az — x2)
) (1—a) (21
)

ce qui implique

axT Azy + (1 —a)al Azy — o (1 — @) (21 — 22)" A (2 — )

< axl Az + (1 —a) 2t Azg = af (21) + (1 — a) f (23) .
u

Théoréme 1.3 Soit f une fonction définie sur C' C R" convere et A une matrice semi-
définie positive (S.D.P), alors la forme qudratique :

f(x) =" Az + ba,
est convexe sur C.

Preuve. Puisque A est (S.D.P), alors 27 Ax est convexe sur C' d’aprés théoréme 1.1 et bx
est convexe sur C d’aprés Proposition 1.6.

Donc f(x) = 27 Az + bz f(z) = 27 Ax + bz car c’est une somme de fonctions convexe
(d’aprés Proposition 1.5). =
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Théoréme 1.4 Soit f : C C R" — R une fonction une fois différentiable, alors f est
convexe SSi

f(x1) > f(za) + Vf(xg) (1 —x2), V1,20 € C.

La fonction f est convexe ssi
f(x1) > f(x2) + Vf(xe) (21 — 23), V1,29 € C 21 # T2.
Preuve. Exercice. m

Théoréme 1.5 Soit f : C' C R" — R une fonction deux fois différentiable, alors f est
convexe $Si

(21 — 22)" V2f (22) (x1 — 22) > 0,Vaq, 35 € C.

La fonction f est convexe ssi
(r1 — xQ)T Vif (x2) (x1 — m9) > 0,Vxy, 29 € C, 21 # X2

Preuve. Exercice. m

1.4 Exercices corrigés
Exercice 1.1 On définie les fonctions f; : R? — R, i = 1,2 par :

Lfi(z,y) = 2-2—-y)’+Q+z+y+ay)’,

2fo(z,y) = (@*+7) —z-y.
Déterminer les point critiques des fonctions f;, 1 — 1,2.
Solution : 1: fi(z,y) =2 -z —y)’+ (1 +z+y+ay)°.
0 2Q2-z—y)+2(0+z+y+ay) (1+y)=0,..(1)
22-z-y)+2(1+r+y+ay)(1+2)=0,...(2)

H-@)el+ty+tatay)(y—2)=0

r=1y sitr=—1=y=3
& ol , sity=—-1=x=3
r=—-louy=-1 si x = x = x est sol de 22 + 622 + 102 — 2 =0

Donc les point critiques de la fonction f; sont : (—1,1) et (3,3).
2
2.0 fo(w,y) = (®+y°)" —2—y.

hin= (o)« (o),
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(1) = (2) & (z = y) ou bien (22 +y = 0)

casl:x:y$8x3:1:x:y:%:<

D [ D0 | =

) est un point critique.

casl : 22 +y =0 =2 =y = 0 = (o) n'est pas verifier = < 8 ) n’est pas un point

critique.

Exercice 1.2 Montrer que les ensemle suivants :

1.5 = {(z,y) eR?/ y—2a® >0},

2.9 = {(z,y) eR*/z >0,y >0,z +y <1},

sont convezxes.

Solution : 1: On montre que S; = {(z,y) € R*/ y — 2* > 0} est conveze.
Soeint z1,z5 € Syet A € [0,1], alors

2 €51 = 3(1’1,341) € R2,Z1 = (ﬂfl,yl) i —SU% >0,

et
Z2 € Sl = 3 <x27y2) S R2722 = (x27y2) Y2 — 5133 Z 07

On trouve

Azp 4+ (1= XA) 2z
= AMany) + (1= A) (22, 42) = Az, Ayn) + (1= A) 22, (1= A) )
= Az + (1= N a9, dys + (1= \) go) € R? tel que
(A1 + (1= N y2) = Az + (1= X w2)*
Ayn + (L= N yo) — (V2d + (1= A2 23 + 20 (1 — \) 2122
> (Ar? 4+ (1= N)ad) — (Vi + (1= 223+ 20 (1 — \) 212
> A1 =N22 + A1 =N a3 +2X (1 = \) 2120

> A(1= ) (2] + 25 + 22120) = X1 = \) (21 +22)° >0,

d’ot S; est convexe.



14

Exercice 1.3 Soient ki, ky deuxr ensembles convexes et o, 5 € R. Montrer que les ensemle
sutvants :

1.5 = {zeR"x=ay+Bz,y € k1,2 € ka},

+z

2.5 = {x/x:yT,yEkl,Zsz},

sont convezxes.

Solution : 1.Soeint x1,15 € Sy et X € [0,1], alors Ax; + (1 — X)) x2 € S1?7, on a :
r1 €51 = Jy1 € ki, 32 € kot vy = oy + Bz,

et
o €51 = Jys € k1,2 € kay : 22 = g + B2o,

alors

Azy + (1= ) 2y
= Mayr+8z1) + (1= A) (a2 + B2)
= dayr + A\Bz1+ (1= N ays + (1 — ) Bz
= dayr + (1= N ays + A8z + (1 — \) Bz

= oA+ (1 =N y2) + 8 A+ (1 - A)2),
comme (A\y1 + (1 — N ya) € k1 et (Az1 4+ (1 — X) 22) € ko (k1 et ky sont convezes), alors
Az + (1= N)zg € 5.
Donec Sy est convexe.

Exercice 1.4 1) : Soit k C R" un ensemble convexe. Momtrer que f : k — R est convexe
si est seulement si 'ensemble suivant : S = {(z,y) € k x R/ f (z) <y} est conveze.

Solution : 1 : =) : Supposons que f est convexe. Soient (x1,y1) et (x2,y2) appartenant a

S :

Ona:y > f(x1) et yo > f(29),
soit A € [0,1], alors

A+ (L =Ny > Af (1) + (1= A) f(z2) > f[Az1+ (1 — N xg] (f est convexe) ,
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donc
(/\5(71 + (1 — /\) T2, /\y1 + (1 — )\) yg) < S

Puisque
(/\xl + (1 - )\) T2, )\yl + (1 - >\) yQ) - )\(xhyl) + (]' - )\) (132, 92)7

on en déduit que S est convexe.
<) : Suposons que S est convexe. Soient z1,x € k, A € [0, 1].
Remarquons que (21, f (1)), (22, f (1)) € S

Ay, [ (21)) + (1= A) (w2, f (22)) €S

= (Ar1+ (L= A a, A\f (1) + (1 =A) f(22)) €S
= A (v1) + (A=) f(22) > f(Az1 + (1 = A) 22),

d’ou f est convexe.

Exercice 1.5 Soit f : R™ — R une fonction de classe C? et S C R™ un ensemble conveze.
Momtrer que ssi f est convexe sur S, alors Hy (x) est S.D.P, Vx € S.

Solution : <) On suppose que f est convexe sur S et on montre que Hy (v) est S.D.P,Vx,y €
S. Alors
Ve,yek,ae[0,1],ax+(1—a)y=y+a(z—y) €S.

Le développement de Taylor au v (y), donne
1
fly+alz—y) =@ +aVfQy) (@—y) + 50 (z—y)" H(y+0a(z—y)) (z—y).
2
Poura=1, on a

F@) =) +VF ) @ —9)+ 5 (=) Hy (y+0a—9) (2 ) 0 € [0,1],

puisque f set covexe (f () > f(y) + Vf (y) (x —vy)), alors

1

3 (z—y)" Hf (y+60(z —y)) (z—y) > 0,0 €[0,1],6 est trés petit.

Alors
(z—y)" Hy (2) (x —y) 20,

donc Hy (z) est S.D.P, Vz,y € S.
Exercice 1.6 1) : Montrer que si la fonction indicatrice d’un ensemble K définie par :

0, six €9,
I =
+00, six &S,
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est convexe, alors S est convexe.
2) : Soit S C R" un ensemble convexe et f,g : S C R" — R deux fonctions convezes.
Montrer que sup (f, g) est conveze.

3) : Montrer que l'ensemble C' = {(z,y) € R? : zy > 0} n'est pas conveze.

Solution :

1: Soient z,y € S,A € [0,1], Ax + (1 — Ny € Ig?
On suppose que Ig est convexe, alors

Is(Az+ (1=Ny) < Ms(z) + (1= Is(y),

comme Ig (z) = Is (y) = 0, alors Is (Ax + (1 — A\) y) < 0 et comme [g prend que les valeurs
0 ou +oo0, alors

Is (Az + (1= A)y) =0,

par conséquent A\x + (1 — A\)y € I, donc S est convexe.
2 :Soient x,y € S, A € [0, 1], alors

fOQr+(1=Ny) <A (2)+ (1 =X f(y)
et

gz + (1 =Ny < Ag(@)+(1-=Ng(y),
si on pose h = sup{f, g}, alors

f@)<h(z), fly) <h(y),g(x) <h(z),

et
9(y) <h(y),

ce qui donne
M @)+ A=A fy) <Ah(z)+(1=ANh(y), (A=0),
et
Ag(z) + (1 =N g(y) <A (z)+ (1 =N)h(y),

donc

sup {f (Az+ (1 =N y),g(A\z+ (1 -A)y)}
= h(Qz+ 1=y <A(z)+ (1= h(y).

D’ou sup{f, g} est convexe.
3:C ={(x,y) € R?: 2y > 0} n’est pas convexe?
Soient A = (x4,y4) et B = (rp,yp) deux points de C, alors x4.y4 > 0 et xp.yg > 0,
et soit M = (xpar,ynr), tq xar = (1 —a)xa + axp et yor = (1 — @) ya + ayp.
Calculons .y :

evyn = [(1—a)za+arp] X [(1 —a)ya + ays]
= (1- a)2xAyA +a?rpys +a (1l —a) (zays + xBY4) .
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Sia= %, alors

1 1 1
TM-Ym = 7 TAYA + 1vBYB + 1 (rayB + 2BYA) -
Sion prend x4 +xp > 0, yg + ya < 0, alors le point x93 < 0, ce qui implique que le

point M ¢ C,
par conséquent C' n’est pas convexe.
par exemple A = (1,1) et B = (—1,-2) , le point M = (1—a)A+aB ¢ C,a = 1.

Exercice 1.7 Soit la forme quadratique f : R™ — R définie par :

1
f(x)= §xTAx — bz, Vo e R", b e R",

A . Matrice symétrique et définie positive.
1 : Montrer que la forme quadratique f est strictement convexe.
2 : Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f.

Solution : Soit f : R" — R définie par : f (x) = 327 Az — b'z, Vo € R™,

1:Soit z,y e R",z £yet A€]0,1]

Oz +(1=XNy)
1

= 5 Qe+ Ny AQz+ (1 =N y) =" Az +(1=N)y)
% IaTA e+ (1= N)y)+ (1= NyTAOa + (1 A)y)] — ATz — (1 A) 5Ty
= % [Nl Az + (1= Ny Ay + A (1 = N) (27 Ay + y" Az)] = "z — (1= M) by
= M@ +0=Nf(y)+ %A (1= ) [—aT Az + 2T Ay + yT Az — yT Ay

A @)+ (0= X))~ 5 =) Ay — )

puisque A D.P, ona : (y—az) " Ay—2)" >0
donc f(Az+(1—=Ny) < Af(x)+(1—=X)f(y).

2.1:
Flo + th) = %(x+th)TA(x+th) VT (24 th)

1 t t t?
= §mTAx + 5:cTAh + 5hTAgz: + ghTAh — bl —tb"h

1 12
= §a:TAx — bz +t2TAh — tb"h + EhTAh.

Donc



alors

doa Vf(z) = Ax —b.
2.2 : D’aprés 2.1, on a :

Vi(x+th) = A(x+th)—b=Ax—b+ Ath= V[ (x)+ Ath
Vfi(x+th)—Vf(z) = Ath,

done \V4 th) —V
i VS (@ +th) — f(ﬁf):Ah7
t—0 t
20

d’ou V2f (z) = A.



