Chapitre 1

Fonctions spéciales

1.1 Définition des fonctions Gamma et Béta

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est
I'un des outils de base du calcul fractionnaire.

Fonction factorielle

On calcule les valeurs de certaines intégrales. Pour o > 0, on a :

+oo 1 T
/ e dt = {——e_at] = —. (1.1)
0

(07 0 «

On dérive les deux membres de (1.1) par rapport a «, on aura :

+oo 1
/ —te”dt = ——,
0 (6%

+o00 1
/ te dt = —. (1.2)
0

a2

ce qui donne

Maintenant, on dérive (1.2), on obtent :

+o0
2
/ e dt = —.
0 «
Pour la dérivée d’ordre 3, on a :

oo 2.3 3
/ e Mdt = = = —.
0

ot ot

+00
pre—atgy =
0 - an+1'

+oo
/ t"etdt = nl.
0

En générale

Pour « =1, 0n a:



Définition 1.1 La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :
+o0o
['(a) = / t* e tdt, a>0. (1.3)
0

Proposition 1.1 La fonction Gamma est bien définie pour tout o > 0.

Preuve. On montre que 'integrale f0+°° to~le~tdt existe.
Soit a > 0, on peut déstingue 3 cas :

Sia=1,o0na:
“+oo
(1) :/ e tdt = 1.
0

Sia>1,ona:
+00 C “+oo
['(a) = / t e tdt = / toemtdt + / t* e tat.
0 0 C

La premiére integrale existe puisque la fonction t*~te™* est continue sur [0, C], alors

lim 1 e =0=Ve>03B(c) >0;t> B(c) = t*t* et <&,

Tr——400

1 o 1 : :
poure =1; 3 B(1) >0tq:Vt> B(1),onat* e’ < 73 5 comme fg t_zdt existe, il en

résulte que Iintegrale [> t*~le~'dt existe, d’out I' () est bien définie.
Si0<a<lona:

“+o00 C +oo
['(a) = / to e tdt = / te e tdt + / te e tdt,
0 0

C

I'integrale | g Ftoletdt existe (méme preuve que a > 1) et pour l'intégrale foc totetdt
on a: e ! ~ 1 au voisinage de 0, d’ou t* te™! ~ t®~1 donc les intégrales fOC tele~tdt et
fOC t*~1dt sont de méme nature et comme

c c
t c
/ 7t = {—} = —,
0 @y «

on en déduit que : fOC t*~1e~tdt existe, alors T' («) est définie pour tout @ > 0. m

Exemple 1.1 Calculer T (3)
Par définition, on a :

1 too o tooq .
(- :/ t2 e dt:/ —e 'dt.
<2> 0 0 Vi

dt = 2xdx,

1 teop teo
r (—) :/ —e ¥ 2xdx = 2/ e “dx
2 0 T 0

On pose t = x? alors

d’ot



2
Maintenant, on calcule [F (%ﬂ

2

O A Y At 1 At
—4 /0 +Oo /O o e~ (") dyde.

y = rcosb

On pose

, r€[0,400] eth e [O,g},
T =rsinf

N2 i ]
{F (—)} = 4/ / e " rdrdf = 4/ - df
2 6=0 Jr=0 0 2

0

alors

2 +oo s 1
—q|-E / do=4-Z =1,
2|, o 22

ce qui 1mplique que

Proporiétés de la fonction Gamma

Proposition 1.2 Pour tout « € R\ {0, —1, —2,...} et n € N, la fonction Gamma satis-
fait les propriétés suivantes :

F(a+1)=al (a).
F'a+n)=ala+1)(a+2)(a+3)...(a+n—-1)T(a).

'(n)=(Mn-1)!, VneN.

F(a+n+1):F(a)ﬁ(a—i—i),VneN.

=0



Preuve. Propriété (1) : La preuve de cette propriété se fait par une intégration par partie.
On a :
+oo
['(a) = / t* e tdt
0

to —t] © 1 +00
[6 } +—/‘ 1 et
a |, al

= EF(Ole).

D’ou la formule (1).
Propriété (2) : D’apres (1), on a :

') =

= é[ 11 (04—1—2)}

T aatl [ a+3)}

+2
['(a+4)
aa+1a+2 oz+3

_ 1! [ ! F(&+5)1.

aa+1a+2a+3 a+4

En répétant le processus n fois, on obteint la relation suivante :

1 1 1 1 1
r = — T .
(a) ca+la+2a+3 a+n-—1 (a+n)

Ce qui achéve la preuve de (2).
Propriété (3) : Pour démontrer que I' (n) = (n — 1)!, en utilisant la récurrence.
e:Pourn=1ona:

ee : On suppose que I' (n) = (n — 1)! et on montre que I' (n + 1) = n!. d’apres la propriété
(1), on a:

'n+1) = nl'(n)

= n(n—1)=nl

Ainsi, la propriété est démontrée.
Propriété (4) : Montrons par récurrence.



e:Pourn=1,ona:
I'(a+1)=al(a).

e : On suppose que

T'(a+n+1) Haﬂ

=

et on montre que

F'a+n+2)=T(a) || (a+1)

—:

i=0
d’apres la propriété (1), on a :

Fla+n+2) = (a+n+1)T(a+n+1)

= (04+n+1)F(04)H(a+2')

Quelque valeurs particuliéres de la fonction Gamma

On donne quelques valeurs particuliéres de la fonction Gamma :
1:T(1)=0!=1.

r()- ()1

(B Z3p (3 L3p (L) L3V

z; i)EQ <2>14r(2) A N
Dl D (D ) -

(2n)!

= VT

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2 La fonction Béta est donnée par :
1
B(a, 8) = / N1 =) tdt, o >0, B> 0.
0

Forme trigonométrique de la fonction Béta

Pour obtenir la forme trigonométrique de la fonction Béta, on pose :

t = sin®#, alors dt = 2sin 6 cos 0d#,

t=0=6=0,

™
tl=1=0=—
27

(1.4)



etona:
1—t=1-—gin’0 = cos?0.

En remplacant dans (1.4) on obtient

B(a,m:/o

B(a,B) = 2/2 (sin 6)* Y (cos 0)* ) (sin 6 cos 0)do),
0

(NE]

(sin”0) ot (cos? 9)571 (2sin @ cos 0)do

d’ou

™

B(a,B) =2 / " (5in 6)* " (cos )2 df.
0
Proposition 1.3 Pour tout a,b € R™, on a :

/b b—t)*"(t—a)fldt=b—-a) " B(B,a).

— a, alors (b — a) dy = dt, on obtient
a

t
Preuve. On pose y = 2
1
[ o=@ o -y (- )y
0

= (b— a)aJrﬁl/ yP1 (1-— y)ail dy = (b— a)aJrﬁfl BB, a).
0
™

Quelques propriétés de la fonction Béta

Proposition 1.4 La fonction Béta est symétrique (B («, ) = B (8, a)).

Preuve. On pose :
r=1—1t= dr= —dt,

et
1 0 1
/ V(1 —2) e = —/ (1—0)* " dt = / (1 — ),
0 1 0
d’ou
B (o, ) = B (8, )
|

Proposition 1.5 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

[ ()T (B)

Blah) =Ty
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Preuve. On a : e
I'(«) :/ te e tdt,
0

on pose : t = y? = dt = 2ydy, et

T ( o oo a—1 —td _ e 2(a—1) —y? d
a) = et = 2 Y e Vydy
0 0

+oo )
= 2/ eV dy.
0
Si on pose y = x, alors
+0o0
I'(8) = 2/ e " da.
0

Maintenant, on multiple les deux membres de deux équations et on passe en coordonnées

polaires
+oo +oo
I'(o)T(B) = / / g e Vg2 e dady

+oo +oo 9. o
_ 4/ / y2a—1$2,8—1€—(r +y )dasdy

+o00
= 4/ / rcos )7 (rsin )2 e rdrdf
0 0

“+oo 5
= 4/ AatB)-1p dr/ (cos0)* ! (sin0)** ' db
0 0

= / 2051 e=r% g0 / (cos 0)*" " (sin 6)** " do
0

= I'(a+B)B(a,p).

Donc
I' (o) I (p)

B (o, p) = Tlatn)

(1.5)

11
Exemple 1.2 Calculer B (2 2)
On a :
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Proposition 1.6 Pour tout (o, 3) € R% on a :
B(a,B)=B(a+1,8)+B(a,f+1).
Preuve. En utilisant (1.5), on obtient :

I'(a)T(B+1) ' (o) BT ()
Bla.f+1) = FTa¥p+D)  Tlathrl)

e s
N (a+ﬁ)F(a+5)_a+ﬁB( B),

ce qui implique
(a+3)B(a,8+1) = BB (, ),

alors

B(a,f) = %B(a,6+1)+B(a,6+1)

B al' ()T (6+1)
= Aaigrn TP@ATY

_ fl(a+ 1T (B)
= raisrp TB@ATY

= B(a+1,5)+B(a,f+1).
Donc
B(a,f)=B(a+1,5)+ B(a,f+1).

Proposition 1.7 Pour tout (o, 1) € R% on a :

Bas+1)= "B+ 1.0 = LB,

et

1
B(a,a) =2""2"B (i,a) :

Preuve. On a :

(@D (B+1) AU (a)T(B)
F(a+B+1) T(a+B+1)

pal' ()T (B) _ AT (a+1)T'(B)

al'(a+5+1) ol (a+p+1)

= gB(oH—l,ﬁ).

B(a,f+1) =

Donc
B(a,ﬂ—i—l):gB(OMLl,B).
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1.2 Fonction Mittag-LefHer

1.2.1 Fonction Mittag-Lefler & un seul paramétre
Définition 1.3 La fonction Mittag-Lefler a un seul paramétre, est définie par :
+o0 tk
E“U:Z;Faﬁiﬁ’a>g (1.5)

Exemple 1.3 Poura =1, on a :
Eo-1(t) = —F =c".
— L'(k+1)

1.2.2 Fonction Mittag-Lefler & un deux paramétres

Définition 1.4 La fonction Mittag-Lefler a deux paramétres, est définie par :
tk

Eaﬂ (t) = Z m, a >0, 5 > 0. (16)

00
k=0

Exemple 1.4 Poura=1et3=2, ona :

e .t .
mwpzzﬁﬁjzzjq.

k=0 k=0
= R |
Biap(t) = > ——=-3 = t+0.
—~T(k+2) t<=(k+1)! t
) e t2k 0 tQk
Ez,l (t ) - Zm :ZF :COSh(t).
k=0 k=0

1.2.3 Généralisation de la fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.5 La fonction de Mittag-Leffler généralisée Eg’ﬁ, est donnée par la formule
sutvante :

(o ¢] 6 k
Eg75(t)22%,a>0,6>0,5>0, (1.7)

k=0

avee (), =8 (6+1) .. (541 —1) = F(I:S(;—)n)

Pour 6 = 1,la formule (1.7) est réduite o Mittag-Leffler o deux paramétres.
Cas particuliers
Dans la formule (1.7), en prenant 5 =1 et § = 1, on obtient :

o) (o)

Loy (et t
P = 2 Fak iR 2 Tk )

k=0 k=0



13

et si on prend 0 = 1, et a et 3 quelconques, on obtient :

El (t):mM:iL:E (t)
P T (ak+B)k ~ —=T(ak+p) "

Proposition 1.8 Soit E, s la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres telle que o =1

et 6=~ €N, Alors :
1 2k
El,'y (t) = t’Y__l <€t - E) .
k=0

Preuve. Par définition, on a :

k=0 k=0
alors
1 12 =3
E.(t) = — (€ -1
1 () t( CEDIRCE )
y—2
N U P
-l k!
k=0
||

Proposition 1.9 Soit Soit m € N*, alors la dérivée a l'ordre m de E, g (t) est donnée par :

(m + k)t
I'(am+ ak + p) k!

o

B3 (£) = Ea (1) -
k=0
Preuve. Il suffit d’appliquer des dérivées successives de E, 5 (t) jusqu’a la dérivée d’ordre
m. m

1.2.4 Quelques propriétés
Comme conséquences des définitions (1.5) et (1.6), on démontre les résultats suivants :

Théoréme 1.1 Soit E, 3, la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres. Alors, on a :
1: Eop(t) =tEaaip(t) + F(lﬁ)
2: Eag(t) = /3Eaﬁ+1( )+ ot g Bapia (1)
3:(di) (t° ' Eu g ))—tﬁmlang,m( “, f>m, meN.

Preuve. 1. On utilise la formule (1.6) on obtient :

tk+1

Eop(t) = Zr ak+6 ZF (k+1)+5)

o tk—l—l o

- ;rmm(mm r Z ak+ a+/3))
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2. Pour prouver 2, on procéde comme suit :

d
Eaﬁ (t) = ﬁEa,B+1 (t) + OétEEa?g+1 (t)

d & tk
Eopi1 (t) + at—
p ’BH(HO‘dth:OP(akJrﬁJrl)

akt®
= BEap (t) + ]; T (ak + B +1)

~(ak+B8-pB)tF & tk
Ao O+ 2 T i+ 1)~ & Tlah 7 )

k=0

3. On applique, la dérivée m®™¢ | on obtient :

(3) = () (¢ Sren)

k=0
B i m o0 tak+5-1 B F(Ozk—I—B) o0 tak+p—m—1
B <dt) (;F(ak—kﬁ))_F(ak—l—ﬁ—m)gf‘(akjLﬁ)
B tak+ﬁfm71  Beme1 e tak

= gf(ak—l—ﬁ—m)_t ;r(amﬁ—m)‘

Théoréme 1.2 Soit E, 3, la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres. Alors pour tout
yeN, ona:

v—1 k

t
0 By (8) = B (1)~ S
B+ay B kZOF(ak+/8)

Preuve. Il suffit d’appliquer les propriétés de Mittag-Leffler. m



