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 المعادلات التفاضلیة  .1

 المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الاولى  .2

  (Bernoulli)المعادلة التفاضلیة لبرنولي  .3

  (Riccati)المعادلة التفاضلیة لركاتي  .4

  (Lagrange ) المعادلة التفاضلیة للقرونج .5

 (Clairaut)والمعادلة التفاضلیة لكلیر .6

 (les équations différentielles) : المعدلات التفاضلیة .1

 : تعریف

معادلة تفاضلیة ھي معادلة تحتوي على مشتقة واحد او اكثرلدالة المجھولة اذن غالبا ما یكون المجھول 

 𝑦 فیھا ھو دالة نرمز الیھا بالرمز

 : وتنقسم الى نوعین

 (équation différencielle ordinaire ) : تفاضلیة عادیةمعادلات 

  (équation différencielle parcielle) : معادلات تفاضلیة جزئیة

 (équation différencielle ordinaire ) : معادلات تفاضلیة عادیة .1.1

واحد فقط وبین  المعادلة التفاضلیة العادیة ھي عبارة عن علاقة التي تربط بین الدالة المجھولة لمتغیر

 : مشتقة او اكثر والتي تاخذ الشكل التالي

𝐹�𝑥,𝑦′,𝑦′′, … … … … … … . 𝑦(𝑛)� = 0 

 : ملاحضة

 : بالرمز  𝑥بانسبة ل  𝑦نرمز عادة الى المشتقة من الدرجة الاولى للمتغیر التابع 

𝑦′ =
𝑑𝑦
𝑑𝑥 

 : بالرمز  𝑥بانسبة ل  𝑦نرمز عادة الى المشتقة من الدرجة الثانیة للمتغیر التابع 

𝑦′′ =
𝑑2𝑦

(𝑑𝑥2) 

 : بالرمز  𝑥بانسبة ل  𝑦نرمز عادة الى المشتقة من الدرجة الثالثة للمتغیر التابع 

𝑦′′′ =
𝑑3𝑦

(𝑑𝑥3) 

 : بالرمز  𝑥بانسبة ل  𝑦للمتغیر التابع  𝑛اذن نرمز الى المشتقة من الدرجة 

𝑦𝑛 =
𝑑𝑛𝑦

(𝑑𝑥𝑛) 
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 : المعادلة التفاضلیة الجزئیة .1.2

 . التي تحتوي على أكثر من متغیر مستقل ومشتقاتھا الجزئیة ھي المعادلة 

a. رتبة معادلة تفاضلیة : 

 تعرف رتبة المعادلة التفاضلیة على انھا اعلى مشتقة في المعالة التفاضلیة.

b. درجة المعادلة التفاضلیة : 

 تعرف درجة المعادلة التفاضلیة على انھا اعلى اس لاعلى مشتقة في المعادلة التفاضلیة.

 المعادلة الرتبة الدرجة

1 1 𝒅𝒚
𝒅𝒙 = √𝒙 

1 2 𝟐𝒚′′ − 𝟑𝒚′(𝟐) = 𝐬𝐢𝐧𝒙 

3 1 (𝒚′)𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 = 𝟎 

2 3 (𝒚′′′)𝟐 + (𝒚′′)𝟒 = 𝟒𝒙𝟐 

 من تالیف الكاتب  : المصدر

 : انوع حلول المعادلة التفاضلیة .1.3

a. الحل العام(solution générale)  : 

عدد من الثوابت الاختیاریة   𝑛ھو الحل الذي یحتوي على   𝑛الحل العام لمعادلة تفاضلیة من الرتبة 

 والذي یحقق المعادلة التفاضلیة .

b. )الحل الخاصsolution particulière( : 

ھل الحل الذي یتم الحصول علیھ اعتمادا على الحل العام من خلال الشرط الابتدائي و بتالي تحدید قیم 

 یحتوي على الثوابت الاختیاریة.الثوابت الاختیاریة. اي الحل الخاص لا 

 𝒏: المعدالة التفاضلیة الخطیة من الرتبة .1.4

 : ھي المعادلة التي تاخذ الشكل التالي 𝑛المعادلة التفاضلیة الخطیة من الدرجة  

𝑎0(𝑥)𝑦 + 𝑎1(𝑥)𝑦′ + ⋯… … … … . .𝑎𝑛(𝑥)𝑦𝑛 = 𝑔(𝑥) 

 : تكوین المعادلة التفاضلیة .1.5

الثوابت الاختیاریة من الحل العام باستخدام المشتقات المختلفة یمكننا تكوین معادلة تفاضلیة و ذلك بحذف 

 للمتغیر التابع.

 : اذن لتشكیل معادلة تفاضلیة نتبع ما یلي

 نحسب عدد الثوابت التي توجد في الحل العام . •

 اذن رتبة المعادلة التفاضلیة ھي عدد الثوابت الموجودة في الحل العام. •
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 : مثال

 : التي حلھا العامكون المعادلة التفاضلیة 

𝑦 = 𝑐1. sin 𝑥 

 .1اذن المعادلة التفاضلیة ھي من الرتبة  1بمان عدد الثوابت ھو  

 : نشتق الحل العام مرة واحدة فنجد

𝑦′ = 𝑐1. cos𝑥 

:نبحث عن قیمة  𝑐1  

𝑐1 =
𝑦

sin𝑥 

𝑦′ =
cos𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑦 

𝑦′ =
1

tan 𝑥 . 𝑦 

𝑦′ = cot𝑥 .𝑦 

 : مثال

 : یكون حلھا العامكون المعادلة التفاضلیة التي 

𝑦2 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2 

𝑦2العلاقة  = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2 لذلك نشتق  2اذن المعادلة التفاضلیة من الرتبة   تحتوي على ثابتین اختیاریین

 : العلاقة مرتین فنجد

2𝑦𝑦′ = 𝑎 + 2𝑏𝑥 

2𝑦𝑦′ = 2𝑏 

:نحذف الثابت الاختیاري  𝑏 

�
𝑦2 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2

      
2𝑦𝑦′ = 𝑎 + 2𝑏𝑥     

⇔ �
𝑦2 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2

 
2𝑥𝑦𝑦′ = 𝑎𝑥 + 2𝑏𝑥2   

⇔ 

⇔

⎩
⎨

⎧2𝑥𝑦𝑦′ − 𝑦2 = 𝑏𝑥2

 

𝑏 =
2𝑥𝑦𝑦′ − 𝑦2

𝑥2

 

𝑦𝑦′ =
2𝑥𝑦𝑦′ − 𝑦2

𝑥2  
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𝑥2𝑦𝑦′ − 2𝑥𝑦𝑦′ + 𝑦2 = 0 

𝑥𝑦𝑦′(𝑥 − 2) + 𝑦2 = 0 

 équations différentielle linéaire de première) : المعدلات الخطیة من الدرجة الاولي .2

ordre) 

 : الشكل التاليھي المعدلات التفاضلیة التي تاخذ 

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 

; 𝑎(𝑥) بحیث (𝑥);𝑓(𝑥) 𝑎(𝑥)مع  ℝمن   Iھي عبارة عن دوال مستمرة على مجال   ∶ ≠ 0 

 (équation homogène) : المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة .2.1

  : اي 𝑥من اجل كل قیم  𝑓(𝑥)المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة ھي المعادلة التي تنعدم فیھا الدالة 

𝑓(𝑥) = 0  ∀𝑥 ∈ 𝑅  وتاخذ الشكل التالي : 

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 0 

𝑓(𝑥)اذا كانت  ≠  نقول عن المعادلة انھا غیر متجانسة او تامة   0

 (ED à variables séparables) :  معادلات تفاضلیة قابلة للفصل .2.2

 : ھي معادلات تفاضلیة تاخذ غالبا الشكل

𝜃(𝑦)
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝜇𝜇(𝑥)   𝑜𝑢   𝜇𝜇(𝑥)

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝜃(𝑦)   𝑜𝑢 

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝜇𝜇(𝑥)
𝜃(𝑦) 

 

 : تصبح المعادلة من الشكل 1اذا امكننا فصل المتغیرات في المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة 

𝜇𝜇(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜃(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 : في ھذة الحالة یكون الحل من اشكل

�𝜇𝜇(𝑥)𝑑𝑥 + �𝜃(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐 

 .1لان المعادلة من الرتبة   وعلیھ نلاحض ان حل المعادلة یحتوي على ثابت اختیاري واحد

 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التالیة

𝑒𝑥 cos𝑦 𝑑𝑥 + (1 + 𝑒𝑥) sin𝑦 𝑑𝑦 = 0 

 : باستعمال طریقة فصل المتغیرات تصبح المعادلة من الشكل التالي

𝑒𝑥

(1 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥 +
sin𝑦
cos𝑦 𝑑𝑦 = 0 
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 : بالمكاملة

�
𝑒𝑥

(1 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥 + �
sin𝑦
cos𝑦 𝑑𝑦 = 0 

ln(1 + 𝑒𝑥) − ln(cos𝑦) = 𝑐 

ln �
1 + 𝑒𝑥

cos𝑦 �
= 𝑐 

 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التالیة

(4𝑥 + 𝑥𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑦 + 𝑦𝑥2)𝑑𝑦 = 0 

 : باستعمال طریقة فصل المتغیرات تصبح المعادلة من الشكل التالي

𝑥(4 + 𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑦(1 + 𝑥2)𝑑𝑦 = 0 
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑑𝑥 +
𝑦

(4 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

 : بالمكاملة

�
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑑𝑥 + �
𝑦

(4 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

1
2 ln(1 + 𝑥2) +

1
2 𝑙𝑛

(1 + 𝑦2) = 𝑐 

1
2 ln(1 + 𝑥2)(1 + 𝑦2) = 𝑐 

𝑦(1)  : اوجد الحل الخاص لما یكون = 0 

 : معادلات یمكن تحویلھا الى معدلات یمكن فصل متغیرتھا .2.3

وھي  ھناك بعض المعادالات لا یمكن فصل متغیرتھا ولكن اذا قمنا ببعض التغیرات یمكن فصل متغیراتھا

 :معادلات یكون شكلھا كا یلي

 

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐) 

𝑧  : و ھذه المعادلة یمكن فصلھا باستعمال المتغیر = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 

 : وعلیھ یسھل علینا فصل المتغیرات في ھذه الحالة

𝑧′ = 𝑎 + 𝑏𝑦′ 
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𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 𝑎 + 𝑏

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

1
𝑏 �

𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 𝑎� = 𝑓(𝑧) 

𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑓(𝑧) 

 : لشكل التاليوبتالي  نستطیع فصل المتغیرات كما یوضح ا

�
𝑑𝑧

𝑎 + 𝑏𝑓(𝑧) = �𝑑𝑥 

𝑎𝑥ب  𝑧بعد المكاملة نعوض قیمة  + 𝑏𝑦 + 𝑐 

 : مثال

 : حل المعادلة التفاضلیة المعرفة باشكل التالي

(𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 = 0 

 نلاحض انھ لایمكن فصل المتغیرات بسھولة ولكن باجراء بعض تغیرات یسھل فصل المتغیرات .

𝑧  : نضع = 𝑥 + 2𝑦 

𝑧′ = 1 + 2𝑦′ 
𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 1 + 2

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

1
2 �

𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 1� =

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

𝑑𝑦 = −(𝑧)𝑑𝑥 
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −(𝑧) 

1
2 �
𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 1� = −𝑧 

�
𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 1� = −2𝑧 

 : وعلیھ نفصل المتغیرات بكل سھولة

�
𝑑𝑧
𝑑𝑥� = −2𝑧 + 1 

𝑑𝑧
−2𝑧 + 1 = 𝑑𝑥 
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�
𝑑𝑧

−2𝑧 + 1 = �𝑑𝑥 

−1
2 ln(−2𝑧 + 1) = 𝑥 + 𝑐 

1
2 ln(−2(𝑥 + 2𝑦) + 1) = −𝑥 − 𝑐 

ln(1 − 2𝑥 − 4𝑦)
1
2 = −(𝑥 + 𝑐) 

(1 − 2𝑥 − 4𝑦)
1
2 = 𝑒−(𝑥+𝑐) 

1 − 2𝑥 − 4𝑦 = 𝑒2�−(𝑥+𝑐)� 

 

1 − 2𝑥 − 4𝑦 = 𝑒−2𝑐 . 𝑒−2𝑥 
1 − 2𝑥 − 𝑘

4𝑒2𝑥 = 𝑦 

K .ثابت اختیاري 

 : المعادلات التي تاخذ الشكل

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐
𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′     𝑎𝑣𝑒𝑐 

𝑎
𝑏 =

𝑎′

𝑏′ 

 : في ھذه الحالة لكي نستطیع فصل المتغیرات نضع

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

 2: مثال

 : المعادلة التفاضلیة التالیةاوجد حل 
𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝑥 + 𝑦 − 1
𝑥 + 𝑦 + 1 

 : نضع

𝑧 = 𝑥 + 𝑦 
𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 1 +

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 1 =

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 1 +

𝑧 − 1
𝑧 + 1 =

2𝑧
𝑧 + 1 
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(𝑧 + 1)𝑑𝑧
𝑧 = 2𝑑𝑥 

𝑑𝑧
𝑧 + 𝑑𝑧 = 2𝑑𝑥 

ln 𝑧 + 𝑧 = 2𝑥 + 𝑐 

 : اذن الحل العام للمعادلة ھو

ln(𝑥 + 𝑦) − 𝑥 + 𝑦 = 𝑐 

 : الدرجة الاولى الرتبة و التفاضلیة الخطیة منطریقة حل المعادلة  .3

 𝑦ℎ   (solution homogène) :للمعادلة بدون الطرف الثاني نرمز لھ بالرمز  البحث عن الحل العام

𝑓(𝑥)الحل العام یعتمد على تشكیل المعادلة الصفریة وذلك بوضع  = 0  

 : اذن

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 0                             
𝑎(𝑥)𝑦′ = −𝑏(𝑥)𝑦

𝑎(𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑥 = −𝑏(𝑥)𝑦

               𝑑𝑦𝑦 = −𝑏(𝑥)
𝑎(𝑥)𝑑𝑥

                           ln|𝑥| = −∫−𝑏
(𝑥)
𝑎(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑘

                        𝑦ℎ = 𝑒𝑘𝑒−∫−
𝑏(𝑥)
𝑎(𝑥)𝑑𝑥

              𝑦ℎ = 𝐾. ℎ(𝑥)

 

 :(solution particulière)   البحث عن الحل الخاص. 3.1

 la variation de la) نستعمل طریقة تغییر الثابت  𝑦𝑝والذي نرمز لھ بارمز  للبحث عن الحل الخاص

constante)  

 : والتي یكون مبدئھا تغیر الثابت في الحل المتجانس اي

𝑦𝑝 = 𝐾(𝑥).ℎ(𝑥) 

 .ℎ(𝑥)  دالة معلومة یبقى البحث عن الدالة الاصلیة ل𝐾(𝑥) 

 : )𝑔    )solution généraleوعلیھ یصبح الحل العام الذي یرمز لھ بالرمز 

𝑦𝑔 = 𝒚𝒑 + 𝒚𝒉 

 : مثال

 : حل المعادلة التفاضلیة التالیة
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|−𝑥|𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑥 

 : لحل ھذه المعادلة نقسم الحلول الى مجالین بحیث

𝐼 = 𝐼1 = ]−∞; 0[  ∪ 𝐼2 = ]0; +∞[ 

𝐼1 : الحالة الاولى = ]−∞;  : تكتب المعادلة من الشكل  ]1

(−𝑥)𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑥 ⇔ −𝑦′ + 𝑦 = 1  

𝑦ℎ:اولا نبحث عن الحل المتجانس    

 : نتبع الخطوات التالیة

−𝑦′ + 𝑦 = 0
      −𝑦′ = −𝑦

    𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑦

               𝑑𝑦𝑦 = 𝑑𝑥

               ∫𝑑𝑦𝑦 = ∫𝑑𝑥 ⇔ 𝑙𝑛|𝑦| = 𝑥 + 𝑐 

  𝑒𝑙𝑛|𝑦| = 𝑒𝑐𝑒[𝑥]       
          

             𝑦ℎ = 𝐾[𝑒𝑥]  ⇔

 

𝑦ℎ:اذن الحل المتجانس     

 𝑦ℎ = 𝐾[𝑒𝑥] 

  𝑦𝑝: خاصنبحث عن الحل ال 

 : نتبع الخطوات التالیة

             𝑦𝑝 = 𝐾(𝑥)[𝑒𝑥]
             𝑦𝑝′ = 𝐾′(𝑥)[𝑒𝑥] + 𝐾(𝑥)[𝑒𝑥] 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−𝐾

′(𝑥)[𝑒𝑥] − 𝐾(𝑥)[𝑒𝑥] + 𝐾(𝑥)[𝑒𝑥] = 1

𝐾′(𝑥) = −1
𝑒𝑥

𝐾(𝑥) = 𝑒−𝑥
𝑦𝑝 = 1

 

 : اذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة على المجال الاولى

𝑦𝑔 = 1 + 𝑘𝑒𝑥 
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𝐼2 : الاولىالحالة  = ]0;  : تكتب المعادلة من الشكل  ]∞+

(𝑥)𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑥 ⇔ 𝑦′ + 𝑦 = 1  

𝑦ℎ:اولا نبحث عن الحل المتجانس    

 : نتبع الخطوات التالیة

𝑦′ + 𝑦 = 0
      𝑦′ = −𝑦

    𝑑𝑦𝑑𝑥 = −𝑦

               𝑑𝑦𝑦 = −𝑑𝑥

               ∫𝑑𝑦𝑦 = ∫−𝑑𝑥 ⇔ 𝑙𝑛|𝑦| = −𝑥 + 𝑐 

  𝑒𝑙𝑛|𝑦| = 𝑒𝑐𝑒[−𝑥]       
          

             𝑦ℎ = 𝐾[𝑒−𝑥]  ⇔

 

𝑦ℎ:اذن الحل المتجانس     

 𝑦ℎ = 𝐾[𝑒−𝑥] 

  𝑦𝑝:نبحث عن الحل الخاص  

 : نتبع الخطوات التالیة

             𝑦𝑝 = 𝐾(𝑥)[𝑒−𝑥]
             𝑦𝑝′ = 𝐾′(𝑥)[𝑒−𝑥] − 𝐾(𝑥)[𝑒−𝑥] 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐾

′(𝑥)[𝑒−𝑥] − 𝐾(𝑥)[𝑒−𝑥] + 𝐾(𝑥)[𝑒−𝑥] = 1

𝐾′(𝑥) = 1
𝑒−𝑥

𝐾(𝑥) = 𝑒𝑥
𝑦𝑝 = 1

 

 : ن الحل العام للمعادلة التفاضلیة على المجال الاولىاذ

𝑦𝑔 = 1 + 𝑘𝑒−𝑥 

 

 (Problème de cauchy)مسالة كوشي  .4

مشكلة كوشي مرتبطة بالمعادلة التفاضلیة الخطیة من الدرجة الاولى  حیث انھا تقبل حل وحید اذا اعطي 

 الشرط الابتدائي.

 : اذن لتكن المعادلة التفاضلیة الخطیة من الشكل
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𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)       (𝐸) 

; 𝑎(𝑥) بحیث (𝑥);𝑓(𝑥) 𝑎(𝑥)مع  ℝمن   Iھي عبارة عن دوال مستمرة على مجال   ∶ ≠ 0 

 : اذن Iلا تنعدم على المجال  𝑎(𝑥)اذا كانت الدالة 

∀𝑥0 ∈ 𝐼    𝑒𝑡 𝛼𝛼 ∈ 𝑅 

 : بحیث 𝐸المجھولة في المعادلة    یوجد حل وحید للدالة

𝑓(𝑥0) = 𝛼𝛼 

𝑎� النموذج
(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥0) = 𝛼𝛼  

 یسمى مشكل كوشي.

   (ED de bernoulli) : المعادلة التفاضلیة لبرنولي .5

 : ھي معادلة تفاضلیة خطیة من الدرجة الاولى تاخذ الشكل التالي

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑦𝛼     𝛼𝛼 ∈ ℝ − {0; 1} 

,𝑎(𝑥)  : بحیث 𝑏(𝑥),𝑓(𝑥)  ھي دوال مستمرة على مجال𝐼 ⊂ ℝ 

αنلاحض اذا كانت قیمة  =  تصبح المعادلة تفاضلیة خطیة من الدرجة الاولى. 0

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)      

αاذا كانت قیمة  =  تصبح المعادلة تفاضلیة خطیة متجانسة. 1

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 − 𝑓(𝑥)𝑦 = 0      

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑦�𝑏(𝑥)− 𝑓(𝑥)� = 0 

𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑦𝑄(𝑥) = 0 

 خطیة من الدرجة الاولى.عندما نقوم ببعض التغیرات على معادلة برنولي تصبح معادلة تفاضلیة 

 : لتصبح معادلة برنولي معادلة خطیة نتبع الخطوات التالیة

 : فتصبح المعادلة باشكل 𝑦𝛼نقسم اطراف المعادلة على القیمة 

𝑎(𝑥)
𝑦𝛼 𝑦′ +

𝑏(𝑥)
𝑦𝛼 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑎(𝑥).𝑦−𝛼𝑦′ + 𝑏(𝑥).𝑦1−𝛼 = 𝑓(𝑥)      

𝒚𝟏−𝜶       : نضع = 𝒛 

𝒛′ = (𝟏 − 𝜶)𝒚−𝜶.𝒚′ 

 : بتعویض

(1 − 𝛼𝛼)𝑎(𝑥). 𝑧′ + 𝑏(𝑥). 𝑧 = 𝑓(𝑥)      
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 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التالیة

𝑑𝑦 + 2𝑥𝑦𝑑𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥2𝑦3𝑑𝑥 

 : الحل
𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥2𝑦3 

𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥2𝑦3 

αنلاحض ان المعادلة ھي المعادلة التفاضلیة لبرنولي بحیث  = 3 

 : فیصبح شكل المعادلة 𝑦3نقسم اطراف المعادلة على القیمة 

𝑦′

𝑦3 + 2𝑥
1
𝑦2 = 𝑥𝑒−𝑥2 

 : نضع
1
𝑦2 = 𝑧 

𝑧′ = −2
𝑦′

𝑦3 

−
𝑧′

2 + 2𝑥𝑧 = 𝑥𝑒−𝑥2 

 .1اصبحت المعادلة تفاضلیة خطیة من الرجة و الرتبة 

 : اذن لحلھا نتبع الخطوات التالیة

−
𝑧′

2 + 2𝑥𝑧 = 0 

−𝑧′ + 4𝑥𝑧 = 0 

𝑧′ = 4𝑥𝑧 
𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 4𝑥𝑧 

𝑑𝑧
𝑧 = 4𝑥𝑑𝑥 

�
𝑑𝑧
𝑧 = � 4𝑥𝑑𝑥 

ln 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑐 



Les équations différentielles                                           المعادلات التفاضل�ة الفصل الرابع  
 

85 
 

𝑧 = 𝑘𝑒2𝑥2 

 𝑧𝑝: نعتمد على طریقة تغییر الثابت للحصول على الحل الخاص

𝑧𝑝 = 𝑘(𝑥)𝑒2𝑥2 

𝑧′𝑝 = 𝑘′(𝑥)𝑒2𝑥2 + 4𝑥𝑘(𝑥)𝑒2𝑥2 

−
𝑘′(𝑥)𝑒2𝑥2 + 4𝑥𝑘(𝑥)𝑒2𝑥2

2 + 2𝑥𝑘(𝑥)𝑒2𝑥2 = 𝑥𝑒−𝑥2 

−𝑘′(𝑥)𝑒2𝑥2 − 4𝑥𝑘(𝑥)𝑒2𝑥2 + 4𝑥𝑘(𝑥)𝑒2𝑥2 = 2𝑥𝑒−𝑥2 

𝑘′(𝑥) = −2𝑥𝑒−𝑥2−2𝑥2 

𝑘(𝑥) = �−2𝑥𝑒−3𝑥2𝑑𝑥 

𝑘(𝑥) =
1
3 𝑒

−3𝑥2 

 : اذن الحل الخاص ھو

𝑧𝑝 = �
1
3 𝑒

−3𝑥2� 𝑒2𝑥2 

𝑧𝑝 =
1
3 𝑒

−𝑥2 

 : ومنھ الحل العام ھو

𝑧𝑔 =
1
3 𝑒

−𝑥2 + 𝑘𝑒2𝑥2 

 : لدینا
1
𝑦2 = 𝑧 

1
√𝑧

= 𝑦 

 : وعلیھ

𝑦𝑝 =
1

�1
3 𝑒

−𝑥2 + 𝑘𝑒2𝑥2
 

 (Riccati) : المعادلة التفاضلیة لركاتي .6

 : المعادلة التفاضلیة التي تاخذ اشكل التاليمعادلة ركاتي ھي 
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𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦2 + 𝑏(𝑥)𝑦 + 𝑐(𝑥) 

 : اذا كان الحل الخاص معلوم یصبح حل ھذه المعادلة من اشكل

𝑦 = 𝑦𝑝 + 𝑧 

𝑦′ = 𝑦′𝑝 + 𝑧′ 

 : بتعویض

𝑦′ = 𝑎(𝑥)�𝑦𝑝 + 𝑧�
2 + 𝑏(𝑥)�𝑦𝑝 + 𝑧� + 𝑐(𝑥) 

𝑦′𝑝 + 𝑧′ = 𝑎(𝑥) �𝑦2𝑝 + 𝑧2 + 2𝑦𝑝. 𝑧�
 
+ 𝑏(𝑥)�𝑦𝑝 + 𝑧� + 𝑐(𝑥) 

𝑦′𝑝 + 𝑧′ = 𝑎(𝑥)𝑦2𝑝 + 𝑏(𝑥)𝑦𝑝 + 𝑐(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑧2 + 2.𝑎(𝑥)𝑦𝑝. 𝑧 + 𝑏(𝑥)𝑧 

 

 : بالمطابقة

𝑦′𝑝 = 𝑎(𝑥)𝑦2𝑝 + 𝑏(𝑥)𝑦𝑝 + 𝑐(𝑥) 

𝑧′ = 𝑎(𝑥)𝑧2 + 2.𝑎(𝑥)𝑦𝑝. 𝑧 + 𝑏(𝑥)𝑧  

  

𝑧′ − �2. 𝑎(𝑥)𝑦𝑝. +𝑏(𝑥)� 𝑧 = 𝑎(𝑥)𝑧2
 
 

αتحصلنا على معادلة تفاضلیة لبرنولي بحیث  = 2 

 : تطبیق

 : لدینا المعادلة التفاضلیة التالیة

𝐸1: 2𝑦′ cos𝑥 − 2𝑦 sin 𝑥 = 𝑦2 

 ؟ ما طبیعة ھاتي المعادلة

 ؟ 𝐸1اوجد حل عام للمعادلة

 : معرفة كما یلي  Riccatiلتكن معادلة 

2𝑦′ cos𝑥 = 𝑦2 + 2 cos2 𝑥 − sin2 𝑥 

𝑦0  : بین ان = sin 𝑥   ھو حل خاص لمعادلةRiccati   

  Riccatiاوجد الحل العام لمعادلة

 : الحل

 𝐸1 ھي عبارة عن معادلةBernoulli  بحیث𝛼𝛼 = 2 

 : وعلیة لحلھا نتبع الخطوات التالیة
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 : فتصبح من الشكل 𝑦2نقسم اطراف المعادلة على 

 

2
𝑦′

𝑦2 cos𝑥 − 2
1
𝑦 sin 𝑥 = 1 

 : بوضع

𝑧 =
1
𝑦 

𝑧′ = −
𝑦′

𝑦2 

 : بتعویض

−2𝑧′ cos𝑥 − 2𝑧 sin 𝑥 = 1 

 : اذن حل ھذه المعادلة یعتمد على

−2𝑧′ cos𝑥 − 2𝑧 sin 𝑥 = 0 

−2𝑧′ cos𝑥 = 2𝑧 sin𝑥 

−2
𝑑𝑧
𝑑𝑥 cos𝑥 = 2𝑧 sin 𝑥 

−
𝑑𝑧
𝑧 =

sin𝑥
cos𝑥 𝑑𝑥 

−�
𝑑𝑧
𝑧 = �

sin𝑥
cos𝑥 𝑑𝑥 

ln 𝑧 = ln(cos𝑥) − 𝑐 

𝑒𝑙𝑛 𝑧 = 𝑒𝑙𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)−𝑐 

𝑧 = 𝑘. cos𝑥 

 : باستعمال طریقة تغییر الثابت

𝑧𝑝 = 𝑘(𝑥). cos𝑥 

𝑧𝑝′ = 𝑘′(𝑥). cos𝑥 − 𝑘(𝑥). sin𝑥 

−2𝑘′(𝑥). cos2 𝑥 + 2𝑘(𝑥). cos𝑥 . sin 𝑥 − 2𝑘(𝑥). 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . sin 𝑥 = 1 

−2𝑘′(𝑥). cos2 𝑥 = 1 

𝑘′(𝑥) = −
1

2. 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 
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𝑘(𝑥) = −
1
2 tan 𝑥 

𝑧𝑝 = −
1
2 𝑡𝑎𝑛 𝑥 . cos𝑥 

𝑧𝑝 = −
1
2 sin𝑥 

 : اذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة ھو

𝑧𝑔 = −
1
2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 +  𝑘. cos𝑥      𝑘 ∈ 𝑅 

𝑦 : مع = 1
𝑧

 

𝑦 =
2

− sin𝑥 + 2𝑘 cos𝑥      𝑘 ∈ 𝑅 

𝑦0لكي یكون  = sin 𝑥  ھو حل خاص لمعادلةRiccati یجب ان تتحقق المساواة التالیة : 

𝑦′0 = cos𝑥 

2(cos2 𝑥) = sin2 𝑥 + 2 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 

2(cos2 𝑥) = 2 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 

𝑦0  : اذن = sin 𝑥  ھو حل خاص لمعادلةRiccati 

 : یعتمد على حلھا الخاص نضع  Riccatiبمان حل معادلة 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑧 = sin𝑥 + 𝑧 

𝑦′ = cos𝑥 + 𝑧′ 

 : Riccatiنعوض في معادلة 

2(𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑧′) cos𝑥 = (𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑧)2 + 2 cos2 𝑥 − sin2 𝑥 

2 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 2𝑧′cos𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 + 𝑧2 + 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑧 + 2 cos2 𝑥 − sin2 𝑥 

2𝑧′cos𝑥 − 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑧 = 𝑧2 

 Bernoulliنلاحض اننا تحصلنا على نفس معادلة 

 : اذن الحل العام ھو

𝑦 = 𝑦0 + 𝑧 = sin𝑥 + 𝑧 

𝑦 = sin𝑥 +
2

−𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 2𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝑥      𝑘 ∈ 𝑅 

 : معادلات تفاضلیة من الشكل .7
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𝑓′(𝑦)
𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑓(𝑦) = 𝑞(𝑥) 

 𝑓′(𝑦)فقط  𝑦دالة بانسبة للمتغیر 𝑥 𝑓(𝑦)دوال بالنسبة للمتغیر 𝑝(𝑥);𝑞(𝑥)  : حیث

 𝑦بانسبة ل 𝑓(𝑦)ھو مشتق الدالة 

 : لحل ھذا النوع من المعادلات نستخدم التعویض

𝑧 = 𝑓(𝑦) 

:نشتق بانسبة ل 𝑥  

𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 𝑓′(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

 : وعلي تصبح المعادلة من الشكل
𝑑𝑧
𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑧 = 𝑞(𝑥) 

 وھي عبارة عن معادلة تفاضلیة خطیة من الدرجة والرتبة الاولى.

 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التي تاخذ الشكل

𝑒𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 = 𝑥 

 : مضع

𝑒𝑦 = 𝑧 
𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 𝑦′𝑒𝑦 

𝑑𝑧
𝑑𝑥 + 𝑧 = 𝑥 

 : الحل العام للمعادلة الصفریةنبحث عن 

𝑧′ + 𝑧 = 0 
𝑑𝑧
𝑑𝑥 = −𝑧 

�
𝑑𝑧
𝑧 = −�𝑑𝑥 

ln 𝑧 = −𝑥 + 𝑐 

𝑧 = 𝑘𝑒−𝑥 
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 𝑧𝑝 : نبحث عن الحل الخاص

𝑧𝑝 = 𝑘(𝑥)𝑒−𝑥 

𝑧′𝑝 = 𝑘′(𝑥)𝑒−𝑥 − 𝑘(𝑥)𝑒−𝑥 

𝑘′(𝑥)𝑒−𝑥 − 𝑘(𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑘(𝑥)𝑒−𝑥 = 𝑥 

𝑘′(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 

𝑘(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

𝑧𝑝 = (𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥)𝑒−𝑥 = 𝑥 − 1 

 𝑧𝑔: العاماذن الحل 

𝑧𝑔 =  𝑥 − 1 + 𝑘𝑒−𝑥 

 𝑦𝑔: واخیرا

 : لدینا

𝑧 = 𝑒𝑦 

ln 𝑧 = 𝑦 

𝑦𝑔 = ln�(𝑥 − 1) + 𝑘𝑒−𝑥� 

 : المعادلات التفاضلیة التي تكون من ااشكل
𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑒𝑦 = 𝑞(𝑥) 

 : ھذا الشكل من المعادلات یمكن تحویلھا الى تفاضلیة خطیة و ذلك بوضع

𝑧 = 𝑒−𝑦 
𝑑𝑧
𝑑𝑥 = −𝑒−𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

−𝑒𝑦
𝑑𝑧
𝑑𝑥 =

𝑑𝑦
𝑑𝑥 

−𝑒𝑦
𝑑𝑧
𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑒𝑦 = 𝑞(𝑥) 

−
𝑑𝑧
𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥) = 𝑒−𝑦𝑞(𝑥) 

−
𝑑𝑧
𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥) = 𝑧𝑞(𝑥) 
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−
𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 𝑧𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥) 

 اذن ھذه معادلة تفاضلیة خطیة یمكن حلھا بالطرق التي تطرقنا الیھا.

 (équation déffirentielle du 2ème ordre) : 2المعادلة التفاضلیة من الدرجة

 : معادلة تفاضلیة من الرتبة الثانیة كل معادلة من الشكلتسمى 

𝑦′′ = 𝑓(𝑦′;𝑦; 𝑥) 

 : كما یمكن كتابتھا بالشكل

𝑓(𝑦′′;𝑦′;𝑦; 𝑥) = 0 

 

 𝑦ھما المشتق الاولى والثانیة ل ′′𝑦و  ′𝑦ھي الدالة المجھولة في المعادلة   𝑦بحیث 

′′𝑦 : على الترتیب = 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

  ;  𝑦′ = 𝑑𝑦
𝑑𝑥

 

 (lagrange) : التفاضلیة للقرونجالمعادلة  .8

 : ھي كل معادلة من الشكل  Lagrangeمعادلة 

𝑦 = 𝑥𝑓(𝑦′) + 𝑔(𝑦′) 

)𝑓بحیث الدالتین  ′);𝑔(𝑦′) مستمرتین وقابلتین للاشتقاق على المجال 𝐼 ⊂ 𝑅 

 (méthode de résolution) : طریقة الحل

′𝑦 : نضع = 𝑡 

𝑦 = 𝑥𝑓(𝑦′) + 𝑔(𝑦′) 

 : بتعویض تصبح

𝑦 = 𝑥𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡) 

:نشتق الطرفین بانسبة لمتغیر  𝑥 

𝑦′ = 𝑓(𝑡) + 𝑥𝑓′(𝑡).
𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 𝑔′(𝑡).

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑡 = 𝑓(𝑡) + 𝑥𝑓′(𝑡).
𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 𝑔′(𝑡).

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑡 − 𝑓(𝑡) = [𝑥𝑓′(𝑡) + 𝑔′(𝑡)].
𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑑𝑥
𝑑𝑡 =

[𝑥𝑓′(𝑡) + 𝑔′(𝑡)]
𝑡 − 𝑓(𝑡)
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𝑥′ =
𝑥𝑓′(𝑡)
𝑡 − 𝑓(𝑡)

+
𝑔′(𝑡)

𝑡 − 𝑓(𝑡)
 

𝑥′ −
𝑥𝑓′(𝑡)
𝑡 − 𝑓(𝑡)

=
𝑔′(𝑡)

𝑡 − 𝑓(𝑡)
 

𝑥′ − 𝑥𝑞(𝑡) = 𝑝(𝑡) 

 : حیث

𝑞(𝑡) =
𝑓′(𝑡)

𝑡 − 𝑓(𝑡)
  ;     𝑝(𝑡) =

𝑔′(𝑡)
𝑡 − 𝑓(𝑡)

 

 ومنھ تحصلنا على معادلة تفاضلیة خطیة یتم حلھا كما سبق ذكره.

 : مثال

 : المعرفة بالشكل  Lagrangeاوجد الحل العام للمعادلة 

𝑦 = 2𝑥𝑦′ − 3(𝑦′)2 

 : الحل

′𝑦 : نضع = 𝑡 

𝑦 = 2𝑥𝑦′ − 3(𝑦′)2 

 : بتعویض تصبح

𝑦 = 2𝑥𝑡 − 3𝑡2 

:نشتق الطرفین بانسبة لمتغیر  𝑥 

𝑦′ = 2𝑡 + 2𝑥.
𝑑𝑡
𝑑𝑥 − 6𝑡.

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑡 = 2𝑡 + 2𝑥.
𝑑𝑡
𝑑𝑥 − 6𝑡.

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

−𝑡 = [2𝑥 − 6𝑡].
𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑑𝑥
𝑑𝑡 =

[2𝑥 − 6𝑡]
−𝑡  

𝑥′ =
−2𝑥
𝑡 + 6 

𝑥′ −
−2𝑥
𝑡 = 6 

 : ومنھ تحصلنا على معادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الاولى حلھا العام ھو
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𝑥′ −
−2𝑥
𝑡 = 0 

𝑥′ =
−2𝑥
𝑡  

𝑑𝑥
𝑑𝑡 =

−2𝑥
𝑡 ⇔

𝑑𝑥
𝑥 = −2

𝑑𝑡
𝑡 ⇔ �

𝑑𝑥
𝑥 = −2�

𝑑𝑡
𝑡  

ln 𝑥 = −2 ln 𝑡 + 𝑐 ⇔ ln 𝑥 = ln
1
𝑡2 + 𝑐 

𝑥 = 𝑘.
1
𝑡2 

 : نستعمل طریقة تغییر الثابت

𝑥 = 𝑘(𝑡).
1
𝑡2 

𝑥′ =
𝑘′(𝑡). 𝑡2 − 2𝑡.𝑘(𝑡)

𝑡4
 

𝑥′ =
𝑘′(𝑡)
𝑡2

−
2𝑘(𝑡)
𝑡3  

 : حیث

𝑥′ +
2𝑥
𝑡 = 6 

 : بتعویض

𝑘′(𝑡)
𝑡2

−
2𝑘(𝑡)
𝑡3

+ 𝑘(𝑡).
2
𝑡3 = 6 ⇔

𝑘′(𝑡)
𝑡2

= 6 ⇔ 𝑘′(𝑡) = 6𝑡2 

𝑘(𝑡) = 2𝑡3 

  : اذن

𝑥 = 𝑘(𝑡).
1
𝑡2 ⇔ 𝑥 = [2𝑡3].

1
𝑡2 = 2𝑡 

𝑥 = 2𝑡 ⇔ 𝑥𝑔 = 2𝑡 +  𝑘.
1
𝑡2 

  : بما ان

𝑦 = 2𝑥𝑡 − 3𝑡2 

 : اذن نعوض الحال العام السابق في المعادلة
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𝑦 = 2 �2𝑡 +  𝑘.
1
𝑡2� 𝑡 − 3𝑡2 ⇔ 𝑦 = 𝑡2 + 2𝑘𝑡−1 

 :  Lagrangeالحل العام لمعادلة    وعلیھ

𝑦 = 𝑡2 + 2𝑘𝑡−1 

 (clairaut) : لكلیروالمعادلة التفاضلیة  .9

𝑓(𝑦′) : عنما یكون  Lagrangeالمعادلة التفاضلیة لكلیرو ھي معادلة خاصة من معادلة  = 𝑦′ 

 : اذن المعادلة التفاضلیة لكلیرو ھي المعادلة التي تكون من الشكل

𝑦 = 𝑥𝑦′ + 𝑔(𝑦′) 

)𝑔    بحیث ′) ⊃ 𝐼ھي دالة غیر خطیة قابلة للاشتقاق على مجال  ∶ 𝑅 

 (méthode de résolution) : طریقة الحل

′𝑦  : نضع = 𝑡 

  : تصبح المعادلة من الشكل اذن

𝑦 = 𝑥𝑡 + 𝑔(𝑡) 

 : نشتق اطراف المعادلة

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑡 + 𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 𝑔′(𝑡).

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑡 = 𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 𝑔′(𝑡).

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

0 = 𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 𝑔′(𝑡).

𝑑𝑡
𝑑𝑥 ⇔ 0 = [𝑥 + 𝑔′(𝑡)]

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

0 = [𝑥 + 𝑔′(𝑡)]
𝑑𝑡
𝑑𝑥  ⇔ �

𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 0
𝑜𝑢

𝑥 + 𝑔′(𝑡) = 0
 

 : الحالة الاولى

�

𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 0 ⟺ 𝑡 = 𝑐

𝑦 = 𝑥𝑡 + 𝑔(𝑡)
𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝑔(𝑐)

 

 : الحل العام ھو

𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝑔(𝑐) 

 : الحالة الثانیة
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𝑥 + 𝑔′(𝑡) = 0 ⇔ 𝑥 = −𝑔′(𝑡) 

𝑦 = �−𝑔′(𝑡)�𝑡 + 𝑔(𝑡) 

 : الحل العام ھو

𝑦 = �−𝑔′(𝑡)�𝑡 + 𝑔(𝑡) 

 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة

𝑦 = 𝑥𝑦′ + (𝑦′)2 

 : الحل

′𝑦  : نضع = 𝑡 

𝑦 = 𝑥𝑡 + (𝑡)2 
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑡 + 𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 2𝑡.

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

𝑡 = 𝑡 + 𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 2𝑡.

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

0 = 𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑥 + 2𝑡.

𝑑𝑡
𝑑𝑥 ⇔ 0 = [𝑥 + 2𝑡]

𝑑𝑡
𝑑𝑥 

0 = [𝑥 + 2𝑡]
𝑑𝑡
𝑑𝑥

 ⇔ �
𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 0
𝑜𝑢

𝑥 + 2𝑡 = 0

 

 : الحالة الاولى

⎩
⎨

⎧
𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 0 ⟺ 𝑡 = 𝑐

𝑦 = 𝑥𝑡 + 𝑡2

𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝑐2
 

 : الحل العام ھو

𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝑐2 

 : الثانیةالحالة 

𝑥 + 2𝑡 = 0 ⇔ 𝑥 = −2𝑡 

𝑦 = (−2𝑡)𝑡 + 𝑡2 = −𝑡2 

 : الحل العام ھو
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𝑦 = −𝑡2 

 : كما یمكننا ان نعوض ب

𝑥 = −2𝑡 ⇔ 𝑡 = −
𝑥
2 

𝑦 =
𝑥
4

2
 

𝑦 = 𝑥 �−
𝑥
2� + �−

𝑥
2�

2
= −

𝑥2

4  

 : لتاكد

 : لدینا

𝑦 = 𝑥𝑦′ + (𝑦′)2 

𝑦 = −
𝑥2

4 ⇔ 𝑦′ = −
𝑥
2 

𝑦 = 𝑥𝑦′ + (𝑦′)2 ⇔ −
𝑥2

4 = 𝑥. �
−𝑥
2 � + �

−𝑥
2 �

2
= −

𝑥2

4  

 

 : المتجانسة من الرتبة الثانیةالمعادلة التفاضلیة الخطیة  .10

 : تعریف

 : ھي المعادلة التي تاخذ الشكل التالي 

𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥) = 0 

 : اذا كانت المعادلة التفاضلیة المتجانسة من الرتبة الثانیة من الشكل

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0     𝑎; 𝑏; 𝑐 ∈ 𝑅 

 الممیزة.حل ھذه المعادلة یعتمد على معادلة جبریة تسمى المعادلة 

 (équation chactéristique) : الحل العام للتفاضلیة المتجانسة باستخدام طریقة المعادلة الممیزة

 : اذن نرفق المعادلة

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0     𝑎; 𝑏; 𝑐 ∈ 𝑅 

 : بالمعادلة الممیزة التالیة

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

 : ونمیز ثلاثة حالات ∆اذن یعتمد حل ھذه العادلة الجبریة على الممیز 

𝑏2 : اذا كان − 4𝑎𝑐 > 𝑟1اذن   0 ≠ 𝑟2 
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𝑟1 =
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

−2𝑎  

𝑟2 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎  

𝑏2 : اذا كان − 4𝑎𝑐 = 𝑟1اذن   0 = 𝑟2 

𝑟1 = 𝑟1 =
−𝑏
2𝑎  

𝑏2 : اذا كان − 4𝑎𝑐 < 𝑟1et 𝑟2اذن   0 ∈ ℂ 

𝒓𝟏 : اذا كان  : الحالة الاولي ≠ 𝒓𝟐 

 : الحل العام ھو

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑥 

 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة التالیة

𝑦′′ + 4𝑦′ − 2𝑦 = 0 

 : الحل

 : نوجد المعادلة الممیزة للمعادلة التفاضلیة

𝑟2 + 4𝑟 − 2 = 0 

∆= 16 − 4. (−2) = 24 > 0 

 : اذن

𝑟1 =
−4 − √24

2 = −2 − √6 

𝑟2 =
−4 + √24

2 = −2 + √6 

 : ومنھ الحل العام

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑒�−2−√6�𝑥 + 𝑐2𝑒�−2+√6�𝑥 

𝒓𝟏 : اذا كان  : الحالة الثانیة = 𝒓𝟐 

𝒓𝟏اذا كانت الجذور للمعادلة الممیزة  = 𝒓𝟐 

 : اذن الحل الخاص ھو

𝑦1 = 𝑒𝑟𝑥      𝑦2 = 𝑥𝑒𝑟𝑥 
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 : وعلیھ الحل العام

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑒𝑟𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒𝑟𝑥 

 : مثال

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0 

 

 : الحل

 : للمعادلة التفاضلیةنوجد المعادلة الممیزة 

𝑟2 − 6𝑟 + 9 = 0 

∆= 36 − 4. (9) = 36 = 0 

 : اذن

𝑟1 = 𝑟2 =
6
2 = 3 

 : ومنھ الحل العام

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑒(3)𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒(3)𝑥 

 :1 حالة خاصة

 : اذا كانت المعادلة التفاضلیة من الشكل

𝑦′′ − 𝑦 = 0 

 : الحل العام ھو

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒−𝑥 

 : مبرھنة

′′𝑦المعادلة الممیزة للمعادلة  − 𝑦 = 0 : 

𝑟2 − 1 = 0 

𝑟 = −1 𝑜𝑢 𝑟 = 1 

 : ومنھ

𝑦1 = 𝑒𝑥      𝑦2 = 𝑒−𝑥 

 : الحل العام ھو

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒−𝑥 

 : (Problème de cauchy)مسالة كوشي  .10.1
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مشكلة كوشي مرتبطة بالمعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة الثانیة  حیث انھا تقبل حل وحید اذا اعطیت 

 الشرط الابتدائیة.

 : المعادلة التفاضلیة الخطیة من الشكلاذن لتكن 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0       (𝐸) 

 : بحیث 𝐸المجھولة في المعادلة    یوجد حل وحید للدالة

� النموذج
𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0

𝑦(𝑥0) = 𝛼𝛼
𝑦′(𝑥0) = 𝛽 

 

 یسمى مسالة كوشي.

 : مثال

 : اوجد حل لمسالة كوشي التالیة

�
𝑦′′ − 2√2𝑦′ + 2𝑦 = 0

𝑦(0) = 2
𝑦′(0) = 3 

 

′′𝑦حل المعادلة  − 2√2𝑦′ + 2𝑦 =  : المعادلة المتمیزة اذن ∆یعتمد على ممیز   0

𝑟2 − 2√2𝑟 + 2 = 0 

∆= �−2√2�
2
− 4.2 = 0 

 : اذن

𝑟1 = 𝑟2 = √2 

 : وعلیھ

𝑦𝑔 = 𝑐1𝑥. 𝑒√2𝑥 + 𝑐2𝑒√2𝑥 = (𝑐1𝑥 + 𝑐2)𝑒√2𝑥 

  

𝑦𝑔 = (𝑐1𝑥 + 𝑐2)𝑒√2𝑥 

 : وعلیھ حسب الشروط الابتدائة الحل الوحید للمعالة ھو �𝑐2 و𝑐1�اذن الحل العام یعتمد على الثابتین 

�
𝑦𝑔 = (𝑐1𝑥 + 𝑐2)𝑒√2𝑥

𝑦′𝑔 = (𝑐1)𝑒√2𝑥 + √2(𝑐1𝑥 + 𝑐2)𝑒√2𝑥
⇔ �𝑦

(0) = 2
𝑦′(0) = 3 

�
(𝑐2) = 2

(𝑐1) + 2√2 = 3
⇔ �

(𝑐2) = 2
(𝑐1) = 3 − 2√2
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 : اذن الحل الوحید للمعادلة ھو من الشكل

𝑦𝑔 = ��3 − 2√2�𝑥 + 2� 𝑒√2𝑥 

 :2 حالة خاصة

 : اذا كانت المعادلة التفاضلیة من الشكل

𝑦′′ + 𝛼𝛼𝑦′ = 0 

 : الحل العام ھو

𝑦𝑔 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝛼𝑥 

 : مبرھنة

′′𝑦المعادلة الممیزة للمعادلة  + 𝛼𝛼𝑦′ = 0 : 

𝑟2 + 𝛼𝛼𝑟 = 0  ⇔ 𝑟(𝑟 + 𝛼𝛼) = 0 

𝑟 = 0 𝑜𝑢 𝑟 = −𝛼𝛼 

 : ومنھ

𝑦1 = 𝑒0.𝑥      𝑦2 = 𝑒−𝛼𝑥 

 : الحل العام ھو

𝑦𝑔 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝛼𝑥 

 : مثال

𝑦′′ − 3𝑦′ = 0 

𝑟2 − 3𝑟 = 0  ⇔ 𝑟(𝑟 − 3) = 0 

𝑟 = 0 ; (𝑟 = 3) 

 : اذن الحل العام ھو

𝑦𝑔 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒3𝑥 

 

 

 

 


