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Le but de ces quelques pages est de rassembler, de maniére synthétique, les
principaux résultats généraux de probabilites,

Les deux premiers chapitres sont des rappels sur 1’analyse combinatoire et le
dénombrement ainsi que des rappels sur les notions de base de calcul des
probabilités.

Important :

Avant de passer au programme de probabilités (L7 Maths), il est bon de penser et passer aussi 3 un rappel sur le
dermier chapitre de la matigre d introduction au calcul de probabilités de [ M tout ga pour assurer une bomne
continuité du programime.
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Matiére : Probabilités
Chapitrel : Variables aléatoires
Variables aléatoires a une dimension :

I Généralités sur les variables aléatoires.

1. Variables aléatoires discrétes-loi de probabilités- Espérance — Variance.

IIl.  Variables aléatoires absolument continues -Fonction de densité - Espérance -
Variance.

IV.  Inégalités en probabilités (Markov, Jensen, Tchebychev, etc)

Chapitre2 : Lois de probabilités usuelles

l. Lois discrétes : Bernoulli — Binomiale -Multinomiale— Hypergéométrique- Poly-
hypergéometrique — Géometrique — Poisson.

1. Lois de probabilités absolument continues usuelles : Uniforme — Exponentielle-
Normale — Weibull, Log-normale- Cauchy-Béta, Khi-deudz, “tudeYt, Fished,...

M. Approximations de certaines lois

e Approximation d'une loi hypergeométrique par une loi binomiale

e Approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson

e Approximation d'une loi de Poisson par une loi normale

e Approximation d'une loi binomiale par une loi normale.

V. Transformations sur les variables aléatoires
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Chapitre 1 (Rappel)
Dénombrement (Analyse combinatoire)

Analyse combinatoire
1. Rappels de dénombrement :
Proposition :
Soit E un ensemble fini.
1. Une permutation de E est une fagon d’ordonner les éléments de E
Le nombre de permutation d’un ensemble a n €léments est :
N=1x2x3x..x(N—=2)x(n=1)xn
2. Un arrangement de k ¢lément de E est une fagcon de choisir est d’ordonner k ¢éléments
de E : c’est une suite de k élément de E distincts 2 a 2
Le nombre d’arrangement de k €léments parmi n éléments (0 <k <n)est:

n!
(n—k)!

A =n(n-1)..(n-k+1) =

3. Une combinaison de k éléments de E est une fagon de choisir k éléments de E, sans
spécifier d’ordre : c’est un sous ensemble de E a k élément
Le nombre de combinaison de k éléments parmi n éléements ou (0<k <n) est
n(n-1)..n-k+1)  nl
k! ~ kl(n—k)!

Cl=

Remarques
1. On peut dire aussi qu’un arrangement correspond a un tirage de k €léments un par un
(et sans remise) en mémorisant ’ordre de tirage, tandis qu’une combinaison
correspond a un tirage de k éléments simultanément.
2. Un arrangement de n éléments parmi n est une permutation,
2. Triangle de Pascal
Le triangle arithmétique de Pascal est le triangle dont la ligne d'indice n (n =0, 1, 2...) donne
les coefficients binomiaux cP pour p =0, 1, 2..., n.
Ces nombres apparaissent dans le développement de (a + b)" et dans nhombreux domaines en

mathématiques comme l'analyse combinatoire.
1
1 1
1 21
1331
146 41
1 5101051


https://www.math93.com/histoire-des-maths/notions-et-theoremes/101-histoire-des-mathematiques/notions-et-theoremes/172-analyse-combinatoire.html
https://www.math93.com/histoire-des-maths/notions-et-theoremes/101-histoire-des-mathematiques/notions-et-theoremes/172-analyse-combinatoire.html
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3. Méthode de construction du triangle de Pascal
La construction de ce triangle de Pascal est simple, on part de 1 a la premiére ligne, par
convention c'est la ligne zéro (n = 0). Pour avoir un terme de la ligne suivante, on prend le
terme juste au-dessus, et on lui additionne celui qui est juste avant, (0 si il n'y a rien).
Mathématiquement, on applique la formule :c?,, = ¢? + ¢2~*

4. Coefficients du développement de (a + b)".
Les nombres obtenus sont en fait les coefficients du développement de (a + b)". Par exemple :

La ligne 0 est : 1 soit le coefficient de :(a + b)° = 1.
La ligne 1 est:1 - 1soit les coefficients de :(a + b)=1xa+1xb.

Tout commence vraiment a la ligne n°2 (la 3°™ en fait) :

o La ligne 2 est:1 - 2 - 1
soit les coefficients de : (a + b)2 = 1xa2 + 2xab + 1xb2.

o La ligne 3 est:1 - 3 - 3 -1
soit les coefficients de : (a + b): = 1xa3 + 3xa2b +3xab2+ 1xba.

o La ligne 4 est:1 - 4 - 6 - 4 -1

soit les coefficients de : (a + b): = 1xa* + 4xasb +6xa2b? + 4xab® + 1xbe.
o Laligne 5est:1-5-10-10 -5 - 1soit les coefficients de : (a + b)s = 1xas + 5xab
+ 10xasb? + 10xa2bs + 5xab* + 1xbs,

Résume sur les méthodes de dénombrement

Types de tirages Ordre Répétition d’éléments Dénombrement
Successifs avec | On tient compte de | Un élément peut étre tiré plusieurs | n®  p —listes
remise I’ordre fois

. - 717 9 4 b p
Succ.:e55|fs sans | On tient compte de Ur.1 élément n’est tiré qu’une seule Al Arrangement
remise I’ordre fois
Slm.ultanes sans | L’ordre n’intervient pas ;Jn ¢lément n’est tiré qu’une seule | C combinaisons
remise ois

Simultanés  avec | L’ordre n’intervient pas | Un élément peut étre tiré plusieurs | CK
n+k-1

remise fois combinaisons
avec répétition

5. Exemples d’application

5.1 Combien de menus différents peut-on composer si on a le choix entre 3 entrées, 2 plats
et 4 desserts ?

Solution :

Notons E I’ensemble des trois entrés disponibles, E= {E1, E2, E3} ainsi card(E)=3

Notons P I’ensemble des deux plats disponibles, P= {P1, P2} ainsi card(P)=2

Notons D I’ensemble des quatre desserts disponibles, D= {D1, D2, D3, D4} ainsi card(D)=4
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Un menu est constitué d’un triplet ordonné de trois éléments choisis respectivement dans E,P
et D.

On effectue donc le produit cartésien de ces trois ensembles

Le nombre de menus que I’on peut composer est donc est égal a card(E)xcard(D)xcard(P)
=3x2x4=24

5.2 Une femme a dans sa garde-robe 4 jupes, 5 chemisiers et 3 vestes. Elle choisit au
hasard une jupe, un chemisier et une veste. De combien de fagons différentes peut-elle
s’habiller ?

Solution :
Cette femme peut s’habiller de 4x5x3=60 fagons

5.3 A I’occasion d’une compétition sportive groupant 18 athlétes, on attribue une médaille
d’or, une d’argent, une de bronze. Combien y-a-t-il de distributions possibles (avant la
compétition, bien sir...) ?

Solution :
Un tel podium est un arrangement de 3 athlétes choisi parmi I’ensemble des 18 athlctes
(I’ordre compte et il ne peut y avoir de répétition, un athlete ne pouvant remporter deux
médailles simultanément alors

18!

Il existe donc A = 18-3) ——— = 4896 podiums différents
5.4 De combien de fagons peut-on choisir 3 femmes et 2 hommes parmi 10 femmes et 5
hommes ?
Solution :

Un choix de 3 femmes et 2 hommes parmi 10 femmes et 5 hommes est un élément du
produit cartésien entre :

- L’ensemble des choix simultanés de 3 hommes parmi 10, de cardinal C.; =120

- L’ensemble des choix simultanés de 2 femmes parmi 5, de cardinal CZ =10

- L’ensemble des choix de 3 femmes et hommes parmi 10 femmes et 5 hommes
vaut donc C xCZ =1200

5.5 Quel est le coefficient de x°y” dans le développement de (x—y)*°

Solution :
k=10

De fagon générale on a (x— y ZCNX (=)™
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Le terme de x°y’ est obtient pour k=3
Il apparait dans le bindme sous la forme Cx%(-y)'*® =-C2x°y’

Le coefficient de x*y’est -120

k=n
5.6 On veut calculer s = Zk(Crf ¥
k=0
k=n

1. Justifier que : s= Zn k)(C")

2. En déduire 2s puis calculer S

Solution :
1. Posons k = n-j,

k=n 0

s=2Kelf =2k F =2 - i)}

k=0 j=n

En repassant & la variable k on trouve s=Y_(n—k)(C\)?
0

2. Endéduire 2s :

n

25:§k(cﬁ)2+20:n kNck ) Z::k( )+(n—k)(C:)2:Z::k+n 9) (N
=ny(cr
3. Calculers

S ; on_1p (2np 1 (2n j2n n(2n—1)!

"2 T2 ot ni(n—1)

=nC™*
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Série n=01 (Rappel sur ’analyse combinatoire)

Exercice 1: Une femme a dans sa garde-robe 4 jupes, 5 chemisiers et 3 vestes. Elle choisit au
hasard une jupe, un chemisier et une veste. De combien de fagons différentes peut-elle
s’habiller ?

Exercice 2: Combien de menus différents peut-on composer si on a le choix entre 3 entrées, 2
plats et 4 desserts ?

Exercice 3: A T’occasion d’une compétition sportive groupant 18 athlétes, on attribue une
médaille d’or, une d’argent, une de bronze. Combien y-a-t-il de distributions possibles (avant
la compétition, bien sir...) ?

Exercice 4: Un clavier de 9 touches permet de composer le code d’entrée d’un immeuble, a
I’aide d’une lettre suivie d’un nombre de 3 chiffres distincts ou non.

1) Combien de codes différents peut-on former ?

2) Combien y a-t-il de codes sans le chiffre 1 ?

Exercice 5: Le groupe des étudiants de deuxiéme année doit s'inscrire a un concours. Il faut
établir une liste de passage. Combien y a-t-il de maniéres de constituer cette liste ? (il y a 24
étudiants dans la classe).

Exercice 6: Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot MATH ?

Exercice 7: Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot TABLEAU ?

Exercice 8: Dénombrer toutes les anagrammes possibles du mot PRISEE

1) En tenant compte de ’accent

2) En ne tenant pas compte de I’accent sur le « e »

Exercice 9: Un groupe de 3 étudiants de deuxieme année doit aller chercher des livres au
CDI. De combien de maniéres peut-on former ce groupe ? (il y a 24 étudiants dans la classe)

Exercice 10: Un tournoi sportif compte 8 équipes engagées. Chaque équipe doit rencontrer
toutes les autres une seule fois. Combien doit-on organiser de matchs ?

Exercice 11: Dans une classe de 32 éleves, on compte 19 garcons et 13 filles. On doit élire
deux délégués.

1) Quel est le nombre de choix possibles ?

2) Quel est le nombre de choix si I’on impose un garcon et fille

3) Quel est le nombre de choix si I’on impose 2 gargons ?
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Chapitre 2 (Rappel)
Notions de bases de probabilités

I Notions de probabilités

Introduction

Le présent chapitre tente de présenter les principaux concepts de probabilités, calcul des
probabilités et des probabilités conditionnelles.

L’objectif de la théorie des probabilités est de fournir un formalisme mathématique précis,
propre a décrire des situations dans lesquelles intervient le “hasard”, c’est-a-dire des situations
dans lesquelles un certain nombre de conditions étant réunies (les causes), plusieurs
conséquences sont possibles (les effets) sans que I’on puisse a priori savoir laquelle sera
réalisee. Une telle situation apparait lors d’une expérience aléatoire ou stochastique (par
opposition a une expérience déterministe pour laquelle I’issue est certaine).

1.1 Espaces de probabilité

1.1.1 Expérience aléatoire et événements

Définition 1:

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat de fagon
certaine.

Exemples :

1. « Lancer un dé et noter le résultat obtenu » est une expérience aléatoire comportant 6
résultats ou issues ; I’ensemble Q de toutes les issues est dans cet exemple Q =
{1,2,3,4,5,6}.

2. On mesure la durée du bon fonctionnement d’un dispositif technique choisi au hasard
parmi un grand nombre de dispositifs identiques.

3. On lance trois fois de suite la méme piéce de monnaie. Si I’on désigne par P la sortie
du coté “pile” et par F la sortie du coté “face”, on peut distinguer huit cas possibles:

PPP, PPF, PFP, - - -, FFF.
Définition 2:
Evénement, événements « A ou B », « A et B » et complémentaire
Langage des Langage des ensembles Notations | Exemples avec le jet d’un dé
événements
A est un événement A est une partie de E Ace A obtenir un nombre pair
A=1{2,4,6}
Cestl’événement « A | Cestlaréunionde AetB C = AUBJ| A obtenir 5, B : obtenir 2,4,5 ou
ouB» 6, C: obtenir {2,4,5,6}

E est I'évenement « A E est I'intersection de A E = A\ D| D: obtenir multiple de 3, E={6}
etD» etD

A et F Sont des A et Fsont F=A A : obtenir un nombre pair
évenements complémentaires F : obtenir un nombre impair
complémentaires
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1.1.2 Univers des possibles
Définition 3
On représente le résultat de cette expérience comme un élément ® de I’ensemble Q de tous les
résultats possibles. On appelle I’ensemble Q 1’espace des éventualités, ou l'univers des
possibles.
Un événement aléatoire (ou plus simplement un événement) est une assertion ou proposition
logique relative au résultat de ’expérience (par exemple, la somme des points est paire). On
dira qu’un événement est réalisé ou non suivant que la proposition est vraie ou fausse une fois
I’expérience accomplie. Donc, a un événement, on peut associer la partie de { constituée de
tous les résultats réalisant I’événement. Nous décidons :
Définition 4
Un événement A est une partie de Q, c’est-a-dire A € P(Q).
Si I’événement est réduit a un seul €lément, on parle d’événement élémentaire.
1.1.3 Terminologie des événements aléatoires :

1. Unévénement A est certain si A= ¢

2. Un évenement A est impossible si A=¢

3. A est ’événement contraire d’un événement A si A=Q/A

AEst réalisé si A ne I'est pas, et réciproquement : @ € Asi et seulementsi ¢ A
4. Deux événement A et A sontincompatiblessi A (A, =¢

2. Espace probabilisable
Définition :
On appelle espace probabilisable une paire (Q,z') dans laquelle Q est un ensemble

quelconque et z une collection de sous-ensembles de Q appelée tribu (on dit tribu
d’événements) qui répond par définition aux contraintes (axiomes) suivantes :

Qer

Si E e ralors E e zou E désigne le complément de E dans

SiEeret Feralors EUF et

pour toute famille d’événements E, ,i € | ou I est un ensemble dénombrable d’indices

UE et

Hwbhe

2.1 Espace probabilisé (Q, E, P)

Définition 5

Soit (€2,¢) un espace probabilisable. Une probabilité est une application P réelle définie
sur ¢ vérifiant les trois axiomes suivant appelés axiomes de KOLMOGOROV

1. p:{—>R"

2. P(Q)=1
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3. Pour toute suite finie ou dénombrable d’événements deux a deux incompatibles

P(U&}ZP(AH)

nel nel
Définition 6
Un espace probabilisé est la donnée d’un triplet (Q, E, P) avec
* (Q, E) un espace probabilisable,
* P une probabilité sur E.
2.3 Propriétés élémentaires
On a les propriétés suivantes pour tout (A, B)e &2

1. P@@=1 P($)=0

2. P(A)=1-P(A)

P(A) €[0]]

4. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
5. Si AcB= P(A)<P(B)

w

Systémes complets d’événements
Définition :
Soit (©, A, p)un espace probabilisé au plus dénombrable. Soit (A,),_, € A"

(An )neN est un systéme complet d’événements si :

1. lesévénements(A,),_, , sont deux a deux disjoints

2. U A =0

Théoreme de probabilité totale :
Soit {B; :i € 1}Un systéme complet d’événements, alors
P(A) =2 P(ANB;)
iel

Pour la preuve elle découle directement des axiomes de Kolmogorov

2.4 Equiprobabilité

Un cas particulier important est le cas d’équiprobabilité quand Q est de cardinal fini. On dit
qu’il y a équiprobabilité dans le cas ou les événements élémentaires ont tous la méme
probabilité. On a alors les résultats suivants, si Q = {o1, ®2, - - -, ®n}.

Et plus généralement Vi e[l,n], P({ wi})z%

card(A) nombre de cas favorables
card(Q2) nombre de cas possibles

V Ael, P(A) =
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Remarque
Le calcul des probabilités peut, alors, se ramener a des calculs de dénombrement, il faut
déterminer le cardinal d’ensembles.

3. Lois de probabilités conditionnelles, indépendance

Définition 7:

Le but de ce paragraphe est de modéliser ce que 1’on entend par

« deux événements sont indépendants.

* la réalisation d’un événement conditionne la réalisation d’un autre.

La notion de probabilité conditionnelle peut étre nécessaire a chaque fois que pendant le
déroulement d’une expérience aléatoire, on dispose d’une information partielle. Si on sait que
I’événement A est réalis€¢, pour que I’événement B se réalise, on est amené a regarder
I’événement A N B, puis a normaliser. Nous prenons la proprié¢té-définition suivante :

Définition 8 (Probabilité conditionnelle).
Soit (Q2,<£,P)un espace probabilisé et A un événement possible (P(A) = 0), I’application
¢ —[04]
P,:
A11B—P,(B)= P(A—HB)
P(A)

Est une probabilité sur (€2,¢) appelée probabilité conditionnelle sachant A

Remarque

- PA(B) peut se lire aussi “probabilité de B quand A” ou “probabilit¢ de B si A” ou
probabilité de B sachant A

- Une autre notation est souvent utilisée : P(B|A). Elle a I’'inconvénient que “B|A” n’est
pas un événement et que P est définie pour une partie de Q; mais cette notation a
I’avantage d’étre “parlante”. Dans la suite de ce polycopié, on utilisera dorénavant
cette notation.

- Il sera nécessaire d’étendre ultérieurement la notion de probabilité conditionnelle
lorsque A est de probabilité nulle.

Une conséquence immédiate de la définition est la formule des probabilités composées P
(A N B) = P(A) - P(BJA) C’est souvent sous cette forme que sera utilis¢ le
conditionnement, ainsi que sous sa forme généralisée.
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Proposition
Soient A, A, ,..., A, des événements d’un espace probabilisé vérifiant

P(ANA,,..,NA_)=0 Alorsona
P(ANA,...NA)=P(A)P(AA)PAIANA)..P(ATAN..NA)

3.2 Proposition (Formule des probabilités totales).
Soient (Q,&,P) un espace probabilisé et {A} un systéme complet d’événements tous de

probabilité non nulle. Alors, pour tout événement B on a

P(B) :iP(Ai)P(B/Ai) =P(A)P(B/A).+..+P(A,)P(B/A,)

Preuve. On sait que
PB)=P(BNA)+PBNA)+---+P (BN An et, en appliquant la formule des
probabilités composées, on obtient le résultat énoncé.

Exemple :

Trois usines fabriquent des pieces de méme nature. Dans I'usine A, 1% des pieces sont
défectueuses, dans 1'usine B, 10% des pieces sont défectueuses et dans 1’usine C, 3% des
piéces sont défectueuses. On mélange en proportions égales, les productions en provenance de
chacune des trois usines et 1’on en tire une pi¢ce au hasard. L’espace Q est formé des picces,
c’est un ensemble fini, il est acceptable de supposer qu’il y a équiprobabilité. Introduisons les
événements suivants

* D : {la piéce tirée est défectueuse},

* A1 : {la piéce provient de I'usine A},

* A2 : {la piéce provient de 1’usine B},

* Az : {la piece provient de I'usine C}.

P(A)=P(A) =P(A) =
3

P(D/Al):ﬁ,P(D/Az):%,P(D/AS):m

D’apres la formule des probabilités totales, la probabilité que la picce tirée soit défectueuse

est P(D)=P(DNA)+P(DNA,)+ P(DﬂAS):%

Evénements indépendants
Définition : Deux évenements A et B liés a une expérience aléatoire dont lespace des
événements est ; tels que p(A)>0 et p(B)>0; sont dites indépendants si p(A/B)=p(A).
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Remarque : La condition p(A/B)=p(A) entraine que p(B/A)=p(B); et donc I’'indépendance
entre deux événements signifie que la réalisation de I’un n’influe pas sur la probabilité de la
réalisation de I’autre.

Proposition : Deux événements A et B liés a une expérience aléatoire dont I’espace des
évenements est ; tels que p(A)>0 et p(B)>0; sont dite indépendants si et seulement si

p(ANB)=p(A) p(B).

Démonstration.

On a A et B sont indépendants,

P(A/B)=p(A) =p(ANB)/p(B) = p(A)
< p(ANB)=p(A) p(B)

Proposition :

Soit A et B deux évenements, alors les assertions suivantes sont équivalentes
i) A et B sont indépendants.

ii)A et B sont indépendants.

iii)A et B sont indépendants.

Preuve : Exo TD

Définition : Une famille (Ai)ia d’événements est une famille d’événements mutuellement
indépendants si , pour tous ensemble d’indices K fini et dans I; la famille (Aj)ic forme une
famille d’événements indépendants.

3.3 Indépendance (stochastique)
Si le fait que A est réalisé ne change pas la probabilité de B, autrement dit si
P(B/A)=P(B)
P(ANB)

P(B) P(A)

Définition 9

Soient A et B deux événements appartenant a la méme algébre E, on dit que A et B sont deux
événements (stochastiquement) indépendants pour la probabilité P si P (A N B) = P(A) x P(B)
Remarque

Cette condition est beaucoup plus forte que I’indépendance deux a deux, comme le montre
I’exemple suivant.
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Exemple

Du jet de deux dés, montrons que le fait que trois événements A, B, C soient deux a deux
indépendants n’implique pas que 1’on ait

P(ANBMNC)=PA) - P(B) - P(C) ni vice versa, le fait que I’égalité précédente se trouve
vérifiée n’implique pas que les trois événements soient deux a deux indépendants. Ici, Q =
{(1, 1), (1, 2), - - (6,5), (6, 6)}, et il y a equiprobabilité. Soient i et j étant deux nombres
entiers compris entre 1 et 6, on a

Considérons maintenant les trois événements suivants

A: %0 est pair™; B " est impair”; O %+ J est pair”

On vérifie aisément (en comptant) que P(A)=P(B) =P(C) =

[0

D’antre part, on a
e A D "iest pair, j est impair”
e BN C: “iest impair, j est impair”
o A C: iest pair, j est pair”

9 1 _
et P(ANB) = — = — = P(A)- P(B)
T -

De méme P(BNC) =P(B)-P(C) et P(ANC) =P(A)-P(C). On en conclut que pris denx a deux
les évenements A, B, C sont indépendants (pour la probabilité P). Cependant

PANBNC) # PA)-P(B)-P(C)
Considérons maintenant I'événement
D=%1<ij<3 ={(1,2),(21).(3.1),(1,3)}

ol ¢ - j représente le produit des indices ¢ et j. On a P(D) = ﬁ = —'r [Dautre part,

1
ANBND={(2,1)} = PANBND)= 3= P(A)-P(B)-P(D}
aby

. 1
Cependant BnD=1{{2,1),(3,1),(1,3)} et PBND)= D] #P(B) -P(D)

Les éevénements B et D ne sont pas indépendants.

3.4 Formules de Bayes

Ces formules ont pour but d’exprimer P(A[B) en fonction de P(B|A). Etant donnés deux
événements A et B avec P(A) #0 et P(B)#0,0na:

P(A N B)=P(A) - P(BJA) =P(B) - P(A|B) .Ce qui donne la premiere formule de Bayes
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Proposition (Formule de Bayes)
p(a 18)= PANB) _ P(AIP(B/A)

PB) S p(a)PBIA)

Si P(A)=0et P(B)=0,alors:
P(B/A).P(A)
P(B)
Proposition (Deuxiéme formule de Bayes)
Soit {Ai} un systéeme complet d’événements tous de probabilit¢é non nulle, pour tout
événement B de probabilité non nulle, ona:

P(ANB) _ P(A)P(B/A)

P(A/B)=

P(A/B)= :
"B S pa)PEIA)
Preuve :
Soit je{l2...n} Ao
o 1= A TIE)__PIAIP(EIA)
B S pa)p@IA)

En utilisant le Théoréme des probabilités totales, on trouve

P(B)= Y P(AP(B/A)

Ainsi

p(A 18y~ P(AIP(BIA)
ZP(AJ.).P(B/AJ.)

Exemple

Reprenons I’exemple précédent On tire au hasard une piece, qui se trouve étre défectueuse.
La probabilité que cette piece ait été fabriquée par 1'usine A vaut P(A1|D). Selon la formule
de Bayes
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p(A /D)= PAIPOIA) =ﬁ

ZP(AJ.).P(D/AJ.)

Exercice
Mal de téte En cas de migraine, trois personnes sur cing prennent un traitement A et deux sur
cing prennent un médicament alternatif B. Avec le médicament A, 75% des migraineux sont
soulagés, contre 90% avec le médicament B. On note simple A, B, S, les événements “prendre
le médicament A”, “prendre le médicament B”, “€tre soulagé”. L’énoncé fournit les
informations suivantes :
P(A)=3/5,P(B)=2/5 P(SJA) =75 /100, P(S|B) =90 /100 .

1. Quelle est la probabilité de prendre le médicament B et d’étre soulagé ?

2. Quel est le taux global de personnes soulagées ?

3. Quelle est la probabilité pour un patient d’avoir pris le médicament A sachant qu’il est

soulageé ?

Solution
1. Par définition de la probabilité conditionnelle, on a
P (BN S)=P(SB)P(B) =90/100 x 2 /5=9/25.
1. Dr’apres la formule des probabilités totales, on a
P(S) =P (S|A) P (A) + P (S|B) P (B) =75/ 100 x 3/5 + 90 /100 x 2/ 5 = 81/ 100.
2. D’apres la formule d’inversion du conditionnement, on a
P (AlS) =P (S|A) P (A) P(S) = 75/ 100 x 3/ 5 x 100/ 81 = 15/ 27.

Exercice 4.

Au cours de la fabrication d’un certain type de lentilles, chacune de ces lentilles doit subir
deux traitements notes T1 et T2. On préleve au hasard une lentille dans la production.

On désigné par A I’éveénement : ’la lentille présente un défaut pour le traitement T1”.

On désigne par B I’événement : ”la lentille présente un défaut pour le traitement T2”. Une
étude a montré que :

* la probabilité qu'une lentille présente un défaut pour le traitement T1 est P(A) =0, 10 ;

* la probabilité qu’une lentille présente un d"défaut pour le traitement T2 est P(B) = 0, 20 ;

* la probabilité qu’une lentille présente aucun des deux défauts est 0, 75.

1. Calculer la probabilité qu’une lentille, prélevée au hasard dans la production, présente un
défaut pour au moins un des deux traitements T1 ou T2.

2. Calculer la probabilité qu’une lentille, prélevée au hasard dans la production, présente un
défaut pour les deux traitements T1 et T2.

3. Les évenements T1 et T2 sont-ils indépendants ?

4. Calculer la probabilité qu’une lentille, prélevée au hasard dans la production, présente un
défaut pour un seul des deux traitements.

5. Calculer la probabilité qu’une lentille, prélevée au hasard dans la production, présente un
défaut pour le traitement T2, sachant qu’il présente un défaut pour le traitement T1.
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Solution :

Correction § 1. PIAUBR) =1 -P(AUB) =1 -P(ANE)=1-0,73=0,25
2 PANB) =PA)+P(B) -P(AUB) = 0,1+0,2 0,25 = 0,05
3. Noncar P(ANE) £ P(A) = P )

4. L'événement "1a lentille présente un défant pour les deux traitements T et To" est représenté par :

D=(ANB)U(ANB)=(A~AnB)U(B~ AN B)

Ainsi P(D) = P(ANT) + P(ANB) = (P(A) - P(ANB)) + (P(B) - P(ANB)) = =0,2
5. P(B|A) = Zpndl = 4 5

4. Techniques et méthodes de calcul des probabilités
v' Comment calculer des probabilités sous ’hypothése d’équiprobabilité ?
Soit P I’équiprobabilité défini sur un univers Q. On souhaite calculer P(A) pour un événement
AcQ
1. Dénombrer le cardinal de Q
2. Dénombrer le cardinal de A
card(A)
Card(Q)
v' Comment déterminer le cardinal d’un ensemble ?

On rappelle trois principes :
3. Pour dénombrer une réunion disjointe de sous-ensembles, ce qui

revient a considérer un cas ou bien un autre ou bien un autre, etc..., on
effectue la somme des cardinaux de chaque sous-ensemble.

4. Pour dénombrer un produit cartésien d’ensembles, ce qui revient a
considérer un cas puis un autre puis un autre, etc..., on effectue le 3.
produit des cardinaux de chaque ensemble.

5. Parfois il est plus facile de dénombrer le complémentaire d’un
ensemble.

Par exemple, si A c B et

que I'on connait card (B) et card'(A),alors card(A) = Card(B) - Card(A)

On se raméne a un des deux cas suivants :
1. Tirages de p éléments parmin :

3. Calculer P(A) =

Tirages Ordonnés MNon ordonnes

Sans remise

Avee rernise nf
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2. Rangement de p objets dans n cases :

(hjets Discernables Indiscernables
Un senl dans chague case : |
qr — 1 o — !

" {n—=p)! " i = p)!

Eventuellement plusieurs dans chagque case n o
K=t :"+ _—

v' Comment calculer des probabilités conditionnelles ?
Soient A et B deux événements d’un univers Q et P une probabilité sur Q. On cherche a
calculer la probabilité de A sachant B P (A/B)
o Vérifier si le texte fournit cette information en langage commun ou non

e Utiliser la définition P(A/B= P(ANB)
P(B)
e Sionconnait P (B/A) et P(B/A)alors :
_P(ANB) P(ANB) 3 P(ANB)

P(A/B= = 2= 2
P(B)  P((ANB)U(ANB)) P(ANB)+P(ANB)

~ P(A).P(B/A)
" P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A)

v' Comment vérifier que deux évenements sont indépendants pour une probabilité ?
Soient A et B deux évenements d’un univers Q et P une probabilité sur Q.

1. Déterminer I’événement représenté par A N B et calculer P (A N B). Calculer P(A) x P(B).
2. Les deux évenements sont indépendants si et seulement si P (A N B) =P(A) x P(B).

v" Comment calculer la probabilité d’une conjonction de deux événements ?

Soient A et B deux événements d’un univers Q et P une probabilité sur Q. On cherche a
calculer la probabilité de P(ANB)

e On sait que A et B sont indépendants pour la probabilité P .Utiliser la formule
P(ANB)=P(A).P(B)

e Onignore si A et B sont indépendants pour la probabilité P, alors :
= Si P(A)=0etP (B/A) est connue utiliser la formule P(AB) =P(A).P(B/A)



M.BOUKEDROUN Probabilités/L2_Maths/UDBKM_FST_MI.2023-2024
Page |19

= SIP(B)=0etP (A/B) est connue utiliser la formule P(ANB)=P(B).P(A/B)
= Si P(AUB)est connue utiliser la formule P(ANB)=P(A)+P(B).—P(AUB)
= Si P(ANB)ou P(AUB) ou P(ANB)sont connues, exprimer A Ben
fonction de ANB ou AUB ou ANB et utiliser les formules de probabilités
classique par exemple on obtient les expressions suivantes :
v P(ANB)=1- P(ANB)
v P(ANB)=1- P(AUB)
v P(ANB)=1-P(A)-P(B)+P(ANB)
Si non essayer de trouver un événement E de probabilité connue, incompatible avec ANB

telle que (ANB)UE forment un événement de probabilité connue, et utiliser la formule
P(ANB)=P(ANB)UE)-P(E)
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Chapitre n=3

Variables aléatoires
Généralités
Soit (Q, P) un espace de probabilité.

Définition 1 :

Une variable aléatoire réelle [1 sur un ensemble fondamental Q se définit souvent comme une
fonction de Q dans I’ensemble R des nombres réels, tels que 1’inverse de chaque intervalle de
R doit étre un événement de Q. Autrement dit, X : Q — R. Pour tout intervalle [a, b] C R,
I’ensemble {X € [a, b]} = {® € Q: X(w) € [a, b]} est un événement.

Une variable aléatoire est une application X : Q — R.

Définition 2 :

Soit X une variable aléatoire. La loi de X est la probabilité Px sur R définie par :

Pour tout B c R, Px(B) =P ({® € Q |X(®w) € B}) =P (X € B).

PX peut aussi étre vue comme une probabilité sur X(L2), ensemble des valeurs prises par X ,
aussi appelé support de Px. On note parfois X ~ Px pour indiquer que X suit la loi Px .

Définition 3 :

Si A est un évenement, on introduit la variable aléatoire fonction indicatrice de A notée 1,
qui indique si ’événement A est réalisé
1 siweA

Pourtout weQ 1,(w)= .
0 siwgA

Remarque 1:
En général la probabilité P est notée par Px en effet :

P (Ja.b)=P(X*]a,b)

c.ad. P, (la.b])= P, (-e0.b]/}-o0,a) = B, (Foo.b]- P, }-e0,a])
Sil’on pose maintenant VY e R, F, (y) =P, (]— 00, y])

Alors P (Ja,b]) = F, (b)-F, (a)

Cette remarque nous donne la définition de la fonction de répartition

Variable aléatoire discrete

Définition 4 :

Une variable aléatoire X est dite discréte si ’ensemble X(€2) des valeurs qu’elle prend est
dénombrable (c’est-a-dire que ’on peut trouver une suite qui énumere tous les éléments de
X(w) : c’est le cas notamment si X(€2) est un ensemble fini, N, Z ou Q, mais pas I’intervalle
[0,1] ni R). On dit aussi que la loi de X est discréte. Si X est discréte, alors, pour tout B c R,
on peut calculer :
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P.(B)=P(XeB)= > P(X=x)=>P(X=x)

xeBNX (Q) xeB
Pour caractériser une loi discréte, il suffit donc de se donner les probabilités élémentaires
Px(x) = P (X = X) pour tout x € X(Q)
Avec X c’est la variable aléatoire et le petit x sont les valeurs possibles de X

Définition 5:

Si X(Q) est fini ou dénombrable, X définit une variable aléatoire discréte.

Exemple :

Considérons quatre épreuves répétées, identiques et indépendantes, telles qu’au cours de
chacune d’elles, un événement A a une probabilité de se réaliser égale a p = P(A) = 0, 3 (et
donc une probabilité de ne pas se réaliser égale a q=P(A)=1—p =0, 7). Désignons par X la
variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de réalisations de I’événement A au cours des
quatre expériences aléatoires.

Ona:

P(X =0)=q*=(0.7)" =0.2401 P(X =1)=C}pg® =4x(0.3(0.7)° =0.4116

P(X =2)=C2p?q? =6x(0.3)°(0.7) =0.2646 P(X =3)=C>p°q =4x(0.3)’(0.7) =0.0756

P(X =4)=C?p“q° =(0.3)" =0.0081

Remarquer bien qu’on a

3 P(X =k)=1

Définition et proposition
Soit E = R. Une famille (P(x)),.c € R® est une famille de probabilités élémentaires si
1. Pourtout xe E,P(x)>0

2. Y P(X=

xeE

Dans ce cas, il existe une variable aléatoire X (sur un espace de probabilité (€2,P)), a
valeurs dans E, de probabilite élémentaire P, =p c.ad. pour tout x de E,

P(X =x)=p(x).
Pour la preuve est évidente (Exo TD)

Fonction de répartition :
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Définition 6:
Soit X une variable aléatoire. La fonction de répartition de X est la fonction Fx : R - R
définie par : pour tout X € R, Fx(x) =P (X <X) = Px(] —, X]) .

Propriétés de la fonction de répartition (proposition) :
1. La fonction F est monotone croissante.
2. La fonction de répartition est admet un ensemble de points de discontinuité fini ou
dénombrable
3. La fonction de répartition est continue a droite par la propriété d’additivité

Autrement :
1. LimF, (x)=0 et LimF, (x)=1

2. Festcroissante, c.a.d. y>x=F (y)>F(x)

3. Fest continue a droite, c.a.d. Lim F(y)=F(X)
y—X

Pour tout (a,b)e R? ,P(a< X <b)=F(b)-F(a)

Exemple : Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition [1([1) est définie
par :

0 six<0
X sio<x<1
2

2 .
Fy (X)= 3 Sil<x=<?2
1

2
Si x>3

Si2<x<3
1
1

Réciproquement :

Proposition :

toute fonction monotone croissante continue a droite telle que (F(—) =0 et F(+0) =1 a la
limite) définit une loi de probabilité unique sur R.

Preuve : évidente (Exo TD)

Cas particuliers

Variable aléatoire discrete

Si X(Q) est fini ou dénombrable, X définit une variable aléatoire discrete.

Densité de probabilité

Si la fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est continue et dérivable presque
partout, on dit que X est continue (ou plus exactement absolument continue) et sa dérivée f est
la densité de probabilité.
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Variable aléatoire absolument continue

Variable aléatoire réeelle

Etant donné un espace probabilis¢é (Q, E ,P), on appelle variable aléatoire réelle une
application X définie sur Q a valeurs dans R, telle que I’image réciproque par X de tout
intervalle Ja, b] de R soit un élément de la tribu E .

Densité d’une variable aléatoire
Pour qu’une fonction f soit une densit¢ d’une variable aléatoire X elle doit vérifier les trois

Propriétés suivante :
1. fest positif
2. festcontinu
3. Taire délimitée par sa courbe représentative et par I’axe des abscisses doit étre égale a
1

Autrement dit
Si f est une densité de probabilité alors :
1. fest une fonction positive: V x > 0, f (x) >0,

2. F(x)= j f (t)dt

3. Tf(t)dtzl

Proposition :
Soient X :Q2— Rune variable aléatoire réelle, F, sa fonction de repartition. Si F, est une

fonction dérivable sur R (sauf peut-étre en un nombre fini de points), alors X est une variable
absolument continue. De plus, si on pos

D={xeR:t—F,(t) est dérivable au point t = x}

oFy (X)
Alors la fonction de densité f, peut étre définie par fy (X)=1 ox

0 ailleur

sixeD

Exemple
Soient ¢ € R, f la fonction définie par :
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—-X

? -
f, (x)=42Ce°sIx=0
0 ailleur

Sous quelle condition la fonction fest la fonction de densité d’une variable aléatoire réelle ?

Solution:
Pour que fsoit la fonction de densité d’une variable aléatoire il faut quelle soit positive, ainsi

¢ >0, de plus on doit avoir I f, (X)dx =1par conséquent
R

Ainsi, fest la fonction de densité d’une variable aléatoire si et seulement Si ¢ = 1/6.

l. Esperance et variance d’une variable aléatoire
111.1. Espérance

Définition 7

Dans de nombreux cas, il n’est pas nécessaire de connaitre une proprieté de la variable
aléatoire aussi précise que sa fonction de répartition. Certains parametres numeériques
caractérisent parfois cette variable aléatoire. L’étude de quelques-uns de ces parameétres fait
I’objet du présent paragraphe.

Soit X une variable aléatoire discréete pouvant prendre un nombre fini de valeurs X1, X2,- - -,
Xn, avec les probabilités respectives p1, pz,- - -, pn. On définit une moyenne arithmétique des
déférentes valeurs de X pondérées par leurs probabilités px . Cette moyenne pondérée est
appelée espérance mathématique (ou moyenne stochastique) et elle est notée E(X) :

E(X) = P+t DX, = 3 PX
i=1

Définition 8
X étant une variable aléatoire réelle, on appelle espérance mathématique de X le nombre
E(X), si il existe, défini par
1. si X est une variable aléatoire finie
i=n
E(X) =zxkp(x =X)
k=1
2. si X est une variable aléatoire discréte dénombrable (sous réserve de convergence)
E(X) =Zxkp(x =X)
k=1
3. si X est une variable aléatoire continue, f étant la densité de probabilité, on a (sous
réserve de convergence)

E(X) =jt.f(t)dt
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Propriétés de I’espérance :
Soient X, Y deux variables réelles d’espérances finies et 1 R, alors
1. Linéarité d’espérance E(X +AY)=E(X)+AE(Y)
2. Positivité de ’espérance |E(X)| < E(|X|)
3. SiXetY sontindépendants E(X xY)=E(X)xE(Y)
4. Pour toute fonction h:R— R avec E(h(X)| < +oo:

[h() fy (t)dt  en continu
E(f(X))=1F _
> "h(X (@))Py ({e}) en discret

weQ)

Ou fx designe la densité de probabilité de X. (c.a.d. la formule de transfert
Pourtout Aeé @ P(X e A) =P, (A)=E(L,(X))

Preuve : voir (TD exo)

Variance
Définition 9:
On appelle variance d’une variable aléatoire, son moment centré d’ordre 2. On la note
Var(X).
var(X) = u,(X) = E(X ~E(X))")
La variance est un nombre positif. Sa racine carrée définit 1’écart-type dont ’expression

est :
oy = 1/Var(X)

Propriétés de la variance

1. Lavariance est toujours positive

2. Pourtouta, b eR,ona

Var(aX +b) =a?var(X)

3. Var(X)=E(X?)—E(X)?

4. Si X1 et X2 sont deux variables aléatoires indépendantes
Var(X, + X,)=Var(X,)+Var(X,)

Preuve : voir (TD exo)

Attention : La variance n’est pas toujours définie. Il faut que I’espérance E[X ] soit définie
et que I’espérance converge. Ceci revient a demander a ce que E[X?] converge.

Inégalité de Markov et de Bienaymé-Tchebyshev
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Proposition (Inégalité de Markov)

E(x])

Qa ')

a.I’

Soit X une variable aléatoire, pour tout a>-0 , P(]X| > a)g

m

Plus généralement, pour tout a>~0etrs-0 , PQX|2a)£

Preuve :
On a toujours |X| >0 et si |X|>a, alors X[ >a"d’otr a"1; 1 <[X|", ce qui donne en

[X|2
prenant I’espérance de chaque membre E[a’l{‘ X‘Za}]g EI[XH

et E[a'lﬂx‘za}J= a’ PQX| > a), d’ou le résultat annoncée ( r=1 donne la premicre)

Proposition (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev )

Soit X une variable aléatoire. Pour tout a > 0,

Var(X)
aZ

P(X —E[x]>a)<

Preuve :
Prendre r = 2 et remplacer X par X — E[X] dans I’inégalité de Markov.

Exercices d’application

Exercicel

Un dé (a 6 faces) est truqué de la facon suivante : chaque chiffre pair a deux fois plus de
chance de sortir qu'un numéro impair.

1) Calculer la probabilité d'obtenir un 6.

2) On lance deux fois le dé.

a. Calculer la probabilité d'obtenir deux fois un chiffre pair

b. Calculer la probabilité d'obtenir deux fois un 6.
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Solution :

1) On note a la probabilité que 1 soit tiré. Ainsi, la probabilité que 2 soit tiré est égale a 2a ; la probabilité que

3 soit tiré est a, ...

e . . B 1
La somme des probabilités est égale d 1 donca + 2Za+a+2a+a+2a=1s50it% =1leta= 7

La probabilité d'obtenir un 6 est donc 2a , soit

2

a. Onnote A I'événement « le résultat d'un

. 2 N
lancer est pair ». On a donc p(4) = =. La situation est

3
modélisée sur I"arbre ci-contre.

z |4
3 [9

b. Les deux tirages sont indépendants donc

les probabilités sont multipliées entre elles :

2 2 [4
pldeux &) :GXG: a1
Exercice 3

Exercice 2 :

Deux lignes teléphoniques A et B arrivent a un standard. On note :

E1 ="la ligne A est occupée”
E2 ="la ligne B est occupée™

Apreés étude statistique, on admet les probabilités : P(E1) = 0,5 ; P(E2) =0,6

et P(EINE2) = 0,3

Calculer la probabilité des événements suivants :

F ="la ligne A est libre"
G ="une ligne au moins est occupée”
H ="une ligne au moins est libre"

Solution

P(F)=P(E,)=1-P(E,) =05

P(G) = P(E,UE,) = P(E,)+ P(E,) - P(E,NE,) = 0.5+0.6-0.3=0.8

P(H)=P(E,NE,)=1-P(E,NE,)=1-0.3=0.7

Exercice 3 :

On considére la loi de probabilité suivant.

Calculer P(x = 3) puis I’espérance et 1’écart-type.

X -2 -1

p 0.1 0,2

0,3

0,2

wile
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Solution :
La somme des probabilités est égale 3 1doncp(X¥ =3)=1-(0,14+02+03+4+02) =
EX)==-2x01-1=x024+1x034+2x0243x0.2 =
VX)) =(-27 =01+ (-1 x02+1*x03+2*x02+3*%x0,2-09°
=04+02+03+08+18-0,81=269donca(X)=+2,69 =

Exercice 4 :

Une urne contient 1 boule rouge et n boules blanches n > 1. Les boules sont indiscernables au
toucher. On préléve au hasard une boule de I’'urne. Si elle est rouge, on gagne 10€ et si elle est
blanche, on perd 1€.

On considére la variable aléatoire 0 égale au gain algébrique du joueur.

1) On suppose dans cette question qu’il y a 10 boules blanches (n = 10)

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer I’espérance de X.

2) On suppose maintenant que n est un entier positif quelcongue.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Exprimer E(X) en fonction de n.

c. Pour quelles valeurs de n, E(X) =-1/2

Solution :
1) L'urne contient 1 boule rouge et 10 boules blanches, soit 11 boules au total.
a. \oir ci-contre. X 10 -1
b. E(X)=10x=—13=0 p(X = x;) 1 10
2) L'urne contientn + 1 boules. 11 11
a. Voir Cl_mﬂfre ) _ x,- 10 =)
b. t{X] :m_ n+1 = n+l I}(X - I[) ! -
c. EX)z0=10-n=0carn+1=0 n+1 ntl
=n=10

Il faut donc qu’il y ait moins de 10 boules blanches pour que 'espérance soit positive,
d. E(X) = —ém‘%": —~e2(10-n)=-(n+1)o-n=-21en=21

Il faut gu'il y ait 21 boules blanches pour gue I"'espérance soit égale 3 —%.

Exercice 05
Pour la fonction définie sur I’intervalle [ 3;0 ] par f (x) = kx , déterminer la valeur de k pour
qu’elle soit une densité de probabilité.

Solution
1 k! 27? 27
_[ Flx)dr =1 ¢:>j' kxdy =1 W[EL} -1 w[ﬁcxij—(ﬂ-xEF o _jop=2
b 0 2, 2) L 2 2 9
f est une densité de probabilité ssi :
Exercice 06
. Soit X la variable aléatoire dont la fonction densité est définie sur IR+ par :

f (X) = dexp (-4x).
a) Calculer F(5).



M.BOUKEDROUN Probabilités/L2_Maths/UDBKM_FST_MI.2023-2024
Page |29

b) Calculer p (1 < X < 3).
Il. Pour la fonction suivante, définie sur I’intervalle [0;2], déterminer la valeur de k pour
qu’elle soit une densité de probabilité. f (x) = k x>.

Solution
l.

5 5 4 5 s
a) Fi(5)= Pl:-.x <5)= _l-” J(x)dx :L de l'lﬂr,'r =[_L’ 4'i| — [_ e l,
=(—P JM}—[—{‘.' .L~-c|'J'J'|=_.AJI 41 =0.99

K 12
I

b) pll<X e::nszn_t}dx:[—g‘“] =(—e™)=[ce™)==e" 4 ¢ =0.0183

. f est une densité de probabilité ssi :

b

z 2 47 ( 4 |
_[ .f'(x]eh:]c::-_[ kr‘dr:]@{ki} =I@[kx“—]—[i{xi]zlﬁd-k:]ﬁ:ﬁk:l
! 4 ] b 4/ 4:’
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Chapitre n=4
Lois de probabilités usuelles

Introduction

A priori, les lois de distribution des phénomeénes physiques, économiques, etc. sont
innombrables. Chaque cas semble particulier. Dans cette partie, nous présentons les lois de
probabilités les plus souvent utilisées dans les études. Elles permettent de modéliser une
grande variété de probléemes. Nous noterons X la variable aléatoire étudiée. Une expérience
correspond a une observation de la variable aléatoire (v.a) X, elle est notée xi. Nous
disposons d'une série d'observations xi, i = (1, 2, ..., n),

On utilise des variables aléatoires discretes pour compter des évenements qui se produisent
de maniére aléatoire, et des variables aléatoires continues quand on veut mesurer des
grandeurs “continues” (distance, masse, pression...).

l. Lois d’une variable aléatoire discréte.

L’application X permet de transporter la probabilité P de € en une probabilit¢ PX sur R : on
considere pour cela les P(X = xx) comme des masses ponctuelles pk situées en les points xx de
la droite réelle, on définit ainsi une probabilité sur R (le point xx a la Probabilité pk). La
probabilité, pour cette loi, d’une partie quelconque de R est alors la somme des masses
ponctuelles qu’elle contient.

Définition : la loi de probabilité d’une variable aléatoire X consiste a déterminer pour toutes
les valeurs possibles de X leurs probabilités d’apparition. C’est-a-dire, si X est une variable
aléatoire sur un ensemble fondamental Q fini, alors les événements élémentaires de Q relatifs
a X sont définis comme suit : X(w)={x1,x2,...... xn}. La probabilité pour que I’événement
relatif a xisont réalisées et définies par (X=xi)=f(xi). Cette derniére est appelée loi de
probabilité, ou encore densité de distribution de probabilité.

Les probabilités pk = P(X = k) sont appelées probabilités ponctuelles de lav.a. X .
Dans la suite, le symbole ~ signifiera « a pour loi ». Par exemple, on notera X ~ B(n, p)
pour signifier que la v.a. X suit la loi binomiale B(n, p).

Remarques :

1. Notons en particulier que comme ZPk =1 , Px(B) est une sous-série d’une série a
Kk, X, €Q

termes positifs convergente donc convergente : Px(B) est donc toujours bien définie
pour toute partie B < R. Ce ne sera pas aussi simple dans le cas des variables
aléatoires réelles (pour lesquelles les observables seront réduits aux intervalles de R).
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2. Attention, deux variables aléatoires. peuvent avoir la méme loi sans pour autant étre
égales. Par exemple si on dispose d’un dé rouge et d’un dé bleu et que X , Y
désignent la somme des points obtenus apres un lancer respectivement du de rouge et
du dé bleu, X et Y ont la méme loi. Pourtant bien sir, on n’a pas X =Y, ce qui
équivaudrait a dire que les tirages des deux dés sont nécessairement identiques.

I.1 Loi de Bernoulli de parameétre p
Loi de Bernoulli de paramétre p notée B(p).

Définition

Une v.a. X suit une loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1] si elle ne prend que deux valeurs,
la plupart du temps O et 1 avec :

PX=1)=p,P(X=0)=1-p=aq.

Notation :
X suit une loi de Bernoulli de paramétre p et n écrit :
X — B(P) si,

f, (X)=P(X :x):{

f est bien une densité care elle vérifier les trois propriétés de la densité :

psix=1
1-p=qgsix=0

1. Elle est positive
2. L’ensemble de x ou f (x) positif est dénombrable

3. > f,(x=1

Caracteristiques de la loi
Espérance , variance et écart type
Proposition : Si X suit la loi de Bernoulli alors

= EX)=p
= Var(X) = pg=p(1-p)

* Ox=,/pq
Démonstration :

1 EX]=0x(1-p)+1Ixp=p
2. Var(X)=E[X*] - E[X]*=E[X]-E[X]*=p-p*=p(1-p)=pq
3. 6X=1pq
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1.2 Loi de binomiale de paramétre (n,p)

Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de succes obtenus lors des n épreuves
d’un schéma de Bernoulli. Alors on dit que X suit une loi binomiale de parameétres (n, p),
notée B (n, p).

Proposition : soit X ~ B (n, p) alors la fonction f définie par :

Crp*(l-p)™sixe{0l..,n}
0 ailleur

f (X)=P(X =x)={

Est une densité de probabilité

Preuve :
Il suffit de veérifier les trois propriétés de la densité.
Remarque :
La loi de Bernoulli est la loi binomiale B (1, p), c.a.d. Pour n=1
Caracteristiques de la loi
Espérance e, variance et écart type
Proposition : Si X suit la loi Binomial alors

= E(X)=np
= Var(X) = npg=np(1-p)

= Ox=npq
Preuve :

1. Calculons I’espérance

k=n
E(X) =) kCyp“g™*
k=0
k=n
E(X) =chrl1( pk(qu
k=1

k=n
=npY Cx7p g™  puisque nC!7 =KCy
k=1

E(X)=np(p+a)"" =np
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2. Pour le calcul de la variance Var(X) = E[X?] — E[X] ?

k=n k=n k=n
E(X 2) szzc; pkqn—k — np (k -1 :1lpk 1qn—1 (k-1) +npzc: 1lpk 1qn—l (k-1)
k=0 k=1

k=1

E(X?)=np(n—-1)p+np

Var(X)=E(X?)-E(X)?
Donc VarX)=np(n-1)p+np —(np)2
Var(X)=npq

Autre technique de calcule Var(X)
En en effet : utilisant les notions des seéries :

En effet E[X? g CERPpE(1=p)™ % = Sy(p)oltg = 1—pet S,(x) = S5, OFk kg k.
Or

.(';,J,[:r Z(’ﬂi;d & n—k Zrﬂ'\;d iy ] r.' & Zr . }fr!” E
k=
' (ZC:: 'E"-"l.'?” k) & (.J"ZC: kea® ]fj” ")
k=1 =1

T (_;'i{'_’i‘ilj:ﬂ--}rqu t.-) - ( (Zirk J\ .l.! i))
k=1

[

( (Z g A)) = (z[(z +q)"")

= (v xn(r+q)" I} =an{z+ )" +2° xnln— 1)z +¢)" %

Dot E[X?] = 8, ,(p) =pn + p’n(n — 1) et
Var(X) = pn 4+ p'nin — 1) — (np)* = n(p — p*) = np(1 — p).

= Var(X) =/npq

Remarque : La loi est appelée loi binomiale dans la mesure ou les probabilités correspondent
aux termes du développement du binbme de Newton.
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1.3 Loi multinomiale

Supposons qu’il y ait dans une urne N boules de r couleurs distinctes ¢, ,C,,...,C, . SOit nj le
nombre de boules de couleur C; et pi=ni/ N la proportion de boules de la couleur C; dans

I’'urne. Ona: N =Zr:ni ,P=ipi
1 1

Supposons que 1’on effectue un tirage de n boules, chaque boule étant remise dans ['urne
avant le tirage de la boule suivante ; les tirages répétés des boules sont des épreuves
indépendantes. On cherche la probabilité d’obtenir I’événement A défini par :

e mj boules de la couleur C1

e my boules de la couleur C2. ..

e m;boules de la couleur Ci. ..

e m,boulesde lacouleur Cravecmi + mp+...+my=n

Cet evénement est réalisé par exemple avec le n-uplet

C,..C, C,.C, ..C,..C

%,_J
m;boulesC, myboulesC, m,boulesC,

r

De probabilités B™ py*2...R™ .le nombre de ces n-uplets est égal au nombre de fagons de
disposer my fois la lettre C1, m; fois de la lettre C> ...my fois la lettre Cr dans un mot de

i=r
longueur n= Zmi d’ou la probabilité de I’événement A est :
i=1

P(A) =C"C%, -Car (P)™ (P,)"..(p)™

!
Onalarelation C™C[" ..Clr=———
' © m!m,l..m!
|
Par conséquent P(A)=L(pl)mi(p2)mz“_(pr)mr
m!m,!.m!

Exemple :

Une urne est composée de 10% de boules rouges, 20% de boules blanches, 40% de boules
vertes, 30% de noires. Le nombre de boules de 1’urne est N > 20. On effectue un tirage avec
remise de 12 boules. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules rouges, 5 boules blanches, 3
boules vertes et une boule noire ?.

Solution :

Il suffit d’appliquer la formule précédente :
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P(A) = %(o 1)* % (0.2)° x (0.4)° x (0.3)

1.3 Loi de Poisson de paramétre A
Proposition : soit X une variable aléatoire suit la loi de Poisson de paramétre positive A

X ~ P() alors la fonction f définie par :

k

A
F (k)= P(X =K) = e HsnkeN

0 ailleur

Est une densité de probabilité
Preuve :
Il suffit de veérifier les trois propriétés de la densité.
Caracteristiques de la loi

Espérance e, variance et écart type
Proposition : Si X suit la loi Poisson alors :

= EX)=A
= Var(X)=2A
= Ox= \/7

Preuve :

1. L’espérance mathématique de X est donnée par

N=+w0 n +90 n-1
E(X)= z ne’i ﬂ iZe’i A et =4
1 (n-1)!

2. Pour calculer la variance, commengons par calculer E(X(X — 1))

nS ,lﬂ 9 A2 ) 2
E(X(X—l))_non(n 1)e " _/122: 21" e’et =2
E(X(X-1))=E(X?*)-E(X)’ = E(X*)=A2+1

douVar(X) =

oy = Var(X) =2

La loi de Poisson modélise des comptages qui suivent un processus de Poisson. Par exemple,
le nombre d’appels a un central téléphonique pendant une période donnée, le nombre de
voitures qui passent a un carrefour en un temps donné.
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Exemple :

Un central téléphonique recoit en moyenne 100 appels par heure. En supposant que le
nombre d’appels durant un intervalle de temps quelconque suit une loi de Poisson,

1. quelle est la probabilité que le central regoive trois appels en deux minutes?

2. quelle est la probabilité pour qu’en deux minutes, il regoive au moins un appel?

Solution :
En deux minutes, on peut s’attendre a ce que le nombre d’appel soit
A=E(X)= 2><IOO:@

60 3

Ainsi, la probabilité d’obtenir trois appels en deux minutes es

10

P(X=3)= (?’ilj exp(—%j =0.220

et la probabilité d’obtenir au moins un appel en deux minutes est

P(X >1) :1—exp(— %] =0.964

1.4 Loi géométrique G(P) de parametre p

Soit X une variable aléatoire suit la loi de géometrique de parametre p
Pourpe[0,1], AENetm<A,

On définit la loi géométrique, notée G(p), par :

1-p)'p=g“psixeN’
0 ailleur

fX(k):P(X:k):{

Proposition :

X ~ G(p) alors la fonction f définie par :

fy (k)=P(X :k)={(1_ P)“p=q“psixeN’

0 ailleur

Est une densité de probabilité
Preuve :

Il suffit de vérifier les trois propriétés de la densité.
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Caractéristiques de la loi
Espérance e, variance et écart type

Proposition : Si X suit la loi Géomeétrique alors :

n E(X):l
p
. Var(X):i2
Y
n O—(X): %zﬂ

Par exemple, la probabilité g* 1p correspond a la probabilité d’obtenir dans une succession de
k épreuves de Bernoulli indépendantes, k — 1 échecs suivis d’un succés. De plus, la loi
géométrique est le premier modele discret de la mort d’une particule radioactive. En effet, la
durée de vie de la particule radioactive, notée T, suit la loi de probabilité pour k € N

P(T=k)=q"“p

Preuve : par exemple pour calculer la variance : on utilise les notions des séries :

3

En effet £[X?] ,'I_:,C, k21— p)*1p = pS(1 — p) avee S(x) S iso kxRl Puis
+ 30 +-o0 —+o30 !
S(r) = Y K =D kb)) = (Z m-*')
k=0) k=1 k=1
= (} Zﬂ'.r-*' ]) = (.r'Z[: J’)
k=1 k=1
+ o A +x T
k=1 k=i
F 1 i 1 !
- -
( | — & il —.J.':I'h')
- 1 2r
o1z (1 a)

. 1 2—12p 1 2-2p
Dot E[X*] = pS(1 = . _ — = — 1}
o BXT=pS0L =) Paoa-pr PT-a-ppF » #

1 2-2 1 1 ]
H."El]'[j\_:l — 4 —p —— = ‘”[—zp:l

P " P P

Exercice (Temps d’attente de métros).
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On suppose que le temps d’attente (en minutes) d’un métro suit une loi géométrique. Durant
les heures de pointes du matin, le temps d’attente moyen d’un métro pour la ligne 8 est de 3
minutes tandis qu’il est de 2 min pour la ligne 9.

(@) Quels sont les paramétres des lois géométriques pour les lignesn°® 8 et n° 9 ?

(b) Quelle est la probabilité d’attendre entre 2 et 4 minutes un métro de la ligne 8 ? de la
ligne 9 ?

(c) Méme question pour un temps d’attente de plus de 5 minutes.

Solution
Notons X le temps d’attente de la ligne 8 et Y celui de la ligne 9.

(a) Le temps moyen d’attente est I’espérance donc on doit avoir E(X) =3 et E(Y) =
2. L’espérance d’une loi géométrique de parametre p est 1/p donc le parametre de
X est 1/3 tandis que celui de Y est 1/2. On a donc

PX=k=3x(3"" et P(Y=hk=3x3"" =k

(b) Ona
PR<X<d)=PX=2)+PX=3)+P(X=4)
:—}{{: J‘-|+ XI:"-"-|+%xf%]4l:§+%+ﬁ_ﬁ:lﬂ+ﬁ|ﬁ+ﬁ
=[2]= 4691%.
el

lF{Z‘EYE4}Z”'“(F‘"]I+[F1’Y—1}+1F’{Y:43

_ 1 S P R I
_{}"“{]"Hr -'I+H+lﬁ 16

=L |=43,75%.

(c)on a (rappelons qu’une loi géométrique prend ses valeurs dans N donc ne prend
jamais la valeur 0)

FX =5 =1-FX<5)
=1-BX=1)-PX=2)-FX=3)-FX=4)
=1-PX=1)-PQsX<4)=1-1-8 =828

~ 19,75 %
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1.5 Loi hypergéométrique H(N,n,P)

Définition :

Soit une urne contenant N boule dont une proportion p de boules blanches. On préleve de
cette urne un échantillon (sans remise) de n boules. On note par X la variable aléatoire qui
donne le nombre de boules blanches de I’échantillon. On dit que X suit une loi
hypergéométrique de parametres N, n, p et on note X — H (N, n, p).

Proposition :

X~ H (N, n, p).alors la fonction f définie par :
ChoCa
fy(k)=P(X=k)=7 C;
0 ailleur

si max(0,n—Nq) <k <min( n,NP)

Est une densité de probabilité
Preuve :exo TD
Il suffit de vérifier les trois propriétés de la densité.
Caracteristiques de la loi
Espérance e, variance et écart type

Proposition : Si X suit la loi Hypergéométrique alors :

= E(X)=np
N—-n
= Var(X)= 1-
ar(X) =~ —; P~ p)
N-—n
n X)=
o(X) = P

Preuve : exo TD

Exemple :
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On tire n boules (sans remise) dans une urne contenant pa boules rouges et ga boules bleues,
soit un nombre total de boules de a = pa + ga. Alors la variable aléatoire donnant le nombre de
boules rouges suit une loi hypergéométrique H (n, p, a).

1. Loi d’une variable aléatoire continue.
Définition :
On appelle densité de probabilité toute fonction réelle positive, d’intégrale 1.

Attention ! Pour une v.a. continue X , la densité f ne représente pas la probabilité de
I’événement {X = x}.

Important :

La loi d’une v.a. X est donnée par :

- sa densité ou

- les probabilités P [a < X < b] pour tous a, b ou

- les probabilités F (x) = P [X < x] pour tout x (F est la fonction de répartition).
Remarque : P [X = x] = 0 pour tout x.

I1.1 Loi uniforme

Définition et proposition :

Une v.a. X suit une loi uniforme sur [a, b], si elle admet pour densité
si a<X<b

f(X)=<b-a
0 sinon

Preuve :
Il est facile de vérifie facilement que f est une densité

Notation : On note X ~ U [a,b].

Fonction de répartition

La fonction de répartition F de X est donnée par :

O0si x=<a

F(X)=P(X <x)=[" f(x)dx= ;‘;a sia<x<b

lsix>b
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Caractéristiques de la loi

Espérance , variance et écart type

Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi uniforme X ~ U [a,b] alors

a+b
= E(X):T
. _(b-a)
Var(X) = T
b-a
=205

Preuve :
Il est trés facile de montrer la proposition

11.2 Loi exponentielle

Définition:

Soit A > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A si sa
fonction de densité f est donnée par :

26 si xe[0,40d
0 ailleur

F(X)=2e"Tp .. (X) = {
Notation : X ~ exp(})

Les lois exponentielles sont souvent utilisées pour modéliser des temps d’attente ou des
durées de vie. Par exemple, les temps, d’attente a partir de maintenant du prochain

tremblement de terre, de la prochaine panne d’un appareil.

Caractéristiques de la loi
Espérance e, variance et écart type
Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi exponentielle X ~ exp(A) alors :
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E(X)=%, Var(X):%, J(X)=%

Preuve : (Exo TD)

Proposition :

La fonction de répartition de la loi Exp(X) est égale a :

_ —AX H >
F(x)= 1 <.e six>0
0 ailleur

1.3 Loi Lois normales ou gaussiennes

Elles jouent un role capital dans I’étude des lois limites de sommes de variables aléatoires
indépendantes (cf. le théoreme central limite, résultat central comme son nom I’indique en
théorie des probabilités). On parle encore de loi gaussiennes.

Parfois sous le vocable loi de Laplace-Gauss et caractérisée par une célébre ’courbe en
cloche”.

Définition
On dit que la v.a.r. X suit une loi gaussienne ou normale N (m, 62) si elle a pour densité la

fonction :
L pof =)
o2n 20°

L’allure caractéristique en cloche de la densité de la loi normale :

foo :R=>R, t

oy

EX)

Caractéristiques de la loi
Espérance e, variance et écart type
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Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi Normale X ~ N(m,&?) alors :

E(X)=m, Var(X)=0c?, o(X)=0c

Remarque

Notons que f est bien une densité puisque :

[ exp(— (t2— ”;)2 jdt =ov2r

R (e}

En effet, par le changement de variable u= (t\/%m) , 1l suffit de retrouver la valeur de
(o2

Pintégrale de Gauss : | exp(—u? Jdu =7
R

Pour cela, effectuons un changement de variable en coordonnées polaires :

1% = _[exp(— xz)dxx_[exp(—yz)dy = jexp(—(x +vy)?)dxdy

=271 +00 2 +00 2
Loexp(—r )rdrd19:27z'[0 exp(—r?)rdr

~ oo

= —;z[exp(—rz)]gw =7

Preuve :

. . t—m
Calculons I’espérance et la variance par le changement de variable U = ( 7 )
o

1

_ _ _(t=my
E(X) —'F[tfmya(t)dt— T _F[t.exp(

20°

)dt

(t—mP _ Ve =M’
Var(X)—i(t m) fmya(t)dt—a \/_ﬂl(t m)’.exp( L

= ?/{2 IUZ eV du= %/L‘Z (%[—ue‘”z ]R +%Ie‘“2du]:o-z
TR V4



M.BOUKEDROUN Probabilités/L2_Maths/UDBKM_FST_MI.2023-2024
Page |44

11.4 Loi normale centrée réduite N (0, 1)
Définition :

La loi normale centrée réduite est une la loi continue, d’une v.a. X ‘a valeurs ,dans X(Q) =R
tout entier, définie a partir de la densiteés :

s
f(t)ZEe 2

Il n’existe par contre pas d’expression simple de sa fonction de répartition autre que la
formule intégrale.

vaeR, F(a)=[ f()dt

Espérance e, variance et écart type

Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi Normale X ~ N(0,1) alors :

E(X)=0, Var(X)=1, o(X)=1

Proposition :

Si la v.a.r. X suit une loi N (m, ¢?), alors la variable aléatoire Y = suit la loi

o

normale N(0,1)
Preuve :

Calculons pour a <b quelconques P(a<Y <b):

X —-m

P(a< <b)=P(ca+m< X <ob+m)

_ e 1 exp(_(t—m)z
ca+m U\/ﬂ 262

)dt

. . . t—m .
Il suffit alors de faire le changement de variable S =—— pour obtenir :
O
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VaeR, P(a<Y <b)

= j exp(——)dS

C’est a dire Y suit la loi N (0, 1).
Propriétés :

SiY ~ N (0, 1), c'est-a-dire Y suit une loi normale centrée réduite de moyenne (0) et D’écart
type (1), alors les propretés ci-dessous sont toujours vérifiées :

1 WyeRF(y)=P(Y<y)=[ f(tut
2. VyeR,F(-y)=1-F(y)
3. WeR,P(Y>y)=1-P(Y <-y)

Manipulation de la loi normale

On notera @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N (0, 1). On utilise les
valeurs de ®(a) tabulées et le changement de variable pour calculer les valeurs de la fonction
de répartition F d’une loi normale générale.

Exemple

Considérons X une v. a. qui suit une loi N (6, 4) et Z une v.a. de loi N (0, 1), on a par exemple

F () =P(X <7)= p(x o 1= 6}

2 2

_pY <3)= cp(lj =0.6915
2 2

Les valeurs ne sont tabulées que pour des valeurs de a positives, mais on s’en sort a I’aide de
la propriété suivante de la fonction de répartition @ de la loi normale :
Propriété :

Soit Z une v.a. de loi N (0, 1) ; on a alors ®(—a)=1—®(a) et en particulier CD(O):%
D’autre part : P(|Y| <a)=2d(a)-1
Exemple

P(X ~1)= P[Xz 6,1 26J P(Y = —2.5)=d(2.5)=0.9938

P(4< X <8)=P(-1<Y <1)=P(Y| <1)= 20 (1) = 0.6826

I1.5 Lois log-normales

Définition :

Une variable aléatoire réelle X suit une loi log-normale si elle admet la densité :
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1 eXp(_(lnt—m)z
f(t)=<otv2r 202 sit>0 meR,0eR”
0 ailleur

Proposition :

Si X est de loi log-normale alors In(X) suit une loi normale et réciproquement.

Preuve : TDexo

11.6 Lois de Cauchy

Définition : soit aeR]

On appelle loi de Cauchy de paramétre a la loi de probabilité absolument continue dont une
densité est donnée par :

f(X)=———, XeR
ﬂia +Xi

Remarque : ’espérance de la loi de Cauchy n’est pas définie

I1.7 Lois de Gamma

Définition :

Soient r > 0, A > 0. On définit la fonction I par :
_ O r-1.-x

1“(r)_f0 x""e *dx

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi gamma de paramétres r, A si sa fonction de
densité f est donnée par :

f(x)= F](Lr) X" L, (%)
Notation : X ~I'( A,r)
Espérance e, variance et écart type
Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi Normale X ~ ['(A,r) alors :

E(X)=%, Var(X):[%J , a(X):%

Preuve : Exo TD

11.8 Loi de Laplace
Définition : On dit qu’une variable aléatoire suit une loi de Laplace si sa fonction de densité
est donnée par :

f(x)= %ex xeR

Notation : X ~I'(A,r)
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Espérance e, variance et écart type
Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi de Laplace X ~ L alors:

E(X)=0, Var(X)=2, o(X)=+2

Preuve : Exo TD

11.9 Loi du 2
Définition :

On dit que X suit la loi du %2 (“khi-deux”) a k degré(s) de liberté si

k t
fk(t):ﬁtz le 2, t>=0
o0
2

La loi du 2 est une loi tres classique en statistique. Elle est liée au test du 2 qui permet, par
exemple, de savoir si un échantillon donné est en adéquation avec une loi de probabilité
définie a priori.

Espérance e, variance et écart type
Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi de 2, X ~ 2 alors:

E(X)=k, Var(X)=2k, o(X)=+2k

11.10 la Loi Beta
Définition :

Soit X une variable aléatoire, on dit que X suit la loi de Beta de paramétre (a,b) si sa densité
1

Bla,b)

ou B(a, b) désigne la fonction Beta définie par :

est donnée par : f, (x) =

X1 %) M0 (%)

Blab)= A(b.)= [ x1(1-x) ok = %

Espérance e, variance et écart type
Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi B(a, b) d’alors :
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vkeN,E(Xk)=r(a+b)r(a+k) Donc
r(a)r(a+b+k)
a ab 1 ab
E(X)=—— Var(X)= X) =
) a+b ar(x) (a+b+1)a+b)’ () a+b\(a+b+1)

11.11 Loi de Student

Définition :
Soient X ~ N (0; 1) et Y ~ x2(n). Posons f. (t) = X
’ KA ! VY /n

Alors T suit une loi de Student a n degré de liberté et on la note T (n)
La fonction de densité de la loi de Student est définie sur R et continue :

Le plus souvent, elle est définie a I’aide de la fonction Gamma :

r(ﬂﬂj
fn(t)=—2>{1+—
mr(gj n

Espérance e, variance et écart type
Proposition :
Soit X une variable aléatoire suit la loi de Student, X ~ Ty alors:

E(T)=0,n>1, Pourtoutn>2, Var(l'):iz, o()= /LZ
n_

n—
Preuve : TD exo

11.12 Loi de Weibull

Définition :

Une variable aléatoire X suit la loi de Weibull de paramétres A>0 et o>0 si elle est

absolument continue et admet pour densité

X% ,o-1 a:
F(x)= aﬂ{e X7 six=>20
Osinon

1
Remarque : lorsquea =2,1 = > on I’appelle aussi loi de Rayleigh
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M

1

ﬂa

Espérance

Si X suit la loi de Weibull alors X admet alors une espérance : E(X) =

Remarque :

La loi de Rayleigh apparait souvent pour décrire le bruit en sortie de certains récepteurs de
transmissions. La loi de Weibull elle est utilisée notamment en théorie de la fiabilité, lorsque
le systeme que l'on étudie vieillit et que le taux de panne augmente au cours du temps.

11.13 Loi de Fischer-Snedecor
Définition :

La loi de Fischer-Snedecor est une loi continue dépendant de deux paramétres notés v1 et v2,
entiers naturels non nuls. La variable X distribuée selon cette loi prend toutes ses valeurs dans

R’ ou dans R*.

Y

Si Y suit la loi de ;(fl et Z suit la loi ;(jz Y et Z étant indépendantes, la variable X = % suit

v,

la loi de Fischer-Snedecor. Onnote X —>F, ,

La loi F de Fischer-Snedecor a (ul,uz) degrés de liberté est la loi de probabilité du rapport de
deux variables de khi-deux indépendantes divisees par leurs nombres de degrés de liberté (v,
pour le numérateur, v, pour le denominateur). Pourv, =1, la loi F de Fischer-Snedecor a (1,
v,) degrés de liberté est la loi de probabilité du carré d’une variable de Student av, degrés de
liberté.

Densité de la variable aléatoire de Fischer-Snedecor

La densité de probabilité est, par définition

,X>=0,v,eto, € N
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Dans cette formule, T est la fonction Gamma d’Euler définie, lorsque la partie réelle de x est
positive.

Pour la preuve :
o .fql

La fonction fi,, .. est bien une densité de probabilité sur J0; 400, car
ses valeurs sont positives,

la fonction est intéorable et son intégrale est donnée par :
[=}

/,,xf o wom 1{» .-J.v-} b iT 1 .
(R L e e R ey ey O
0 r |—2L1-'r':r__:‘] Jo (o +y) 2
+o0 = |
L 12 D ne il
Pour calculer Uintégrale [ = f —“er-?'. on pose t = ——— = der = — =. De
0 (mxm)T T v+ v ny L -

plus, x4 vy = g % ; e qui impligque que lorsque x = 0, ¢ = 0 et lorsque » tend vers U'infini, ¢

tend vers 1. Par conséguent,

W ey b
Vit EI I B A o vyt T Ly N
I= o ) ——— = fin 2701 =)l
Ja w1t LI ”"I{l_ng ]

Dans l'intégrale, on reconnait la fonction Beta d'Euler définie, lorsque les parties réelles de @ et de y

sont positives, par :
1 . Y
INERINEN
B:-f'-.’f] = [ u” l{l w)¥ ]e'.!l'u = &
Ch ) T(z +y)

1 . ] X
done / J'._-'L_II:I. - F}_-’é_]{if =0 (I—I I—j) ce qui lmplique que
Jo 272
F(==) -4 2L (5)

/-+x 2
flog i)l = 1 ) ———=——1 % 1y -—
P ] ; &l i - oy 2 ]
0 r()r=) F{=52)

=1.
Liintégrale de fi,, .. est bien égale & 1, ce qui montre que f,,, ., est bien une densité de probabilité,

1 ) ) 1
3. 51 X = Fiur, ) la variable ¥ s Fg, 1) done Flug, i, 1 —a) m

I11.  Approximation des lois de probabilités
I11.1 Approximation de la loi binomiale vers la loi de Poisson

La loi de Poisson est souvent utiliseée comme approximation de certaines lois binomiales pour
de grands échantillons, i.e. des lois binomiales correspondant “a des grands nombres n
d’épreuves de Bernoulli. 11y a bien sdr quelques restrictions dont nous tairons ici les
justifications théoriques, et le parametre de la loi approximante doit étre choisi de sorte que
I’espérance soit celle de la loi binomiale approximée.

Soient n>1,0< p <1 et X suit la loi binomial B(n,p) et supposons que le produit np tends
vers A>0 lorsque n tends vers +oo. Dans ce cas, pour n assez grand on peut remplacer p par

% . D’autre part si k € {O,L...,n}, alors P, (k)=P(X =k)=C!p“q"™*
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. (k) = n(n—l)..l.((ln—k +1) o gt

nk(1—1j...(1—k_1j K
Ainsi pour tout k € {0,1,...,n} = n . n (EJ q"
: q

S

k k n
Mais lim (np) =%et lim (1—4] =g

N—>-+o0 | | N—>-+o0 n

. : GA : "y : :
Par conséquent lim P, (k) =e™ i qui est la fonction de densité de la loi de Poisson du
n—-+o0 1

parametre A.
Théoréme :

Soit n>1,0=< p<Zlet X une variable aléatoire de la loi B (n,p).Supposons que np — 4
lorsque n— +ooet p—0,alors B(n, p) = P(1)

Exemple :

Comparaison des fonctions de répartitions d’une loi B (100,0.1) et celle d’une loi de Poisson
P(10)



M.BOUKEDROUN Probabilités/L2_Maths/UDBKM_FST_MI.2023-2024
Page |52

Exemple 4.3. Dans un pavs le pourcentage des personne atteints d'une certaine
maladie génétique est de (L4%. Ouelle est la probabilité de trouver an plus 2
personnes atteintes de cette maladie dans un village de 250 personnes 7
SOLUTION:

Soit X la variable aléatoire gui donne le nombre de personnes atteinte de cette
maladie dans ce village de 250 personnes. Il est clair gqu'on cherche P{X < 2) et

gue X < B(250, 0.004). Ainsi n et assez grand et p est petit, de plus le produait

np = 250 = 0,004 = 1, donc si X (1), on a

P{X = 2) (X 0) + (X Ly + P{X 2)
~ P(X =0)+ P(X = 1)+ IP(X = 2)
1
1, 1 e
= i € -+ 5
— et
3
Remarque 4.5. Dans la pratigue, ce résultat nous permet de remplacer la loi

Bi{n, p) par la loi P(np) lorsque le produit np est tris petit, Dlavantage de la loi

de Poisson est gqu’elle ne dépend que d'un seul parametre, Bien évidement ceci

111.2 Approximation d’une loi binomiale par une loi normale
Soit une loi binomiale B(n, p) de moyenne m = np, d’écart-type o = \/ﬁ .
On montre que 1’on peut approximer la loi binomiale B(n, p) par :
la loinormale N (m=np, o= M) sin> 15, p et q étant non voisins de 0.

Dans la pratique, I’approximation est admise si n > 20, np > 10, nq > 10.

I11.3 Approximation d’une loi poisson par une loi normale

La loi de Poisson de paramétre A est approximée par la loi normale de moyenne A et variance
A, pour A — o0,
En pratique, cette approximation est faite si A > 20.

Si X est une variable aléatoire de loi Poisson de paramétre A, avec A > 20 ; alors, on a
I’approximation suivante :

b-4 a—-4
Pl@<X <b)x®| —— |[-D| ——
sxso)=of 222 o[ 27
I11.4 Approximation d’une loi Khi-deux par une loi normale

La loi de Khi-deux a m degrés de liberté est approximée par la loi normale de moyenne m et
variance 2m, pour m > 30.
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Résumeé sur les approximations de lois

e H(N,p,n)=~B(n,p) pour N >10n

e B(n,p)~P(A=np) pour n>30, p<0.1et np <10

B(n, p)~ N(m=np,o =/npq) avec{

e P(A=np)~N(m=np,oc=.npq) pour np>10

Tableau comparatif

n>30
0.1<p
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np >10
ou ounpg >3
<0.9 ng =10

Dans ce tableaux on trouve une comparaison entre les déférents caractéristique des de types
de variables aléatoire (discrete et continues).

X Variable discréte Variable a densité f
X(9) {zy, 29, .. 2p, ..} [ ou un intervalle
T
Pla < X <) Y P(X =) F(t) dt
asre=h a
F(z) =P(X < ) Y P(X =) / F(t) dt
E[Y] Z .'}'le.]?l:z‘\' = .'}‘.,'I.} / ff{ﬂ' dt
k=1 Yo
+o0 e
Bly(X)] S g(@)P(X = m) [ awrwa
k=1 X
e o
E[X?] 2P(X = ) ] P2t dt
k=1 —
o ) o R
Var(X) (.m. — E[X])" P(X = ;) / (t — E[X])7f(t) dt
= e
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