Correction d’examen final (S1)

I. (5 points) Questions de cours

(1) Toute solution globale de 'équation ' = f(¢,y) est maximale.

Réponse: Vrai, car la solution globale est définie sur 'intervalle tout entier
qui est 'intervalle de définition le plus grand possible. (1 point)

(2) Si f e CHI %) alors f vérifie les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz.

Réponse: Vrai, car

f est continue sur I x €}

FeCiIxQ) = { e

f est localement Lischitzienne par rapport y. ( 1 point )
1
(3) Soit y la solution de I’équation 3y’ = —y? définie sur J =] — 0o, 0[ par y(t) = o

on a y est maximale.

Réponse: Vrai, car

1
lim = n'existe pas. (1 point)
S0t

(4) Les solutions de I'équation 3y = e'y + y* sont de classe C?3(J).

Réponse: Vrai, car
la fonction définie par f(t,y) = e’y + y? est de C?(J). (1 point)

(5) Soient A, B € M,(R), on a eA*8 = et . b,

Réponse: Faux, La correction:si AB = BA, alors et = e4.e5. (1 point)



II. (4 points) Exercice 01 :

1) Etudier le Lipschitziennité au voisinage de 70" de la fonction f qui définie sur
g

R par :
fly) =3V/lyl.

Réponse: Au voisinage de y = 0, la fonction f n’est pas localement Lips-
u
chitzienne. En effet, pour £ > 0 si on prend y; = 0 et y» = —, on aura

T
6 U .
£(2) ~ )l = 138v/Toa] 01 = 2 > Kl 0] = Kly sl (15 point)
(2) Soit a > 0, vérifier que la fonction y définie sur R par
9
“(t—a)sit>a
y(t) = T
0stt<a.
est une solution du probléme de Cauchy 3 = 3+/[y|
Réponse: On a pour t = a,y(a) =0
9
_ ~(t—a)?*-0
lim Y8 =@ _ 4 — 0. (1 point)
t—at t—a t—a™t —Qa
° t 0—-0
lim y(t) ~y(@) = 1i — =0. (1 point)
t—a~ t—a t—a= T —a

9 :
§(t —a)sit>a
YO =40 sit=a=3/y@)] (0.5 point)

0 sit<a.

9

“(t—a)Ysit>a

y(t) = a9
0st<a.
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III. (7 points) Exercice 02 :
On consideére ’équation différentielle :

5 L y(0)
Es) " = —y — =1/ avec la condition initiale

(1) Résoudre ce probléme sur R.

Réponse: L’équation (FEs) est linéaire 2, homogeéne.
L’équation caractéristique associé est

5 25 25 16 9
()T5+2;+  $= 1 171
~575 -8
7”1:%:_:_2
57 3
973 2 4

== 5
2 4 2
Par conséquent les solutions de (E3) sont les fonctions:

y(t) = Ae ™% 4 pez A\ p€R.
Il reste a satisfaire la condition initiale.

Siy(t) =Ae 2+ pez A\p€eER ona: (1 point)
y(0) =a Atp=a A=a—p
, <~ 1 <~ 1
y'(0)=0 —2A-gp=0 —2a—p) = =0
A=a—p A=a—pu A=a—p
<~ 1 <~ 3 =
—2a+2,u—§u:O —2a+§,u:0 —4a+3p=0
4 -1
A=a—u A=a—=a A= —a
— 14 — 14 3 = §4
= ?a = ?a U= ?a.
Finalement :
— 4
VieR, y(t) = ?ae_% -+ g0e7 . (1 point)
(2) Ecriture de (Es) sous la forme ¢y = Ay.
Réponse: On a :
) t) =y(t 1) =9'(t
Y= —y— —y = 1n(t) y/ ) = y} ) y”( ) (0.5 point)
2 ya(t) = y'(1) ya(t) = 4" (t)
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(Es) <:>y’:Ay:>A:(_01

DO =
N———

(3) Montrer qu’il existe des matrices D, P.

Réponse: C-a-d montrons que A diagonalisable.
2 —A 1
Pa(A) =X = AT, A+ det A = det(A — Al) = det 1 5_y
2

=/\(A+g)+1:A2+g/\+1

) 2 16 9
PA(A):A2+§)\+1:>A:——Z:Z>O (0.5 point)
52 4 (0.5 point)

>\2:7+5:__1

2 2
Comme la matrice A est une matrice carrée avec deux valeurs propres distinctes,

elle est diagonalisable.
dJPeGLy<= A=P- <_02 _01> - P! (0.5 point)

2

(4) Calculer I'exponentielle de matrice e, puis donner Pexpression de la solution

du systéme différentiel X’ = DX avec la condition initiale x(0) = (il) ,
2

Réponse:
—+o00 +oo +o00
D o) t"Dp" " ((=2)" 0
=) =l =2ral 0 @y
n=0 n=0 n=0
+o0o <_2t)n
n=0 n! 0
= ’ —t\n
0 +o0o (?)
=0 pl
D’ou

—ot
4 (€ 0
“=(o %)

La solution du systéme X' = DX sont de la forme :
X(t) = eP Xy avec X (0) = Xj. Ainsi la solution cherchée est :

e—Qt O T 6_2t.%' '
X(t) =ePXy = ( 7 e_2t> (l‘;) = (e_ztxgl) (2 point)
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IV. (4 points) Exercice 03 :

(1) Résoudre le systéme différentiel :

Réponse: La solution du systéme 3y’ = (_02 _12> y est donnée pour tout
teRpar:
y(t) = eC, ye R ici A= 0 9

t(—z 1) (—21& t) 2ﬂ+<0 t) (0 t)
- 2
A \0 =2/ \0 2] 0 0) _ 2. ,\0 0

On peut facilement montrer que <

0 é) est une matrice nilpotente d’indice

m = 2. Alors :

(0 t)
00 2t g2 ‘
oA — o2t (12 n y ) _ (60 :2t) ‘ (1 point)

Donc

6—2t te—Zt
VieR, y(t) = ( 0 e_Qt) C avec C € R% (0.5 point)

(2) La matrice résolvante.

Réponse: Soient t,tg € R, on a

3 672(t7t0) t—1 672(t7t0) )
R<t7t0> = e(t tO)A = ( 0 ( 602)(tt0) (1 pOlnt)

e Une matrice fondamentale M :

Pour tout ¢ € R, on a :
e—?t t€_2t
M(t) = R(t,0) = ( 0 6_2t) (1 point)
e Un systéme fondamental
{y1,y2} est un systéme fondamental puisque y; et yo sont les colonnes de M.
Pour tout t € R, on a :

€—2t t€_2t '
v = ( 0 > ; Yo = (6_2t> : (0.5) point
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