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Equation du 1¢'¢ ordre




Equations d’ordre supé-

rieur systéme d’ordre 1°¢®




Systeme lineaire

Soit I un intervalle ouvert non vide de R, pour tout i,j = 1, n, a; et b; des fonctions
définies sur I a valeurs dans R.
considérons le systeme de n équations différentielles linéaires suivant :

(0 = an(Oy1 + an(Oy2 + -+« + an(O)y, + bi (1)
¥5(8) = an (O + an(Oys + -+« + an(O)yn + b2(2) ()

y;(f) = an(t) + anZ(t)yZ R o ann(t)yn + bn(t)

Les inconnues yy, y2, ...y ¥, sont des fonctions définies sur 7 a valeurs dans R.

Lemme 3.1 Le systéme (S) est équivalent au systeme :
V() =A@y(0) + B(r), viel (5
Avec
y:l—R" B:I—R"
»1(2) by (7) A:1— M,(R)
t— (1) = ’ t— B(t) = ’ t— A(t) = (aij(t))i,,zljm
yu(t) b ()
Preuve: Ona:
40 an (N1 (2) + an()y2(2) + - - + an()ya(t) bi(2)
)| : | = an (i (1) + azz(f)n('f? ++ 'a'zf(t)yn(f) I
50 NanOn () + an@n() + - + an(@n)  \O)
’ an(t) + an(t) + - -+ + an() | .
. ylft) [ an () + an(0) -+ an(d) Y E(t) N b E(t)
v,(1) an (1) + am(t) + _|_a(t) Va(?) b, (1)

= () =A(y() +B(1), Vel (S)



Exemple e SKILLS Résolution le probleme
Soit le systéme suivant :

{ﬁ@=ﬁM0—n@+l feI=R.

y5(f) = cos 1y, (1) — €'y (1)
S’écrit sous la forme :

V' (t) = A(¢)y(¢) + B(t), pour tout t € I = R, avec

0= (1) a0 = (o 0) @ s0= ()

Lemme 3.2 Toutes équation d’ordre deux s’écrit sous la forme :

Y'(1) = A(0)y(1) + B(1).

Preuve :
On considere ’équation d’ordre deux s’écrit sous la forme :

V(1) + a()y' (1) + b()y(1) = c(2)

»(1) =¥'(1)
yi(0) =y = »n()
yy(1) = ¥"(1) = —a(1)y'(t) — b()y(r) + c(2)
= —b(@On (1) — a(®)y (1) + c(2).
Ceci équivalent a y'(t) = A(¢)y(¢) + B(z).
Pour tout ¢ € I, avec

W) = (ﬁgg),w): (_;’(t) _;(t)) et B(t) = (c?t)) pour tout ¢ € I

@éﬁnition 3.1 Le systeme (S) est appelé systéme différentiel linéaire du pre-
* miere ordre a coefficients variables avec second nombre.
°

t) =yt
onpose{yl() »(?) ,on a pour tout t € 1

Remarque 3.1 SiVt € I,B(t) = 0 alors le systéme

Y1) = A@0)y(1) (3.1)

est appelé systeme différentiel linéaire du premiere ordre a coefficients variables homogéne
( ou sans second nombre).
On dit que (3.1) est le systéme homogéne associé a (S').

Notation :
Pour simplifier, on écrit :

n_ )Y =40y (B.1)
“)‘{y=Ao»+B@.
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Section | @ L’existence d’un probleme de Cauchy

L’existence d'un probleme de Cauchy

Théoréme 3.1 SiA et B sont continues sur 'intervalle I, alors pour tout (ty,y0) €
I X R" le systéme :

{y' = A(0)y + B(0)
¥(t) = ¥o

admet une solution globale unique.

Le systeme homogene et non homogene

Théoréme 3.2 L’ensemble des solution de (3.1) noté Sy, est un espace vectoriel
de dimension n.

Théoréme 3.3 Soity, une solution de (E), l'ensemble des solution de (E) noté Sy
est donnée par :

Sg = Sy + S,

Sy : La solution de systéme homogéne.
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mSystéme linéaire a coeflicients constants

Méthode de I'exponentielle de Matrice
Soit A € M,(R). On pose :

A*=4d---4, si ke N*
k fois

A =1,
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Section III @ Systeme linéaire a coefficients constants

0 --- 0
0 " , . "
et A= | | C’est une matrice identité.
0O .-« 0 1
Considérons la série définie par :
> 4F A
-1 I, -
Tl Aim ( + o)
avec :
KH=1-2.-... ky si ke N*
0l =1
Théoreme 3.4 La série :
n
k=0 k!
est convergente.
Preuve : On a
H H IIA" I
Ak
mais a représente le terme général d’une série numérique convergente alors :
i
k=0 k

est normalement convergente. Donc elle est convergente.

®, p

éfinition 3.2 L’exponenticlle de la matrice 4 noté e’ est la quantité Z

: k=0
. c-a-d :

°
Exemple e SKILLS Résolution le probléeme

Soit :
[0 1} [ 0 O]
0 0 -1 0
e , €
A2

=loollo o =0 o} =[5 a]12 0=l
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Section III @ Systeme linéaire a coefficients constants

A =4} = {O O],doncA’l’:Agzo, vV >2.

0 0

P S Tk
2k

Al L 4

0
1
ZH NETRR TR

=l 1+l o) =10

Théoréeme 3.5 Soient 4, B € M,(R).
On a " = 1,, Ici 0, représente la matrice nulle.

AT £ et &P mais si A et B commutent c-d-d AB = BA, alors :
A= P

e est une matrice inversible et on a (e*)”! = e,

La fonction

F:R — M,(R)

est dérivable et on a (e?) = Ae' | pour tout t € R.

e Ona:
o, = (0)F 00 X (0.)F _
¢ _;Aﬂ_a+z;ﬁ-m+m—h
[ ]

k=0 ’ k=0 k=1
St on pose p =k — 1, on trouve :
AP
(etA) — 4. — . tA.
Z(W

p=0

@ = () =X () =

Remarque 3.2 Il existe des matrices : A et B tels que :
)

Par exemple :

I 1 11 1 0
= (D) = () D) onaasn= (D)

D’apres la définition de ’exponentielle, on a :

1 0
AtB — 00

=59
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Section III @ Systeme linéaire a coefficients constants

e e—1 I -1 e —1
eA:(o 1)’ eB:<0 1)$6A'eB:<o 1)'

Ainsi &8 £ 1. €8
Lemme 3.3 Soient Ay,--+ ,4, € M,(R). On a :
A e+ 0
D : et 0
0 Al | . :
e = :
0 e
Preuve: Ona
k
pa 0 A 0
0 |l > 10 An
€ - Z i
k=0
mais on peut montrer par récurrence que pour tout £ € N, on a :
k
/11 eee 0 j‘llc oo 0
0 -+ A, 0 --- 2
Alors :
k
/11 0 /11 0 -k .
. . : . . /11
Do : : Ll 0
. o 0 --- A =
e D il Dl LN
k=0 K el S Ak
0 _n
L k! |
= -
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= lim :
[—+o0 =1 iﬁ
0 i
L k=0 k'_
i k=l L ]
. 1
l_l;[_ri_noo z_: E . e 0
'k=l )..k
0 lim =
[—+o0 — k!
[ M 0
i 0 e

Equation différentielle / Dr F. Chita  Foot 2 Foot 1



Section III @ Systeme linéaire a coefficients constants

Exemple e SKILLS Résolution le probléeme

On a:
2 0
03/ (&0
¢ —\o ¢&
On a :
1 0 0
0 4 0 el 0 0
00 =3/ g & o
0 0
Théoréme 3.6 Soit A € M,(R).
Soit p une matrice inversible, on a :
ep'A'p_l —p-erp_l.

Soit L € R, on a :

Preuve :

On a
Ap~l _ = (p -4 'p_l)k
¢ - kz:; k!

Par récurrence on peut montrer que pour tout £ € N, on a (p - 4 -p_l)k =p-Ap
ceci implique que

LA™ — lim kzllﬂ = lim [ . (z_: _) . —1]
o [——+o00 k! - I——+4o00 P p

A — oh L A

puisque (A,)4 = A(Al,), alors (11,) et A commutent donc e*" ™ = ¢ . ¢! mais
1 «ev 0 Lo 0

AliTel e e 0 1 ««- 0
0 --- 1 0 -+ A o ) Al A

eﬂ"ze = e = : .. : = e : .. : =e-]n,

Ainsi " = (e')e! = ' (I,e') = " - .
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Section III @ Systeme linéaire a coefficients constants

Exemple ° SKILLS Résolution le probléeme

Calculons ¢! tel que 4 = ( 01 ) na

det(A—/llg)_K 01) ( ))—)( _1>‘=,12—1=0

implique 4; = 1 et 1, = —1 sont les deux Valeurs propres distinctes de 4. Alors elle est
matrice diagonalisable

A0 1 0
— . . —1 — 1 —
A=p-D-p~ avec D (O lz) (O _1> ,

et p = (v, 1) ici v; et v, sont les vecteurs propres de A4 associés respectement a 1y et ,.
Les sous espaces propres :

E, = {n € B2/(d — iD)v, = 0} = {@ € R/ (:} :}) (;) = 0}

g ={(;) =/ {32220 )
E), = {(;) ERY/y = —x}
E;, ={< x) ERZ/xeR}

{( >6R2/xER}
On prend _< )

() ewern)- ()

On prend v, = , donc la matrice de passage p = ( ! }) Rappelons que si

ad — cb # 0, alors

1
1
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Section III @ Systeme linéaire a coefficients constants

@éﬁnition 3.3 Soit N € M,(R). On dit que N est une matrice nilpotente
© d’indice m € N* si N1 #£0, et N" = 0,.

°
Exemple e SKILLS Résolution le probleme
La matrice

N = 0 est une matrice nilpotente d’indice m = 3. Car :

w O O

3
2
3
—N\* /0 0 0
2 0 0 =16 18 —18]| #03et ' =N . N = 0s.

6 18 18

Remarque 3.3 Toute matrice, triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale
sont nuls est nilpotente.

0 1 . . .
0 0 est une matrice nilpotente car c¢’est une matrice
triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale sont nuls.

-

Par exemple, la matrice N =

Théoréme 3.7 Soit N une matrice nilpotente d’indice m € N*. On a :

Nm—l

N
T T
LR TR

Preuve :

On a
> Nk N N?
N=N —=I4+—4—+--
kz:;k! +1!+2!+ m—l)'+z

mais N est une matrice nilpotente d’indice m, alors pour tout k > m, N* = 0,. En effet,
on a :

k> m == N = NU=mFm — Nt=m  Nm — Nk, = 0,

Donc

Exemple o SKILLS Résolution le probleme

: : 1 L o
Soit la matrice <8 0) est une matrice nilpotente. Trouvons son indice m, on a :

(8 (1)) (8 (1)> = (8 8) = 0,, alors m = 2 donc
5o, o)
0 0

N0 0) oy _(1 1).

n 0 1

N2
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Section IV e Systemes homogenes

Systémes homogenes

Soit le systeme :

V' = A(t)y.

Lemme 3.4 Si pour tout t € I, on a :

R(1,tp) = =4,

\

Preuve :
D’apres la définition de la résolvante, on a :

R(t, 1)) = o AW _ o Ade _ Afidu _ (—)4_

Exemple e SKILLS Résolution le probleme

La résolvante du systéme : ' = Ay et (3 (1))

Donec :

R(t, lo) - e(t_tO)A

_ (3 (1)> _ e<2(t; fo) (t_oto)> _ (ezo—ro) 0 >

0 eli—1)

Lemme 3.5 La solution du systéme )y’ = Ay est donnée par :

1
Vi € R :y(t) = e“c avec c € R" tel que ¢ =

Cn

.

Preuve :
Puisque I = R, alors 0 € I. Donc d’apres la solution précedante, la solution du systeme
homogene est donnée par :

Vi€ R :y(t) = R(t,0)c avec ¢ € R".
Mais d’apres le lemme précedant, on a :

R(t,0) = (704 = ¢4,
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Section IV e Systemes homogenes

Exemple ° SKILLS Résolution le probléeme

La solution du systéme y’ = (g i) y est donnée par :

vVt € R:y(f) = ec avec c € R?.

Ona:4= <g i) c-a-d y(t) = e, mais

(43 4t 3t 4t10+03t 4ﬂ+03t
0 4)  \o 4 _ “\o 1)"\o o) _ "\lo o
e =e =e =e

0 3¢ . . -
On peut montrer que (0 0) est matrice nilpotente d’indice m = 2, alors :

0 3¢ (0 3t)
o :e4t.e<0 0) =e4t[]2_|_ 0 0 ] _ (1 31) _ (e4t 3l‘e4t)

T 0 1 0 &

e* 3™\ (¢ c1e¥ + ¢, 3te"
wexo=(5 ) (0)- (512

Lemme 3.6 La solution du systeme suivant :

Donc

/ — A
4 4 est donnée par : ¥Vt € R : y(t) = eli=t)dy,
y(to) = »o

Exemple o SKILLS Résolution le probleme

La solution du systeme :

, 4 3
Yy = 0 4 y
est donnée par : Vi € R : y(f) = =04y,

y(1) = (;)

4 3 1 .
Avec 4 = (0 4) Syl = letyy = (O) c-a-d :

I I ) K IR
= &1+ <8 30; 1)))
_ D) ((1) 3(t1— 1))

e4(t—l) 3(t— 1)64(t—1) 1 e4(z—1)
= (47D ()= ()
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Section V e Systeme non homogene

Systeme non homogene

Théoreme 3.8 La solution du systéme :
V' =A(t)y + B(?)
y(t0) =0

est donnée par :

t
Vi€ R :y(t) = ey + / el=4B(u)du.
to

Exemple @ SKILLS Résolution le probléme

0 -1
-1 0
On calculons le polynome caractéristique P(4) :

Calculons e tel que 4 = {

P(J) = det(d — ib) = [O_‘l’l -1 } — 2

/11:1,

P(}b)=0<=>,12—1=0(=>{/1 .
1= —

sont les deux valeurs propres distinctes de A. Alors A est une indice diagonalisable.
Donc, on peut 1’écrire sous forme 4 = p - D - p~! tels que :
oD : Soit diagonale et les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A tel

que :
A0
b= [0 /12]
ep : Soit inversible et les colonnes de p sont les vecteurs propres de 4 tel que :

p = [Vl Vz],

Vi, v Sont les vecteurs propres de A associés respectivement a Ay, 4;.

o=y
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Section V e Systeme non homogene

Les sous espaces propres :

on prend v; = [ ! }

On prend v, = B] ,

Rappolons que soit

¢!
e!

N =

VIER,(A—/hIz)Vl—O}

| o [—1 =17 [x] _

€ R [—1 —1] |y _ORZ}
—x—y =0

ERZ;{ X y }
—x—y=0

€ Ry = —x}

Il
L= =

Il
ey

||,\< ><|

_] eRerR}

=1
{
{
{
{
{x[ ] GRZ;xGR},

€ R (4 — Joby) [;] - 0}

|\< ><|

€ R% (4 + 1) m =0}; A41= { 11 —11}

x—y=0
€ R — x =
’{—x+y=0 v=)

|\< ><|

{

alors la matrice de passage est :

|\< ><|

p= [vl Vz] = [_11 ﬂ tel que det(p) = 2.

[a b} si det(p) = (ad — cb # 0) tel que p € Mrx>(R), alors :

=l el T
%[ ] _
[ ete! _e+5—1}
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Section V e Systeme non homogene

@éﬁnition 3.4 Soit N € M,(R), on dit que N est une matrice nilpotente d’indice
©mée N* Si:

NV £ 0, et N" =0,.

o
SKILLS Résolution le probléeme
3 9 —9

La matrice N= |2 0 0 | est une matrice nilpotente d’indice m = 3.

3 3 =3
Exemple @ SKILLS Résolution le probleme

En utilisant la méthode de I’exponentielle de matrice sur le systeme homogene, résoudre
le systeme :

;L 11 |1
y —Ay—l—BavecA—[O 1] etB—{O].

e Solution :
La solution générale du systeme :

V' =Ay+Besty =yy+y,

avec :
yu : est la solution générale du systéme homogene associé y' = Ay.

Vp : est la solution particuliere du systéme considéré.

Calculons yy : En utilisant la méthode d’exponentielle de matrice, on a :

Vi € R,yu(t) = e“c avec ¢ € R?, mais
1 0 N 01 ]
0 1/ |10 0O

T 1 t[
0 ¢ 0 ¢
00 _ , |00
= e e .

th+
est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est composée

= e

0 ¢
0 0
par des zéros alors elle est une matrice nilpotente, un simple calcul montre que :

La matrice
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Section V e Systeme non homogene

Calculons y, :
On utilise la méthode de la variation de la constante, il existe une solution particuliere
sous la forme :

y,(t) = €“c(t), pour tout ¢ € R.
Avec ¢/(f) = e - B(t), pour tout t € R: (1) = e “B(1).

t4

Calculons e™", puisque
_[[1 0], [0 1“
cd— |V Y = L0 1[0 0
01
[+s o
- 2
= e 0 0.
—tI+0 o
_ 7o o
=e
b ]
— ot eO 0

Ainsi :

o=z -1

ceci implique que :

e_tdt e_t _e_t
c() Z/C/(t)df= / = {0} = { 0 ], avec ci,c; € R.
0dt

Donc : e(f) = {‘g_t]

implique que :
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1

wo =<0 = g 5[]
»(t) = H

t

Vie Ry y(1) = yu(t) +y,(1) = [f) tee’t] ot H '
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Section V e Systeme non homogene

Théoreme 3.9 Sila matrice A admet n vecteurs propres linéairement indépendant
Viy Vo oo 4V, aSSOCIEs aux valeurs propres réelles Ay Ayy =+ 4 A, Alors la solution
générale de (H) est donnée par :

y(t) = cviet 4 e oo 4 v, avec viyvay e ,v, ER L

\

Exemple @ SKILLS Résolution le probléeme
, (10

A1 = 1 et 4, = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de

Calculons yy, on a :
0

1
0 2|

1 0 1 . . X
v = {O] et v, = L] Sont les vecteurs propres de { } associé respectivement a Ay, A,.

0 2
!
c e

yu(t) = civie" + cyme™ = l 2t:| .

ce

Calculons y, :
On utilise la méthode variation de la constante, il existe une solution particuliére sous la
forme :

Ci
Cy —1
yu(t) = civie" + e + - javee | | = (vlei” et e vnel”"‘) - B(2).

Cn

Rappelons que si 41, 4y,+++ , 4, € R, alors :

—1

A0 - 0 ,11—1 0 --- 0
0 A --- 0 0 1;1 cee 0
| DR [ ) R
0 .-« 0 1, 0 .- 0 2!

n
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Exemple @ SKILLS Résolution le probleme

Résoudre le systéme : ' = Ay + B tel que :

1 00 0
A= 10 2 0 etB= |1
0 0 4 0

La solution générale du systeme : )’ = Ay + B est :

Y = yu + Y, avec yy est la solution générale du systéme homogene associé y' = Ay .
¥p est la solution particuliere du systéme considéré.
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Section V e Systeme non homogene

Calculons yy :

Ona: 2l = 1,1 =2et A3 = 4 sont les trois valeurs propres distinctes de A4.
1 0 0

vi = |0] ,v, = |2]| et v = |0| Sont les vecteurs propres de 4 associés respectivement
0 0 4

a },1, 12 et /13. Donc :

yu(t) = civie"’ + cyve™ + czvie!

1 0 0 ce
=c |0] e+ [2] &+ |0] ¥ = |2c,¢*
0 0 4 4eqe™

pour tout ¢t € R, avec ¢y,¢,¢3 € R.

Calculons y, :

On utilise la méthode de variation de la constantes, il existe une solution particuliere sous
la forme :

/
¢

—1
Y, () = civie" + cyme™ + c3vse®, avec ol = (vle’“t vye™! V3e’13’) - B(t), pour
c 1
¢ et 0 0] [0
tout t € R. Alors @ |c5| = | 0 2¢* 0 1
¢ 0 0 4 0
Rappelons que si A1, 42,+++ , 4, € R, alors :
4 0 ... 017" N0 e 0
0 2 --- 0 0 ,12—1 cee 0 o
S . = . 0 | ,ainsi :
0 0 0 - 0 it
., 1
, e 0 0 0
< 0 I, 0 1
4l =0 3 1| = L
c 1 0 2
3 0 0 Ze—‘” 0

Ce , , A
ceci implique que ¢] = c¢; = 0et ¢; = e

Ainsi, on prend

—1
cir=c3;=0etc, = Te_Z’, ceci implique que :
1, 0 2 _01
yu(t) = Ze" 2| ' = - , pour tout ¢ € R.
0 0
e 0 ce
—1 1
Ainsi : y(¢) = yu(t) +y,(t) = 206" | + | — | = |2c¢* — = |.
4¢ e4t 2 2
3 0 4cye™
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Section V e Systeme non homogene

e Résoudre de

V =dy
{y(fo) =y

La solution de (P;) est donnée par :
y(1) = =4y pour tout £ € R.

e Résoudre de

{y, = Ay + B(?) (P)

¥(t0) = »o

La solution de (P;) est donnée par :

t
y(t) = e(t_tO)A Yo + / e(t_”)AB(u)du, Vvt € I.
f

Exemple e SKILLS Résolution le probleme 01

La solution du systeme :

, 4 3
y:[O 4)/
y<1>=[(1)

4 3

Vi€ Ryy(r) = "4 . yy avec 4 = {0 4} , th=1lety = {(1)] c-a-d

[g 431]:412"'{8 ?)]_——>(f—1) B i]=4(t—1)]2+{8 3061)

et — ot et = . et donc :
3
(t—1)|: }
W=e 104
(—1) [41+ 03 ]
_ o o
=e

—1) 0 3
— A=, 00

(e 250

~f el

La solution générale est donnée par 1y = yy + y,.

J e
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Section VI e La résolution du systeme homogene (H)

e Calculons yy :
En utilisant la méthode de 'exponentielle de matrice, on trouve V¢ € R;yp(f) = e - ¢

avec ¢ € R?, alors :
0 3t] {0 31‘]
0 0] _ a0 0f

. |0 3t . . . - . ,
La matrice { } est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est composée

2 3

t 2t+L+
etA = e |:O 2:| _= e

0 0
par des zéros alors elle est nilpotente.

0 3¢ 1 3¢ e 3t
tA 2t _ 2t _
¢ = (Iz"'lo o])_e [o 1]_[0 eZ’}‘

eZt 3 teZt

Ainsi VieR; yu(t) = [0 o2

}cavecc € R%.

e Calculons y, :

On utilise la méthode variation de la constante y, = € - ¢ , pour tout + € R. Avec
() = e - B(¢), pour tout ¢ € R.
Calculons
[ ,—2t —2f
— e —3te
e “ = I 0 e—2t :|
Ainsi
M,—2t —217 —2t
e —3te | e
¢ (t) - I 0 e—2t | |:0:| - |: 0 :|
/ et | =1 —!
(1) = =2 = ») = |2
/ 0dt 0 0

La résolution du systeme homogene (H)

Lemme 3.7 Soient t,ty € I, considérons la fonction f,,, définie de R" vers R" par :

ft,to ()/0) = y(t’ tO’yO)-

L’application f,,, est linéaire.

.

(B)éfinition 3.5 La matrice associée a f,,, est appellée la matrice résolution de
* (H). On la note par :

R(t, ).
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Section VI e La résolution du systeme homogene (H)

Théoréme 3.10 On a

Vi,to €I, R(t,10) € My(R).

Vi, tg € I;  R(t,t0)yo = y(t,to,10)-

Yty € I;  R(toy ty) = I,. Ici I, représente la matrice identité.

Vi,s,r €I, R(t,5)R(s,7) = R(t, 7).
Vt,s € I; R(t,s) est inversible et on a :

(R(2, S))_l = R(s,1).
@ Vt, ty € I %R(t, th) = A(2) - R(t, t).

d
Vi, ty € 1 ER(t, o) = —R(ty, 1)A(2).

Le systeme fondamental de (H)
Soient yi, 2, 4y yu € F(I,R").

@éﬁnition 3.6 On dit que {y1,2,+++ ,yu} est un systeme fondamental de (H),

si
: VisVay+** 5 Vn sont des solution de (H).

121 yi,v2,++ ,p, sont linéairement indépendants, c’est a dire :
9 9 9 9

Vay, 00y y0, ER; (a1 + a2+ -+ ay,) =0
_——>a1:a2:‘°':an20’

.
Exemple @ SKILLS Résolution le probleme

Pour tout ¢ € R, on pose :

w0 =[] o= 7 a0 == 1 ]

(1) Montrons que y; et y, sont deux solutions de y' = A4(#)y, on a :

(]
=
®
QO
=
o=
=
Q
+~
n
>
wn
[\p)
i
Q
-
oh
5]
=
O
(2]

yi(n) = [(1)] , et

o= e[ D= = 3= 01

Alors :

V' (t) = A(2)y(¢), pour tout ¢ € R.

Ce qui implique que y; est une solution de (H).
On montre que y, est aussi une solution de (H).
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Section VI e La résolution du systeme homogene (H)

(2) Montrons que y; et y, sont linéairement indépendants :
Soient a, f € R tels que ay; + fy, = 0, on a :

oay1 + py2 = 0 = ay(t) + p2(1) =0, VieR
=>am+/3[_tl]=o, Vi€ R

at — f at— =0
— =0, VieR— Vvt € R.
{a—i—ﬂt} < {a-l—ﬂt:O <

Représentes une infinité d’équations de deux inconnues a et S.

On soit que pour trouver les inconnues a et f il nous suffit deux équations non
équivalentes.

Pour cela, on prend les deux équations donnée par la valeur t = 0, on obtient
a = f = 0. Par conséquent y; et y, sont linéairement indépendants.

Théoréme 3.11 Soient {y1,y2,+++ yyu} un systéme fondamental de (H), on a :

Sy = {ylayZa"',yn}]
={y e F(LR"); y=ay +ayr+ -+ oy, avec aj o, ,a, € R}

e Preuve :
{125+ yyu} est un systeme fondamental de (H), alors {y1,y2,+++ ,¥,} un systéme
linéairement indépendant.

Car :
D1y yay s+ yyu} = n = dim Sy, alors {y1,y2,+ -+ , ¥, } est une base de Sy.

Exemple @ SKILLS Résolution le probleme

Pour tout V¢ € R, on pose :
t

w0 =1 =7 a0 = |

systéme fondamental de y’ = A4(¢)y. Alors :

1 .
t}’ puisque {y1,12} est un

Su=[{;mY] =y € FR,R?); y=ay + oy, avec a,00 € R}
= {y € F(R,R?); pour tout t€ R;y = ayyi(t) + ay(t), avec aj 0, €1

= {y € F(R,R?); pour tout t€ R;y= {alt o az} , avec aj,a; € R}.

o —|— ot
Remarque 3.4 La solution générale de (H) est donnée par :

y=cyi+cy+---+cy, avecci,cryer 0 €R
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Section VI e La résolution du systeme homogene (H)

La matrice fondamentale de (H)

@éﬁnition 3.7  La matrice dont ces colonnes représente un systéme fondamental
* de (H) s’appelle la matrice fondamental de (H). En d’autre terme, on dit que M est
- une matrice fondamentale si :

M = (V1,025 +* sy Iu) avec {y1,12,++ ,Vu} est un systeme fondamental de (H).

o
Exemple @ SKILLS Résolution le probleme

Pour tout ¢ € R, on pose :

w0 =1 ro= 7 ean =2 |

1 .
el t]’ puisque {y1,12} est un
systeme fondamental de ' = A(¢)y t € R.

t

On pose que

M0 = 000 = |

Alors M est une matrice fondamentale du y’ = A4(¢)y.

Théoréme 3.12 Soit M une matrice fondamentale du systéme (H). Alors :

Pour toutt € R, on a :

M (t) = A()M(2).
La solution générale de (H) est donnée par :

y = Mc, avec ¢ € R".

e Preuve:
M est une matrice fondamentale du systeme (H), alors :

M = (V1,025 ++ 3Vn) avec {1, V2 ++* »Vn} est un systéme fondamental de (H).

Ona:

M (1) = (1(8),22(8)5 -+ - 5 0a(8))
= ()’{(t)’y;(t)a te ,y;(t))
= (A1 (), A[)y2(1)5 - -+ 5 A(t)ya(1))
= A 01(0),22()5 -+ - 5 a(2))
= A()M(¢).
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Section VI e La résolution du systeme homogene (H)

Ona:

y(@) = e (@) + ey (t) + - - - + cn(0)

= (1o 22(D)s -+ >3a(0))
= 1)y 22(0)s -+ »u())ey  avec ¢ = c R

Le Wronskien d’un systéme de solution de (H)
Soient yi,¥2,+++ y¥n € Sy ('ensemble des solutions de (H)).

@éﬁnition 3.8  Le Wronskien de {y1,y2,+++ s¥,} noté W est le déterminant de
* la matrice dont les colonnes sont yj,yay+++ , ¥,

Viel; W(t) :=det[y(¢),y2(t)y- -+ ,yu(0)].

Théoreme 3.13 Soient yi, 2, yvn € Sy. les trois propriétés suivantes sont
équivalents :

vie, W) #0.
Vto c I; W(t()) ?é 0.
VisV2s** 3V Sont linéairement indépendants.

e Preuve :

(1) = (2) Evident car :
Vt;  P(t) = Jto;  P(ty).
(1) = (3)
W(ty) # 0 implique que (y1(¢),y2(2),+ -+ ,¥.(f)) sont linéairement indépendants.

(3) = (1) puisque yy,y2, -+ ,¥, sont des solutions de (H) et qui sont linéairement
indépendants alors on trouve que yy, 15, + + + , ¥, sont L.I pour tout ¢ € I, ceci implique
que W(t) # 0 pour tout ¢t € .
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Section VII @ La résolution et le systéeme non homogene

ma résolution et le systeme non homogene

Théoréeme 3.14 Soient (ty,y0) € I X R". La solution du systéme (E) est donnée
par :

Viel; y(t) = R(t,t0)yo + /tR(t, u)B(u)du.

e Preuve :
Considérons la fonction définie sue [ par :

Z(u) = R(to, u)y(u).
Soit u € I, on a :

Z'(u) = d%[R(to,u)y(u)]

= a%(R(to, u)) . y(u) + R(t()’ u)y,(u)

= —R(to, u)A(?) - y(u) + R(to, u) (A(t)y(u) + B(u))
= R(to, u)B().

Cest adire: Yu €I, Z'(u) = R(ty,u)B(u), ce qui implique que :
Viel, Z(t) = Z(t) + /tR(to, u)B(u)du
t0
Ainsi
Vel Ritp)y() = Rl to)yo + / 'Rl u)B(u)du
Alors

Viel; y(t) =R t)ly(th) + /tR(ta to)R(to, u) B(u)du

1) = R i) + [ Rty u)B(u)d.

D’ou le résultats.

Théoréme 3.15 Soient (t,y0) € I X R". La solution du systéme (H) est donnée
par :

Ve, y(t) = R(1, 1)y

e Preuve :
Il suffit d’appliquer le théoréme précédent sur B = 0.
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Section VIII e Systemes linéaires a coeflicients constantes

A\ vstemes linéaires a coefficients constantes
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