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Introduction a la théorie de la mesure

Historiquement, comme l'indique le nom, le but de cette théorie est de mesurer des en-
sembles. Sans s’en rendre compte, plusieurs types de « mesures » ont déja été rencontrées :

— Le cardinal d’un ensemble discret, par exemple le cardinal de {1,2,3,4} est 4, celui
de {1,9,26,74,106} est 5, celui de N est +oc.

— La longueur, 'aire, le volume d’une courbe, d’une figure plane, d’un solide en di-
mension 3.
Par exemple, la longueur de l'intervalle [—3,5] est 5 — (=3) = 8, l'aire du disque
D(0, R) est mR?, le volume du cylindre de base D(0, R) et de hauteur h est 7 R2h.

— La probabilité d'un évenement : par exemple si on lance un dé équilibré la probabilité
d’avoir un quatre est 1/6, celle d’avoir une face impaire est 1/2, celle de gagner au
loto (au premier rang) est 1/(%) ~ 5,24 x 1077,

Ces mesures sont des cas particuliers d’'une notion plus générale de mesure, outil de
base pour une nouvelle théorie de l'intégration, dite intégrale de Lebesgue (1902). Elle
généralise la notion déja vue de l'intégrale de Riemann (cf. [JCB-Riemann]), donc ce qui
est déja connu avec Riemann n’est pas perdu mais généralisé. Cependant, cette nouvelle
théorie

— s’applique a une classe de fonctions beaucoup plus grande (les fonctions mesurables) ;

— a des théoremes de convergence beaucoup plus puissants : théoreme de convergence

monotone, théoreme de convergence dominée pour avoir des résultats du type

lim / £o(2) dz = / lim £, (z) da

n—-+o0o n—-+o0o
ou
fulz) dz = fu(@) da;

— traite sans difficulté les intégrales multiples (théoremes de Fubini-Tonelli et de Fu-
bini) ;

— unifie les différentes facons de mesurer, par exemple le calcul d’une espérance de
variables aléatoires, d'une série, d’'une intégrale classique sont des cas particuliers
d’intégrales au sens de Lebesgue.

Cette théorie unifiante éclaire les analogies souvent constatées en L1, L2 entre les résultats
liés aux séries et aux intégrales de Riemann. De plus, cette théorie sert de cadre pour une
théorie des probabilités moderne due a Kolmogorov (cf. [JCB-probal).

11
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Remarque : Notons qu'une mesure est toujours associée a une famille d’ensembles a
mesurer. On appelera bientot ces familles des tribus ou des o-algébres.

Une référence classique pour ce cours est [Rud]. D’autres références sont [ACMR], [Bouyssel],
[BP] et [LCP] (en anglais), dont la partie “théorie de la mesure” a inspiré une partie de ces
notes.



Chapitre 1

Tribus (c-algebres) et mesures

Dans ce chapitre, on introduit les notions clefs de théorie de la mesure : les tribus
(appelées aussi o-algebre) en Section 1.2 et les mesures en Section 1.3. On présente les
principales propriétés des mesures en Section 1.4. On présente également la notion de
classe monotone, a la base de I’argument du méme nom en Section 1.5. On montre comment
compléter une tribu en Section 1.6 . On commence ce chapitre par rappeler les opérations
ensemblistes de base en Section 1.1.

1.1 Rappels ensemblistes

Dans toute la suite, on considere un ensemble de base X dont on considere des sous-
ensembles E, F,... et des familles de sous-ensembles. On rappelle que P(X) désigne la
famille de tous les sous-ensembles de X. Par exemple si X = {1, 2,3} alors

P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, X = {1,2,3}}.

En général si card(X) = n alors card(P(X)) = 2". En effet, cela se voit facilement par
récurrence : si n = 0 alors X = 0 et P(X) = {0} est de cardinal 2° = 1. Si le résultat est
acquis lorsque card(X) = n alors considérons X’ = X U {2’} de cardinal n + 1 et notons
que les sous-ensembles de X’ sont de deux types :
— ceux ne contenant pas z’, ce sont alors exactement des sous-ensembles de X, en
nombre 2" (hypothese de récurrence);
— ceux contenant z’ et ils sont alors exactement de la forme E'U {z'} ou F est un des
2" sous-ensembles de X ;
Finalement, X’ a 2" + 2" = 2"*! sous-ensembles, ce qui acheve la récurrence.

Opérations ensemblistes

On rappelle maintenant les principales opérations ensemblistes sur des sous-ensembles
E, F' d'un ensemble de base X :
— union: FEUF ={reX:x€ Eouz € F};
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— intersection : FNF={re X:x € Fetz e F};
— différence (ensembliste) : E\ F={z € F:x & F};
— différence propre : E'\ F' lorsque F' C E;

— différence symétrique : EAF = (E\ F)U(F\ E);
— complémentaire : E°=X\E={r e X :2 ¢ E}.

On rappelle quelques regles :
— commutativité : FUF =FUFE, ENF=FNE,
— associativité : (FUF)UG=EU(FUG), (ENF)NG=EN(FNG);
— distributivité : (FUF)NG = (ENG)U(FNG), (ENF)UG=(EUG)N(FUG);
— involution : (E€)¢ = E;
— lois de Morgan : (ENF)*=E°UF°, (EUF)*=E°NF°,
— E\F=EnFe

On dit que E et F sont disjoints si ENF = (.
On rappelle que pour montrer une égalité ensembliste £ = F', le plus simple est de montrer
la double inclusion £ C F et F' C E.

Noter enfin qu’en mathématiques le « ou » est un ou inclusif alors que dans le langage
usuel il s’agit d'un ou exclusif (thé ou café? C’est I'un ou 'autre mais pas les deux alors
que le « ou » mathématique autorise a prendre les deux).

Les opérations sur les ensembles peuvent faire intervenir plus de deux ensembles. Ainsi si
(Ei)ier est une famille quelconque d’ensemble indéxée par I alors | J,.; E; est I'ensemble
des x € X qui sont dans au moins un des £; pour i € I. De méme ;. F; est 'ensemble
des z € X qui sont dans tous les E; pour ¢ € [.

Dénombrabilité

Dans la suite de ce cours, la dénombrabilité est une notion fondamentale. De nombreuses
propriétés feront intervenir des familles dénombrables.

Définition 1.1 (Dénombrabilité) On rappelle qu’un ensemble E est dénombrable s’il
peut étre mis en bijection avec (une partie de) N, ie. il existe une injection f de E dans N.

Concretement, un ensemble E est dénombrable si on peut énumérer tous ses éléments.
L’ensemble N, bien sur, est dénombrable mais Z, QQ le sont aussi. Une réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables reste dénombarable. Par contre [0, 1] ou R ne le sont pas, ni N
ou de fagon plus exotique le Cantor non plus, cf. Remarque 2.15.

D’ordinaire, le terme dénombrable est utilisé pour les parties infinies dénombrables, mais
bien stir, les ensembles finis sont aussi dénombrables. En général, les familles dénombrables
ou les propriétés qui s’expriment en termes de dénombrabilité sont notées avec le préfixe
o pour témoigner de leur caractere dénombrable (exemples : o-algebre, o-additivité).
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Limites d’ensembles

Définition 1.2 (Suite monotone d’ensembles) — Une suite (E;);>1 est dite crois-
sante si pour touti > 1, on a E; C E;11. On note alors lim; E; = | J,~, E;.
— Une suite (E;);>1 est dite décroissante si pour tout i > 1, on a E; D Eiy. On
note alors lim; £; = (,~, Ei.

De facon générale, on peut définir les limites inférieure et supérieure d’'une suite d’ensembles

(Ei)i21 de X.

Définition 1.3 (Limites inférieure et supérieure) Etant donnée une suite d’événe-
ments (E;)i>1, on définit

la limite supérieure : limsup F; = ﬂ U E;
r oo i>1j>i

et la limite inférieure : liminf E; = U ﬂ E;.

1——+00

i>1j>i
Noter que
liminf F; C limsup £;. (1.1)
1—>r+00 i—-+00
En effet (., Er C E,; pour tout ¢ > n. On a donc (., B C U,s, £y pour tout p et
tout n.

On a alors pour tout n :

ﬂ E, C ﬂ UEq = limsup E,.

k>n p>1g>p nrteo

Finalement

U ﬂ Ey C limsup E,,

n>1k>n n—-4oo
c’est a dire I'inclusion (1.1).
De plus, les régles élémentaires sur les | J, [ et © (lois de Morgan) donnent sans difficulté :

(lim sup En) = liminf .

n—-+oo n—+00

Définition 1.4 (Suite convergente d’ensembles) Une suite (E;);>; est dite conver-
gente si liminf; o F; = limsup,_,, . F;.

Lorsque (£;);>1 est croissante alors liminf, ,, . E; = limsup,_, . F; = [J,», £ et lorsque
(E;)i>1 est décroissante alors liminf; , . £; = limsup;_,,  E; = (>, Ei. Dans les deux

cas, il s’agit évidemment de suites convergentes.

L’intérét des limites inférieure et supérieure provient notamment de l'interprétation sui-
vante qui permet de « traduire » en langage ensembliste une assertion logique :
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Proposition 1.5 Soit E;, i > 1, une collection infinie d’ensembles. Alors
— « A partir d’un certain rang, x est dans tous les E; » s’écrit

relJE  (=lminfE,).

! n——+00
i>1 5>

— « x est dans une infinité de E; » s’écrit

xEﬂUEj (:limsupEn).

i>15>i n—+oo

Démonstration :

e Pour le premier point : Soit = qui, a partir d'un certain rang, est dans tous les E;. On
traduit cela de la fagon suivante : il existe un rang p tel que pour tout rang g > p, x est
dans E,. D’apres la signification des symboles V,3,M, U, cela revient a écrire

T € U ﬂ E,

p>1 q>p ”
~— z est

il existe pour tout dans =
p>1 q>p

e Pour le second point, dire que = est dans une infinité de FE; est équivalent a dire que
« pour tout p, il existe ¢ > p avec x dans E,. »

En effet, si tel est le cas, x est bien dans une infinité de E; car, d’apres cette propriété,
— avec p = 0, il existe p; > p tel que z est dans E,,,
— avec p = py, il existe po > p; tel que z est dans F,,,
— avec p = po, il existe p3 > ps tel que z est dans F,,,

— avec p = py, il existe p,1 > p, tel que = est dans £, , |,

et finalement, x est dans chaque F, , n > 1, c’est a dire dans une infinité de £;. Récipro-
quement, sil est dans une infinité de Ej;, alors pour tout p, on trouve g > p tel que x € E,
sinon, ce serait qu’il existe p tel que pour ¢ > p, x n’est pas dans E,. Ou encore : x ne peut
appartenir qu’aux F; d’'indice ¢ < p, c’est a dire seulement a un nombre fini d’entre eux,
ce qui est faux.

Donc, pour ce deuxieme point, pour tout p, on trouve ¢ > p, tel que z € E,, en langage

V, d, cela s’écrit
T € ﬂ U E,

p=1 q>p :
~—~ ~—~ dx est

pour tout il existe 41 Fa
p>1 q>p



Chapitre 1. (©)JCB — L3 math — Université de Rennes 1 5

1.2 Algebres et o-algebres

On considere dans la suite X un ensemble fixé (des exemples typiques auxquels penser
sont X =Net X =R).

Définition 1.6 (Algebre) Une famille A de sous-ensembles de X est une algébre si
1. XeA;
2. A est stable par complémentaire : si A € A alors A€ A;
3. A est stable par réunion (finie) : si A, B € A alors AUB € A.

Remarque 1.7
— Nécessairement, I’ensemble vide () € A puisque 0 = X°.
— On peut remplacer X € A par A non vide car alors si F € A, on a aussi E° € A
et X =FUE°€e A
— Une algebre A est stable par intersection : si A, B € A alors ANB € A (un
ensemble vérifiant une telle propriété est appelée m-systéme).
— Par une récurrence immédiate, une algebre A est stable par intersection finie et

par union finie.
— Une algebre A est stable par différence (ensembliste) : si A, B € A alors A\ B € A.

Par exemple A = {0, X}, P(X), {AC X : Afiniou X \ A fini} sont des algebres de X.

Définition 1.8 (c-algebre, tribu) Une famille A de sous-ensembles de X est une tribu
ou une o-algebre si

i) XeA;
ii) A est stable par complémentaire : si A € A alors A° € A;
iii) A est stable par réunion dénombrable : si pour tout n > 1, A, € A alors|J,>, An € A.

Conséquences immédiates : pour une o-algebre A :
— Densemble vide () € A;
— une o-algebre est une algebre ;
— A est stable par intersection dénombrable : si pour tout n > 1, A, € A, alors
N,>1 An € A;
— en particulier, ANB € Aet AUB € A quand A et B sont dans A;
— si A,Be€ Aalors A\ B € A.

Exemples : {(), X} (la tribu grossiere), P(X) (la tribu totale), famille d’observables F en
probabilités sont des o-algebres.

Remarque 1.9 (Explication des axiomes d’une tribu) Une tribu est une famille d’en-
sembles sur laquelle une « mesure » va étre définie. C’est donc une famille d’ensembles a
mesurer (ce qu’on appelle en probabilités une famille d’observables).

On comprend bien les axiomes en les interprétant en termes d’évenements probabilistes :
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— Siun évenement A est observable, alors I’évenement contraire A¢ doit I’étre aussi :
c’est ce que dit la stabilité par complémentaire.

— Si deux évenements A et B sont observables alors I'événement A ou B (c’est a
dire AU B) doit I'étre aussi : c’est ce que dit la stabilité par réunion.

— La stabilité par réunion finie ne peut suffire. L’exemple suivant illustre ce fait.
On lance un dé jusqu’a l'obtention du premier as. Un tel éveénement ne pas étre
décrit par un nombre fini d’éveénements élementaires (a priori le numéro du lancer
du premier as peut étre arbitrairement grand). Si on note A I’événement « on obtient
un as » et A; « on obtient un as au i-eme lancer », alors

A:AIUAQ"'UAn"'U"':UAn

n>1

et pour que A soit observable quand les A,, le sont, il faut la stabilité par réunion
dénombrable de la tribu (des observables) A.
L’axiome de stabilité par réunion dit donc pour une collection dénombrable d’éve-
nements (A,),>1 : si chaque A, est observable alors 1'événement A; ou A; ou - - -
ou A,, ou --- l'est encore.

— L’évenement certain X est observable, c’est ce qui se cache sous 'axiome X est
dans la tribu.

— Les autres opérations sur les évenements observables comme « si A et B sont
observables alors A et B aussi » se déduisent des axiomes de base de la définition 1.8.

Les axiomes de la définition d’une tribu ne sont donc rien d’autre que la formalisation
mathématique des opérations (logiques) qu’on peut faire sur des ensembles « & mesurer »
(tels que les évenements).

Définition 1.10 (Espace mesurable) Un ensemble muni d’une tribu (X, A) est appelé
un espace mesurable.

Les ensembles A € A s’appellent aussi les (ensembles) mesurables.

Comme l'ensemble des parties P(X) de X est une tribu, cela semble la tribu la plus
commode a considérer sur un ensemble X (puisqu’elle est toujours disponible). Malheu-
reusement, pour beaucoup d’ensembles, cette tribu est trop grande pour définir de bons
outils dessus (les mesures) sans incohérence interne. Par exemple, pour généraliser la notion
de longueur sur R, on ne peut pas considérer P(R), il va falloir introduire une nouvelle
tribu : la tribu borélienne. De fagon générale, pour définir, les bonnes tribus a utiliser (ni
trop pauvre ni trop riche, telle que la tribu borélienne), on introduit la notion de tribu
engendrée et ce sont les tribus engendrées par de bonnes familles qui nous intéresserons.

Proposition 1.11 Une intersection quelconque de tribus est une tribu. (Les tribus sont
des famille de Moore.)

Démonstration : Soit A;,7 € I, des tribus. On montre que A = (.., A; en est une aussi.

il
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— D’abord X € A; pour tout i € I donc X € [),.; A = A.

— Soit A € A alors pour tout i € I, A € A;, stable par complémentaire donc A¢ € A;
pour chaque i € I. Mais alors, A° € A =(),.; A;. La famille A est donc stable par
complémentaire.

— Soit pour j > 1, A; € A=[),.; Ai. Pour chaque i € I, A; € A; donc 5, 45 € A;
car A; est une tribu. Finalemant, (J,;., A; € (;c; Ai = A, qui est stable par réunion
dénombrable.

La famille A satisfait tous les axiomes caractéristiques d’une tribu, c¢’en est donc une. [J

Définition 1.12 (Tribu engendrée) Soit M une famille de sous-ensemble de X (M C
P(X)). On note o(M) la plus petite tribu de X (pour linclusion) contenant M. On
Uappelle la tribu engendrée par M.

Proposition 1.13 La tribu engendrée par une famille M est donnée par

o(M) = N A.

A tribu contenant M

Démonstration : Notons B = [, tribu contenant m“A- D’apres la proposition précé-
dente B est une tribu et clairement elle contient M, si bien qu’on a o(M) C B d’apres
la définition de o(M). Puis o(M) est une tribu contenant M donc par définition de B,
intersection de telles tribus, on a B C o(M). Finalement, on a bien B = o(M). O

Exemple fondamental : Tribu borélienne

On considére un ensemble X muni d’'une topologie 7 C P(X). On rappelle qu'une
topologie est une famille d’ensembles 7T

— contient X ;

— stable par intersection finie;

— stable par réunion quelconque.
Cette définition est a comparer avec celle d’une tribu en Définition 1.8. Les ensembles de
T sont appelés les ouverts de la topologie.

Définition 1.14 (Tribu borélienne) La tribu engendrée par une topologie (c’est a dire
engendrée par la famille M = T des ouverts d’une topologie) est la tribu (ou o-algébre)
borélienne, notée B(X). Les élements de la tribu borélienne B(X) s’appelent les (ensembles)
boréliens de X.

Il s’agit de la plus petite tribu contenant tous les ouverts de X.

Remarque 1.15 La tribu borélienne B(X) de X contient
— les ouverts U ;
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— les intersections (),c; U; d’ouverts (I dénombrable) ;
— les réunions d’intersection |J;; ;e Ui d’ouverts I (I, J dénombrable);
— en généralisant le procédé : les réunions d’intersections de réunions de ... d’ou-

o SNU-NU-N U0

il jeJ keK leL meM neN

avec des ensembles d’indexation I, J,..., K, L,..., M, N, ... dénombrables.
Comme le processus ne s’arréte pas, on ne peut pas décrire tous les boréliens par des
réunions d’intersections (etc) d’ouverts. Par contre, dans le cas de X = R, on peut optimiser
la famille qui engendre B(R), c’est a dire choisir une famille encore plus petite que celle des
ouverts qui suffit pour retrouver toute la tribu borélienne B(R) avec les opérations J,[), ¢

Boréliens réels

Les boréliens jouent un role essentiel dans l'intégration (réelle). Dans cette section,
on considére X = R =] — 0o, +0o[ muni de sa topologie usuelle (topologie de 1'ordre qui
coincide avec la topologie engendrée par la distance usuelle | - |). On considére alors sur R
la tribu borélienne B(R) engendrée par les ouverts de sa topologie usuelle. On rappelle que
les ouverts de R sont des réunions dénombrables d’intervalles ouverts | J,,<,|an, b,,[ (réunion
finie ou dénombrable). -

Typiquement, les boréliens de R sont
— tout ouvert, tout fermé
— tout intervalle ouvert, fermé, semi-fermé, fini, infini;
— tout singleton {z}, ©r € R;
— tout ensemble dénombrable {x; :i € I}, I CN, z; €
rit.

En effet, Ja, bje B(R) car est ouvert, [a,b] = (),~,Ja—1/n,b+1/n[, [a, b= ,>;Ja—1/n,b],
Ja,b] = ,>1]a, b+ 1/n[ sont dans B(R). - -

Puis | — 00, b = (Uzgg,]]n—m])u]n, b, ]—00, b= U,p]—00, b—1/n], [a, +-00] =] — o0, al*,

Ja, +00[=] — 00, a]¢ sont aussi dans B(R).

Enfin, {z} = ,cnlz — 1, 2] € B(R).
Un ensemble dénombrable est une union disjointe de singletons donc est dans B(R).

Proposition 1.16 Les boréliens de R sont engendrés par
— les ouverts;
— les fermés;
— les intervalles ouverts |a, b| ;
— les intervalles fermés [a,b] ;
— les intervalles semi-ouverts [a, b[,|a, b].
— les demi-droites fermées | — 00, al ou [b, +o0|
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Démonstration : On utilise que tout ouvert O de R s’écrit (par un argument de connexité)
comme une réunion dénombrable d’intervalles ouverts |a;, b;| :

O = Jlas, bil. (1.2)

il

Puis on utilise des expressions du type

Ja.b = Jla+1/nb—1/n], Ja,b[= (] [a+1/n,b],

Ja,o = (J]a.b—1/n] Ja,b[ =]~ o00,a]"N] — o0, b]

pour montrer que les familles énoncées permettent de retrouver tous les intervalles ouverts
Ja, b[ et donc par (1.2) les ouverts de R. Les tribus engendrées par ces familles contiennent
donc B(R). Comme en plus elles sont incluses dans B(R), il y a égalité entre toutes ces
tribus. U

Remarque 1.17 Ces familles suffisent en appliquant les opérations licites dans les tri-
bus (réunion, intersection, complémentaire) pour retrouver tous les ensembles de la tribu
borélienne. Attention toutefois, cela n’empéche pas que certains ensembles de cette tribu
peuvent étre plus exotiques (ensemble de Cantor, Remarque 2.15).

1.3 Mesure

On a déja évoqué que le cardinal (d'un ensemble), la longueur (d'une courbe), I’aire
(d’une surface plane), le volume (d'un solide) ou encore la probabilité (d'un évenement)
sont différentes facons de mesurer des objets. Toutes ces notions sont des cas particuliers de
la notion générale de mesure. Ces mesures particulieres sont associées aux types d’ensemble
qu’elles mesurent. Pour une mesure abstraite, la famille d’éléments « mesurables » sera une
tribu : on définit une mesure sur une tribu. Considérons un espace mesurable (X, .A).

Définition 1.18 (Mesure) Une mesure p sur (X, A) est une application de A — [0, +00]
telle que

1) p() =0;

ii) si (Ap)n>1 est une suite dénombrable d’ensembles de A deuz a deux disjoints alors

,u( U An) = Z w(Ay)  (o-additivité).

n>1 n>1
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En particulier, la mesure peut prendre la valeur +o00 (ce n’est pas choquant, par exemple
N a un cardinal infini, et R une longueur infinie), mais elle doit étre & valeurs positives.
Comme +o00 est une valeur autorisée, il convient de définir de nouvelles regles de calcul sur
R = R U {—00, +00}. Ainsi, aux régles réelles usuelles, on rajoute

— pour tout a e R: —oo+a = —o00, +o00 +a = +00;

— pour 0 < a < 400 : a X (+00) = 400, a X (—o0) = —00;
— pour —c0o < a < 0:ax(—00) =400, ax (+00) = —00;
— 400 + (4+00) = 400, —00 — (—00) = —00;

— 0 %X (£o00) = 0.

Cette derniere convention se justifie en considérant la surface de R considérée comme
une surface de longueur oo et de largeur 0 : son aire est nulle et donc 0 x (400) doit
faire zéro. Attention, cette convention induit un probléeme de continuité pour le produit
(r,y) € R?® — xy puisquavec z, = 1/n et 3, = n, on a z,9, = 1, qui n'est pas
(limn_>+Oo xn) (1imn_>+oo yn) =0 X (+o00) =0.

Définition 1.19 (Espace mesuré) Le triplet (X, A, u) est appelé un espace mesuré (es-
pace mesurable + mesure).

Remarque 1.20 (En pratique) — Si l'espace X est discret, par exemple N, la
tribu totale P(X) est une bonne tribu & considérer.
— Si l'espace X est topologique, la tribu borélienne B(X) est une bonne tribu a
considérer. Par exemple pour R : B(R).

Exemple 1.21 e Mesure de comptage (ou de dénombrement) sur (X, P(X)) :

card A si A est fini
n(A) = {

+0o0 sinon.

e Mesure de Dirac sur (X, P(X)) : soit a € X,

1 sia€e A
5a(A)_{O siad A.

La mesure de Dirac ¢, indique si un ensemble contient ou non le point a.
Par exemple do([—1,1]) = 1,60(]0,1]) = do(R*) = 0, 52(N) = 1, 6,(Q) = 0.

e Exemple fondamental : la mesure de Lebesgue (cf. Chap. 2)

Théoréme 1.22 (Mesure de Lebesgue) Il existe une unique mesure A sur (R, B(R))
telle que
— pour tout intervalle [a,b] borné, on a : A(|a,b]) = A(Ja,b]) = b — a.
— dnvariance par translation : pour tout A € B(R), A(A+x) = AMA) ot A+x =
{a+z:a€ A}.
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La mesure de Lebesgue A généralise la notion de longueur d'un intervalle a tous les boréliens
A € B(R). Il aurait été vain de chercher a généraliser la longueur & une mesure qui mesure
toutes les parties de R (c’est a dire une mesure sur tout P(R)) car on montre qu’une telle
généralisation sur P(R) contient une incohérence. Il faut se contenter d'une généralisation
sur la tribu borélienne B(R) .

e Probabilité : Traditionnellement, dans le cadre probabiliste, on note (2, F,P) plutot
que (X, A, n). Dans (2, F,P), 2 est un ensemble (dit espace de probabilité), F une tribu
appelée la famille des observables, et P une mesure appelée probabilité, c’est a dire une
mesure de poids 1 : P(Q2) = 1.

Définition 1.23 Soit p une mesure sur (X,.A).

— On appelle poids de p la quantité p(X).

— Si p(X) < 400, alors la mesure p est dite finie.

— Si X se décompose en X = J,~; Xn avec u(X,) < 400 alors la mesure est dite
o-finie. -

— Si u(X) =1, alors la mesure p est dite de probabilité.

— La mesure p est dite borélienne si A = B(X), ie. u est définie sur une tribu
borélienne.

— La mesure u est dite de Borel si elle est borélienne et est finie sur tous les
ensembles compacts.

Par exemple :
— Sur R, la mesure de Lebesgue \ est
— borélienne,
— une mesure o-finie car

R = U [—n, n] et A([—n,n]) = 2n;

neN

— une mesure de Borel car pout tout compact K, il existe n tel que K C [—n,n]
et A(K) < A([—n,n]) = 2n.
— Une mesure de Dirac ¢, est une mesure de probabilité (dégénérée) car d,(X) = 1.
— ([0,1],B([0,1]), A) est un espace de probabilité car A([0,1]) = 1.
— Un exemple de mesure finie est la mesure de dénombrement sur un ensemble fini X
puisque la mesure de X est card(X) qui est fini.

Définition 1.24 Soit u une mesure sur (X, A).

— (Atome) On appelle atome de p tout a € X tel que {a} € A et p({a}) > 0.

— Si (X, A) est un espace de Borel (ie. X espace topologique et A tribu de Borel),
on appelle support (topologique) de p le plus petit ensemble F' fermé de X tel que
p(F€) =0, il s’agit de l'ensemble des v € X tel que pour tout voisinage U de x on
a p(U) > 0. Dans la suite, on notera Supp(u) ce support.
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1.4 Propriétés des mesures

e Croissance : Une mesure p est une application croissante : si A, B € A avec A C B,
alors u(A) < u(B).
En effet A= BU(A\ B), comme 'union est disjointe, par additivité, on a

1(A) = u(B) + u(A\ B)

et u(A\ B) > 0.
e Additivité : Si A, B € A avec AN B = () alors

u(AU B) = u(A) + u(B).

e Différence propre : Si A, B € A, B C Aet u(A) < +oo, alors u(A\ B) = pu(A) — u(B).
En effet, cela vient de la décomposition A = BU (A \ B), union disjointe.

e Croissance séquentielle : si A, € Aet A, C A,.1 pour n > 1 alors

,u( U An> = lim wu(A,). (1.3)

n——+00
n>1

En effet, on note que | J,_, Ax = A,. Soit C,, = A, \ A,—1, n > 1, (avec 4y = (). On
montre facilement que (J;_, Cx = U;_; Ax : une inclusion vient de ce que Cy C Ay, pour
tout k, l'autre de ce que si z € | J;_, Ax alors en notant k& le plus petit entier tel que x € Ay,
alors on a x € Cy car © & Aj_; et donc z € |J;_, Ck. De plus les Cy, k > 1, sont deux a
deux disjoints : si x € C}, alors x € Aj_1 et donc x € C) pour | < k. Comme les C}, sont
disjoints, on a

lim wp(A4,) = lim u(LnJ ) lim u(LnJ >: lim Z,u Cr) (additivité)

n——+o0o n——+o0o n——+o0o n——+o0o
k=1
= Z w(Cr) = ( U Ck) (o-additivité) = ,u( U Ak>.
k=1 k=1

e Décroissance séquentielle : si A, € Aet A, D A1, n>1etsi u(A;) < +oo alors

n——400

M( ﬁo An> = lim (A (1.4)

Comme p(A;) < +00, on peut passer aux complémentaires dans A; : en notant B; = A\ A4;,
la suite B;, © > 1, est croissante et d’apres le cas précédent

Jim w8 = (U B)
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Comme p(A;) < +oo, on a u(By,) = (A1) — p(As) et U, sy Br = A1 \[,>1 An de mesure
M( Uns1 Bn> = u(Ay) — ,u< N>t An), on a donc

im (p(Ar) = p(An)) = p(Ar) = u( N An)

n>1

et il suffit de retrancher p(A;) < 400 (et changer le signe) pour conclure.

Contre-exemple pour la décroissance sans hypothese de finitude sur la mesure : sur (R, B(R), \),
—+o00

soit A, =|n,+o0], on a ﬂ A, = 0 de mesure nulle tandis que lim,, . A(A4,) = +oc.
n=1

e /1 est sous-additive : si A, € A pour n > 1, alors

,u( U An> < Z u(Ay,)  (sous-additivité).
n>1 n>1
En effet, il suffit de prouver (AU B) < u(A) + p(B), la preuve se complete ensuite par

récurrence pour avoir p( (J, A;) < >0, u(A;) puis par croissance séquentielle (1.3)

A(VESERENT(VENERED WIERED I8

n>1 n>1

On utilise la décomposition AU B = (A\ B)U (AN B)U (B \ A) en ensembles disjoints,
par additivité :

pAUB) = p(A\ B)+pu(ANB) +pu(B\ A)

p(A) + p(B\ A)

+p
u(A) + u(B).

IN

Définition 1.25 (Négligeable, presque partout) — Un ensemble N de (X, A, )
est dit p-négligeable s’il existe A € A tel que N C A et u(A) = 0.

— On dit qu’une propriété est vraie p-presque partout (u-p.p.) sur (X, A, ) si l’en-
semble des x € X pour lesquelles elle n’est pas vraie est négligeable. Sl n’y a pas
d’ambiguité sur la mesure p dont on se sert, on écrit seulement presque partout et
on note p.p.

1.5 Classe monotone

Dans cette section, on introduit un procédé d’extension des définitions de certains objets
sur les tribus apres les avoir définis sur des classes restreintes d’ensemble.
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Définition 1.26 (Classe monotone ou A-systéme) Une famille M de parties de X
est appelée classe monotone si

i) X e M;
ii) M est stable par différence propre : lorsque A,B € M et B C A, alors A\ B € M;

iwi) M est stable par réunion dénombrable croissante (A; € M, j > 1, A; C Ajpq1 =
Uj21 A, e M).

Remarque 1.27 — Une classe monotone est stable par complémentaire : il suffit

d’écrire A= X \ A pour X, A € M.
— Une classe monotone est stable par intersection dénombrable décroissante : si
(B;)i>1 est une suite de M telle que B; D B;iq1, i > 1, alors A; = Bf € M car
A; = X\ B; et (A;);>1 forme une suite croissante de M pour laquelle | J,-; 4; € M
N >

mais alors ()5, Bi = (Uizl Ai> e M.
Une classe monotone est donc stable par limite monotone d’ensembles (croissante
ou décroissante), cela justifie la terminologie.

Quelques propriétés

Proposition 1.28 Une intersection d’un nombre quelconque de classes monotones est en-
core une classe monotone.

Démonstration : Méme type de preuve que pour les tribus dans la Prop. 1.11. U

Définition 1.29 (Classe monotone engendrée) Pour € C P(X), on appelle classe
monotone engendrée par &, la plus petite classe monotone contenant &, c’est a dire l'in-
tersection de toutes les classes monotones contenant €. On la note M(E).

Proposition 1.30 Une tribu est une classe monotone.

Démonstration : Les premier et troisieme points de la définition1.26 sont immédiat pour
une tribu A. Pour le deuxiéme point, il suffit de voir que A\ B = AN B® pour s’assurer
que A est stable par différence (propre). O

Par contre, toute classe monotone n’est pas une tribu; par exemple sur X = {a, b, ¢, d},

M = {@, {a,b},{c,d},{b,c},{a,d},{a,b,c, d}}

est bien une classe monotone mais pas un tribu car par exemple {a,b} € M et {b,c} € M
alors que {a,b} U{b,c} ={a,b,c} ¢ M. Pour avoir un résultat réciproque a la Prop. 1.30,
il faut une condition en plus :
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Proposition 1.31 Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.

Démonstration : Une classe monotone est stable aussi par réunion finie en vertu de
'axiome ii) de la Définition 1.26, écrire : J_; A; = (N, 4%)°. On utilise alors la reécriture
d’une réunion dénombrable comme une réunion croissante : pour toute famille A;, j > 1,

Ujs1 45 = Ujsi (Ukﬁj Ak>'

Théoréme 1.32 (des classes monotones) Soit & une famille de parties de X stable par
intersection finie (ie. € est un m-systéme). Alors M(E) = o(E).

En pratique, on utilise le résultat sous la forme suivante :

Corollaire 1.33 (Classes monotones) Soit M une classe monotone contenant la fa-
mille de parties €, stable par intersection finie (ie. € est un w-systeme). Alors o(£) C M.

Démonstration : Par le Th. 1.32, on a 0(€) = M(E). Mais comme M est une classe mo-
notone contenant £ on a aussi par définition de C' : M(E) C M. Finalement, ¢(£) C M. O

Démonstration : En vertu de U'exemple 2) ci-dessus, o(€) est une classe monotone qui
contient £ et donc M(E) C o(E€). Pour prouver I'inclusion réciproque, on montre que M(E)
est stable par intersection finie car alors, d’apres 'exemple 3) ci-dessus, M(E) sera une
tribu contenant &, et on aura o(€) C M(E). Il suffit donc de prouver que si A, B € M(E),
alors AN B € M(E). Pour cela, soit

My :={AeM():VBe& ANB e M(E)}.

Comme &, m-systeme, est stable par intersection finie, on constate que M contient £. Puis
on vérifie facilement que M est une classe monotone car

— XeMijcar X e M) etpour BEE, BN X =Be & C M(E).

— si A1, Ay € My avec Ay C Ap alors Ay \ Ay € M(E) car M(E) est une classe
monotone puis pour B € £ on a (A \ Ay) N B = (AN B) \ (A2 N B); mais
AiNB,AANB € M(E) car Aj, Ay € M, ; puis comme M(E) est stable par
différence propre, on a (A; \ A2) N B € M(E); finalement A; \ Ay € M;.

— si Ay, j > 1, est dans My avec A; C Ajyq alors ;5 A € M(E) car M(E) est stable
par réunion croissante ; puis, pour B € &, (sz1 Aj) NB=U;s(4,NB) € M(E)
car A; N B € M(E) et la stabilité par réunion monotone s’ensuit.

Finalement, M; est une classe monotone contenant £ donc contient aussi M(E) et, par

définition est contenu dans M(E), ce qui donne My = M(E).
Soit maintenant

My :={Ae M(E):VB e M(E),ANB e M(E)}.

L’ensemble M est aussi une classe monotone (faire comme précédemment avec M; a la
place de &£). De plus il contient £ : on doit pour cela montrer que si A € &, alors pour
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tout B € M(E) on a AN B € M(E). Mais comme B € M(E) = My, et A € &, on a
ANB = BNA € M(€) (par définition de M;). On a donc M, classe monotone contenant £
et donc M(E) C M,. Comme par définition on a aussi My C M(E), il vient My = M(E)
ce qui montre que M (E) est stable par intersection finie.

D’apres 'argument qui commence la preuve, le théoreme des classes monotones (Th. 1.32)
est prouvé. Il

Application du théoréme des classes monotones

Théoréme 1.34 (Dynkin) Soient deuz mesures finies puy et ps sur (X, .A) de méme poids
(p1(X) = pua(X) < 4+00), qui coincident sur C C A, sous-famille stable par intersections
finies (on parle de m-systéme) et qui engendre A. Alors py et o sont égales sur A.

Démonstration : Soit M = {A € A : u1(A) = pe(A)}. Alors, a nouveau, on constate
facilement que M est une classe monotone qui contient C (hypothese) :

— X € M car 11(X) = pa(X) par hypothese.

— Si A, B € M avec B C A alors

(AN B) = pi(A) — pn(B) = p2(A) — p2(B) = p2(A\ B).

— SiAj € Mavec A; C Ajyq, @ > 1, alors par croissance séquentielle (1.3) :

i1 ( U Aj> = lim yu(4j) = lim py(4;) = M2< U Aj)-
j21 Jj=z1

Comme C est un 7-systeme, le Théoreme des classes monotones (Th. 1.32) garantit que

o(C) C M ce qui conclut la preuve du théoreme de Dynkin. O

Le résultat suivant est une version o-finie du théoreme de Dynkin (Th. 1.34) :

Corollaire 1.35 Soit (X,.A) un espace mesuré et py, ps deur mesures telles que X =
U, > Xn avec (X)) = p2(X,) < +o0o. Si pg et py coincident sur une famille C C A
stable par intersection (m-systéme) contenant les ensembles X,,, n > 1, et qui engendre A.
Alors py = o sur A.

Démonstration : Quitte a remplacer les X,, par Y, = ,_,; X, n > 1, et & utiliser la
croissance séquentielle de uy, s, on peut supposer les X,,, n > 1, croissants. Le théoreme
de Dynkin (Th. 1.34) s’applique a ,ugn) = |x,, et ;é") = li9|x,, Puisque ce sont des mesures
finies de méme poids. On a pour tout A € o(C) : u{™(A) = uIV(A), ie. p(AN X,) =
p2(A N X, ). Mais par croissance séquentielle (1.3), on a

lim m(AnX,) = m(JANX))=mA)

n—-+o0o
n>1
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lim (AN X)) = w([JANX)) = m(A)

n—-+oo
n>1

On a donc 11 (A) = pz(A) pour tout A € ¢(C) en passant 2 la limite dans 4™ (4) = u{” (A).
U

Remarque 1.36 Avec C l'ensemble des intervalles de R (stable par intersection finie)
et X,, = [-n,n], on montre 'unicité de la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)) (car on a

B(R) = o(C)).

1.6 Tribu complete

Si p est une mesure sur une famille £ et E € & est tel que u(F) = 0 alors u(F) = 0
pour tout F' € & tel que F' C E. Cependant si ' C F mais F' ¢ £, u(F') n’est pas définie
et on ne peut pas dire u(F) = 0. Ce constat déplaisant suggere que la mesure p n’est
pas définie pour assez d’ensemble et incite a compléter la mesure en une mesure sur une
famille £ qui vérifierait : si u(E) = 0 pour E € &, alors nécessairement F' C E vérifie
F € & et u(F) = 0. On dit alors que la tribu £ et la mesure ji sont complétes. Lorsqu une
tribu A n’est pas complete (pour une mesure p), on peut considérer la plus petite tribu
complete la contenant, on 'appelle la tribu complétée de A. Cette complétion est I'objet
de cette section, pour cela on élargit la famille sur laquelle p est définie en ajoutant tous
les ensembles qui devraient avoir pour mesure 0.

On considére une mesure p sur une o-algebre A et on étend p sur une tribu complétée.
Pour cela, on considere la famille d’ensembles suivante :

.A# = {E c X : 3A1,A2 € .A, tels que AL CEC Ay et ,u(Ag \ Al) = 0} (15)

Proposition 1.37 En notant N la classe des ensembles p-négligeables, ie. N = {N C
X:3Ae A:NC A uA) =0}, ona A, =c(AUN).

Démonstration : D’abord, on montre que A, en (1.5) est une o-algebre :
— X € A, puisqu’avec A; = A, = X on vérifie la définition.
— st B € A, alors 3A4;,A; € A, telsque Ay C E C Ay et u(Ay \ A1) =0 et on a
AS AS € A tels queA§ C E€ C A et p(A\ AS) = u(AS N Asy) = u(Ay \ Ay) = 0.
On a donc bien E° € A,,.
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— Soit (E;)i>1 une suite A,. Avec des notations évidentes, on a

UAicJE clJ4

i>1 i>1 i>1

avec ;s Al Ujsy Ab € Aet

(U4)\ (UAar) € s ai)

et donc
(L)1 (U) ) =u(Uosi a0) < T o

Comme A C A, et N C A, ona AUN C A, et puisque A, est une tribu, o (AUN) C A,,.
Puissi E € A, alors E =AU (E\ A) € 6(AUN) puisque A; € Aet E\ A e N. O

Théoreme 1.38 On définit i sur A, par i(E) = p(Ay) = p(Az) lorsque Ay C E C Ay
avec A1, As € A et un(Az\ A1) = 0. La fonction d’ensemble [ est bien définie et il s’agit de
la seule mesure sur A, qui prolonge p (ie. qui coincide avec j sur A).

Démonstration : Siona Ay C EC As et By C E C By alors A, UB; C E C Ay, N By
avec AyUDB; € Aet AyN By € A et comme (Ay N By) \ (AU By) C Ay \ Ay, on a

Comme A; C AjUB; C AyN By C Ag et u(Ay) = pu(Az), on a en fait
1(ArU Br) = p(As N Bs) = p(Ar) = p(Az) = p(B1) = p(Bs)

ce qui assure de la cohérence de la définition de i via Ay, Ay ou By, Bs.
Il s’agit d’'une mesure car () = 0 et si les E; € A, i > 1, sont disjoints alors avec des

notations évidentes
UaicJE clJ4

A(UE) =n(Uar) =D nan) =Y ak)

car les A%, 7 > 1, sont disjoints, et ce qui établit la o-additivité.
De plus, il est clair que ji prolonge p puisque si F € A alors A; = E = Ay et u(E) = pu(FE).
Puis, si v est une autre mesure sur A, prolongeant p. Soit E' € A, alors

V(E) = v(A U (E\ A)) = v(A)) + v(E\ Ay)
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mais v(A;) = (A1) = a(E) et v(E\ Ay) < v(Az\ A1) = u(Asy \ A1) = 0. Ainsi on a bien
v(E)=uE). O

On poursuivra 'étude d’espace mesuré complété avec les fonctions A,-mesurables au
Chap. 3 en montrant qu’on peut les approximer par des fonctions mesurables par rap-
port a A, cf. Prop. 77.



Chapitre 2

Mesure de Lebesgue

Dans ce chapitre, on construit la mesure de Lebesgue avec la notion de mesure extérieure
qu’on introduit en Section 2.1. La mesure de Lebesgue est construite en Section 2.2 et on
discute les principales propriétés de la mesure de Lebesgue Section 2.3.

2.1 Mesure extérieure

On introduit la notion de mesure extérieure. Ce nouveau type de mesure présente
I’avantage de pouvoir étre défini sur tous les sous-ensembles d’un ensemble donné X, a
priori donc sans structure de tribu. L’inconvénient est qu’une mesure extérieure dispose
de bien moins de propriétés, cf. Section 1.4. Mais dans la section suivante, les mesures
extérieures seront un outil pour construire des (vraies) mesures intéressantes (en particulier
la mesure de Lebesgue).

Définition 2.1 (Mesure extérieure) On appelle mesure extérieure toute fonction d’en-
semble p* positive, définie pour tous les sous-ensembles E de X telle que

— u* est monotone, ie. A C B implique p*(A) < p*(B);

— u* est o-sous-additive, ie. si (E;);>1 est une famille dénombrable quelconque alors

* *
I <UEz> <Y u(E).
i>1 i>1
On associe & une mesure extérieure une notion de mesurabilité :

Définition 2.2 (p*-mesurabilité) Un ensemble E est dit j1*-mesurable si pour tout sous-
ensemble A de X, on a
pH(A) = p (AN E) + p (AN E) (2.1)

te. E/ est p*-mesurable si tout ensemble se décompose additivement relativement a p*. On
note S+ la famille des ensembles p1* mesurables.

20
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Comme l'autre sens est due a la sous-additivité, il suffit de montrer p*(A) = p*(ANE) +
W (AN E°) pour établir (2.1).

Proposition 2.3 Soient E,F € S« et A C X.
L w(A)=p*(ANENFE)+ *(ANENF)+ p*(ANENF)+ p* (AN E°NF°);
2. W”r(AN(EUF)) = (ANENF)+p(ANENF)+p (ANENF®);
3. Si B, F sont de plus disjoints alors

p(AN(EUF)) =p(ANE)+ p (ANF).
Démonstration : 1) Comme E est p*-mesurable, on a
1 (A) = (AN E) + (AN B9 (2.2)
Puis comme F' est p*-mesurable, on a

p(ANE) = p(ANENF)+p" (ANENFS) (2.3
p(ANEY) = p(ANE°NF)+ p (AN E°NF°) (2.4)

~—

ce qui donne le résultat en reportant (2.3), (2.4) dans (2.2).
2) vient de 1) en écrivant remplacant A par AN (E U F) et en utilisant

AN(EUF)NENF=ANENF, AN(EUF)NE‘NF°=1.

3) suit immédiatement de 1) avec EN F = (. O

Proposition 2.4 Si p* est une mesure extérieure, la famille S, des p*-mesurables est
une o-algebre. Si (E;);>1 est une suite d’ensembles disjoints de S, et E = Uizl E; alors
W (E) =3 sy 17 (E;). Ainsi, la restriction j = M. de 1" a S,» est une mesure sur S,«.

Démonstration : On commence par montrer que S, est une o-algebre. Il suit immédia-
tement de la définition de p* que si E € S, alors E° € S« si bien que S+ est stable par
complémentaire.

Puis, si £, F € §,» et A C X alors d’apres la Prop. 2.3, on a

W) = p(AN(BUF))+p (AN E* N F)
= W (AN(EUFR)) +pu (AN (EUF))

si bien que EUF € S,» et donc S+ est une algebre (non vide car X € S,»). Pour montrer
que S, est une o-algebre, il reste a établir la stabilité par union dénombrable.

En fait, il suffit de voir la stabibilité par union dénombrable d’ensembles disjoints car
une union dénombrable J,., A, s’écrit comme une union dénombrable disjointe | J,~, B
avec N, € S, quand A, € S,- : en effet, on écrit d’abord |J,,»; An = U,;»; Cn avec les



Chapitre 2. (©)JCB — L3 math — Université de Rennes 1 22

Cn = Up_; Ay, croissants, puis on prend By = Cy = Ay, By = Cy, \ C4,... B, = C, \ Cy_1,
les B, sont bien disjoints (croissance des C,,) et Ur—; Bx = Up—; Cx = Up_; A donc
U,>1 Bn = U,,>; An; puis comme S,- est une algbre, si les A,, sont dans S+, alors les C,
aussi (stabilité par union finie) et les B,, = C,, N C%, aussi (stabilité par intersection et par
complémentaire).

On montre donc que si (E;);>; est une suite d’ensembles disjoints de S, alors E =
U,;>; Ei € S+ Par récurrence, d’apres la Prop. 2.3, on a

i=1 i=1
En écrivant F,, = |J_, E;, on a F,, € S,- (car c’est une algebre) et donc pour tout A, on a
W(A) = WANF) + (AN FY)

= > W(ANE)+ (AN FY)

i=1
> Y p(ANE) + p(ANE°)
i=1

puisque £ C Fy et u* est monotone. Comme cela est vraie pour tout n > 1

(4) > S ANE) + (AN EY) (25)
i>1
> pr(ANE)+ p (AN E°) (2.6)
puisque AN E = j:of(A N E;) et par o-sous-additive u*(AN E) < Z;;of wW(ANE;).

L’inégalité obtenue est complétée par sous-additivité de p* pour avoir une égalité et prouver
que I € §,+. Ainsi, S, est stable par union dénombrable disjointe et union dénombrable
quelconque. 11 s’agit donc bien d’une o-algebre.

Pour montrer que p* est une mesure, noter que comme p*(A) = p*(ANE)+p*(ANE®), les
inégalités dans (2.5) sont en fait des égalités et donc pour toute suite (£;);>1 d’ensembles
disjoints de S« avec E' = J;5, Ei, on a

WA = (AN E) + p (AN E°).
i>1
Avec A = E, le dernier terme s’annule et on a AN E; = F;, soit
wH(E) =) w(B),
i>1

ie. u* est bien o-additive et donc une mesure, ce qui acheve de prouver le theoreme. [l
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Proposition 2.5 La tribu des mesurables S,- d’une mesure extérieure p* est compléte
pour la mesure p = ,u‘*s . induite.
"

Démonstration : Soient A € S+ tel que pu(A) = p*(A) =0 et B C A. Par croissance de
wyona p*(ENB) < p*(FE) < p*(A) =0 et donc p*(E N B) = 0. Puis par sous-additivité
et croissance comme E = (EN B)U (EN B¢, on a:

WH(E) < w*(EQB) + @' (BN B) = (BN B) < ' (E) (2.7)

on a donc égalité dans (2.7) et B € S,». On a alors u(B) = p*(B) < p*(A) = p(A) =0,
soit p(B) = 0. O

2.2 Construction de la mesure de Lebesgue

On considere 'ensemble X = R. L’objectif est de construire une mesure qui étend la
notion de longueur ¢ définie correctement définie seulement sur I’ensemble des intervalles
bornés semi-ouverts

P ={la,b]: —oo < a <b< oo}

par ¢(]a,b]) = b — a. Pour appliquer la stratégie de la Section 2.1, on définit la mesure

extérieure
¢*(E) = inf (Z(bn —ay): EC | J]an, bn[> . (2.8)

n>1 n>1

Proposition 2.6 La fonction d’ensemble (* définie en (2.8) est effectivement une mesure
extérieure.

Démonstration : Il est clair que ¢*(()) =0 car ) C] — ¢, ¢[ et £*(0) < 2¢ pour tout £ > 0.
On a (* croissante car pour £ C F alors si I'union <@y, b,[ couvre F elle couvre aussi
FE si bien que I'inf définissant E porte sur plus de termes et de ce fait on a ¢*(E) < ¢*(F).
Soit maintenant (E,),>1 un suite de sous-ensembles de R. Sl existe ng tel que ¢*(E,,) =
+o0 alors ) o, ¢*(E,) = 400 et on a immédiatement

C(E) <) (B, (2.9)

n>1

On peut donc supposer *(FE,) < 400 pour chaque n > 1. Etant donné ¢ > 0, pour chaque
n > 1, il existe des |ay, k, by k[[€ P tels que

By C Jlanm burl, et D (buk — ang) < C(E,) +/2"

k>1 k>1
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Mais alors

et

E*( U En> DI ESY (E*(En) n 5/2"> <3 r(E) e (210)

n>1 n>1 k>1 n>1 n>1

Comme € > 0 est quelconque, on déduit de (2.9) la o-additivité (2.9). O
D’apres la Prop. 2.6, on peut appliquer la Prop. 2.4, et A = 6‘*3(6*) est une mesure sur S(£*).

On a alors

Proposition 2.7 Les boréliens de R sont £*-mesurables, ie. B(R) C Sp+. De plus A(Ja, b) =
A[a,b]) =b—a.

Démonstration : 1) Comme B(R) est engendrée par la famille des ensembles du type
| — 00, z], x € R, il suffit de montrer que | — oo, z] € Sp-.

Pour cela, soit £ C R tel que E C |J,+]an, by[. Comme | — oo, z|N]a,, b,[Cla, A z, (b, V
x) +¢/2" et | — oo, z]Nan, b,[Cla, V x,b, V z[, on a

]—oo,x]ﬂECU]an/\x,(bn/\x)—l—g/Q”[, ]—oo,x]CﬂECU}an\/x,bn\/m
et _ _
¢(]— 00,2l NE) < Z((bn/\x)—(an/\x)—f—g/Q”)
(= o0,2f NE) < Z((bn\/x)—(anv@)
d’ou

(] — oo, 2] N E) 4+ (] — 00,2]° N E) SZ(bn—an)~l—e.

n>1

Comme € > 0 est arbitraire, on a

(] — 00, z] N E) + (] — 00,2]°N E) §Z(bn—an)

n>1
et comme ceci est vrai pour toute union | J,,5]an, b,[D E, on a
(] — oo, 2] NE) 4+ (] — 00,2]°N E) < (*(E)

et avec la sous-additivité de la mesure extérieure £*, on a l'égalité, ce qui prouve que
| — 00, 2] € S« et donc B(R) C Sp-.
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2) Comme [a,b] Cla —e,b+ ¢[, on a £*([a,b]) < (b — a) + 2¢ et donc, en faisant tendre
e \¢ 0, ¢*([a,b]) < (b—a). 1l reste a voir ¢*([a,b]) > (b — a). Supposons alors [a,b] C
Uns1)@n, bu[. Par compacité, on peut extraire une couverture par un nombre fini d’ouverts,

disons [a,b] C U, ]as, b;]. On a alors par des manipulations algébriques élémentaires :

(b—a) < Zb —a;) <Zb —ay).

n>1
Comme cela est valable pour toute union (J,,]an, bn[D [a, b], on en déduit b—a < £*([a, b])
et finalement, on a ¢*([a,b]) = b — a.

Notons pour conclure que comme {a} Cla—¢,a+¢[, on a £*({a}) < 2¢ et donc, en faisant

e\ 0, ¢*({a}) = 0. On a donc aussi

¢ (Ja,b]) = £*([a, 1)) — ¢*({a}) — ({8} = £ (la.8]) = b —a.
O

On a B(R) C Sy (Prop. 2.7) et Sy« est compleéte pour A = lis,. (Prop. 2.5), en fait on a
mieux :

Proposition 2.8 La tribu complétée de B(R) est Sp«. Dans la suite, on note L(R) et elle
s’appelle la tribu de Lebesgue.

Démonstration : Notons B(R) la tribu complétée de B(R).
On a vu que si B C R est tel qu'il existe N € B(R) avec A(N) = 0 alors £*(B) = 0 et
B € Sps, ie. B(R) C Sp-.

Réciproquement si A € S+, on montre qu’il existe B,C' € B(R) tels que C C A C B et
MB\C) = 0. On écrit A =5, A, avec A, = AN| —n,n[, comme £*(A4,) < *(]—n,n[) =
A(] = n,n[) = 2n, pour tout p > 1, il existe une couverture A, = J;>,|ax p, bx | telle que

Zkzl (bk,p - ak,p) < (*(A,) + 1/p. Prenons

Bn = m U]akm, bk,p[.

p>1k>1

Alors A, C B, B, € B(R) et

*(B,) < é*( U]Q’W’ bk,p[> < Z (bkp — arp) < C(E,) +1/p.

k>1 k>1

Comme ceci est valable pour tout p > 1, on a A\(B,,) = ¢*(B,) = (*(A,).

En faisant la méme chose pour | —n n[\An, on trouve C,, € B(R) tel que \(C,,) = €*(C,,)
*(A) et C,, C A,. En particulier comme C,, C A,, C B, ona \(B,\C,,) = A\(B,)—A(C,)
0. On a donc A, € B(R) et A = Uzt An € B(R).

(I
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Remarque 2.9 (Borélien et Lebesguien) On a
B(R) ¢ L(R) & P(R)

avec des inclusions strictes (argument de cardinalité pour la premiere, axiome du choix
pour la deuxieme).

Théoréme 2.10 (Existence et unicité de la mesure de Lebesgue) Il existe une uni-
que mesure A sur B(R) qui étend la notion delongueur des intervalles : X([a,b]) =b—a et
A est o-finie. On Uappelle la mesure de Lebesque.

Démonstration : D’apres la Prop. 2.6, ¢* définie en (2.8) est une mesure extérieure. La
Prop. 2.4 affirme alors que Sp- est une tribu sur laquelle la restriction A = (5, est une
mesure avec A([a,b]) = A(Ja,b[) = b — a d’aprés la Prop. 2.7. Il est clair que A est o-finie
car A([—n,n]) =2n < 400 et R =, ~,[—n, n|. Il reste a voir I'unicité.

Supposons que m,m’ sont deux mesures sur B(R) telles que
m([aa b]) = m/([a’v b]) =b—a.

Le but est de montrer m(A) = m’(A) pour tout A € B(R).

Sur [—n,n|, m et m’ ont mémes poids 2n et coincident sur les ’ensemble P,, des intervalles
la,b] C [-n,n]. Comme P, est stable par intersection, le théoreme de Dynkin (Th. 1.34,
conséquence du théoreme des classes monotones, Th. 1.32) s’applique et donne m = m’ sur

o(P,) = B([—n,n]).
Si A € B(R) alors AN [—n,n] € B(]—n,n]) et donc

m(AN[—n,n]) =m' (AN [-n,n]). (2.11)

Mais par croissance séquentielle des mesures

lim m(AN[-n,n]) = m(Aﬂ ( U[—n,n})) =m(A)

n—-+o0o

n>1
et
lirf m/ (AN [—n,n]) = m'(A N ( U[—n,n])) =m/(A).
n>1
En passant a la limite dans (2.11), on a m(A) = m/(A). O

Remarque 2.11 (Carathéodory) La construction de la mesure de Lebesgue A a partir
d’une mesure extérieure £* est un cas particulier d’application du théoreme d’extension de
Carathéodory.

Théoréme 2.12 (Carathéodory) Soit m une fonction d’ensemble sur une “semi-algébre”
P vérifiant
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— m(0)=0;

— m(AUB) =m(A) + m(B) pour AABeP, ANB=10;

— (condition de Carathéodory) si (Ap)n>1 est une suitde déroissante de P (A, D

Ani1) avee (,51 An = 0 alors m(A,) — 0, n — +o00.
Alors il existe une unique mesure m sur o(P) étendant m (ie. m(E) = m(E) pour E € R).
De plus, si m est o-finie sur P alors m est ['unique mesure étendant pu sur o(P) et elle est
elle-méme o-finie sur o(P).

La construction de la mesure de Lebesgue consiste a appliquer ce théoréeme avec ¢ définie
en (2.8) et la "semi-algébre” P = {Ja,b] : —0o < a < b < +00}.

2.3 Propriétés de la mesure de Lebesgue

Proposition 2.13 La mesure de Lesbesque n’a pas d’atome, ie. il n’existe pas de a € R
tel que A({a}) > 0.

Démonstration : Déja vue en Prop. 2.7 mais se revoit facilement : en effet, pour tout
a € R, on a A(Ja — 1/n,a]) = 1/n et par continuité décroissante de A, on a A({a}) =
lim, 100 A(Ja — 1/n,a]) = 0. O

Par o-additivité, on déduit facilement :
Proposition 2.14 Tout ensemble dénombrable A est de mesure de Lebesgue A\(A) = 0.

Et on déduit de plus que les intervalles bornés sont de méme mesure de Lebesgue qu’ils
soient fermés, ouverts ou semi-ouverts :

)\([CL, b]) - )\(](I, b]) - )\([CL7 b[))\(](l, b[) =b—a.
Cela reste vrai pour les intervalles non bornés puisque leur mesure sont toute +oo.

Remarque 2.15 (Cantor) Il existe des ensembles mesurable non dénombrables de me-
sure de Lebesgue nulle. L’exemple typique est le triadique de Cantor

K={()Kn (2.12)

n>0

ou Ky = [0, 1] et K,, est défini par récurrence par

1 1
Kot = (55) U (5 (K0 +2)).
+1 3 3( +2)
On voit facilement par récurrence que K, est la réunion de 2" intervalles de longueur 1/3™.
En particulier, K,, € B(R) et donc K € B(R) avec A(K) = 0 car M(K) < A\(K,) =2"/3"
pour tout n > 1.

De plus, K n’est pas dénombrable car il contient (exactement) tous les nombres de la forme

2@1 23%1 lorsque (a,),>1 parcourt {0, 1}V
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Proposition 2.16 (Invariance par translation) La mesure de Lebesque est invariante
par translation, ie. pour tout A € B(R) et o € R, A(A+ a) = A(A).

Démonstration : Cela découle de I'unicité dans le Th. 2.10. Notons 7,(z) = =z + « la
translation. On définit A, par A, (A) = \(7,'A). D’apres la Prop. 7?7, 7,'A € B(R)
quand A € B(R) et donc A\(7,'A) est bien défini. On montre facilement que A, est une
mesure. Il s’agit d’un cas particulier de mesure image comme défini en Déf. 3.11. La mesure
s, Vérifie

A (Ja, b)) = M a+a,b+a)) = MJa+a,b+a]) = (b+a) — (a+a) =b—a= \A).

Ainsi, A, et A coincident sur P. L’unicité dans le Th. 2.10 assure alors A, = A.
0

Proposition 2.17 (Invariance par symétrie) La mesure de Lebesque est invariante par
symétrie : \(—A) = A(A) pour tout A € B(R).

Démonstration : On définit s(z) = —z et on consideére A\, définie par A\;(A) = A\(s71A).
A nouveau, d’aprés la Prop. 7?7, s7'A € B(R) ssi A € B(R) ce qui assure que A\ (A) est
bien défini. On montre facilement que A est une mesure (cas particulier de mesure image,
cf. Def 3.11). On a

)\s(]avb]) = A(S_l]a’ b]) = )‘([_b7 _a’[) = )‘(] — b, _a]) =—0- (_b) =b—a.

L’unicité du Th. 2.10 assure alors A\, = \. U

Proposition 2.18 Soit T' une application affine définie par Tx = ax + 3, a € R*, 5 € R.
Si E € B(R), on a N(TE) = |a|\(E).

Démonstration : On sait déja que T'E est borélien ssi E I'est . On observe d’abord que
AMTE) = |a|A(E) pour tout E € B(R). En effet, pour cela, on définit deux mesures sur
B(R) en posant v1(E) = ANTFE) et v5(E) = |a|A\(E), E € B(R). Ces mesures vy et vy
coincident sur les intervalles [a, b] donc aussi sur B(R) de, la méme fagon que pour I'unicité
dans le Th. 2.10. O



Chapitre 3

Fonctions mesurables

Les fonctions mesurables sont les fonctions de base en théorie de la mesure. Il s’agit de
fonctions qui se comportent convenablement par rapport a des tribus sur les espaces sur
lesquels elle est définie, elles sont présentées en Section 3.1. La notion de mesurabilité est
extremement flexible et se conserve par la plupart des opérations usuelles sur les fonctions,
cf. Section 3.2 (méme le passage a la limite! cf. Section 3.3). On présente en Section 3.4
les fonctions étagées qui vont servir de fonctions élémentaires pour la construction de I'in-
tégrale dans le Chapitre 4.

Rappel (Images directe et réciproque) Si f: X — Y est une application quelconque
— pour toute partie A de X, I'image directe de A par f est la partie de Y donnée par

f(A) ={f(x) -z € A},

— pour toute partie B de Y, I'image réciproque de B par f est la partie de X donnée
par
' (B)={zeX: f(zx) € B}.

Si (A;)ier et (Bj);es sont des parties de X et Y respectivement, on rappelle que le com-
portement de f vis a vis de U, N et de ¢

f(UA) =Ur@) f(Na) N

icl el el icl

tandis que le comportement de f~! est meilleur :
rUB) =Usrsy s (N B) =N m) 11 =0m)x
jeJ jeJ jeJ jeJ

Dans tout le chapitre, on considére un espace mesuré (X, A, u).

29
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3.1 Mesurabilité de fonction

Définition 3.1 (Fonction mesurable) Soient (X, A), (Y, B) deux espaces munis de tri-
bus. Une fonction f : X — Y est dite (A, B)-mesurable si et seulement si VB € B,
f~Y(B) e A.

Remarque 3.2 — Cette définition est a comparer avec la définition de la conti-
nuité : 'image réciproque d’un ouvert doit étre ouverte.
— Quand Y est un espace topologique et que rien n’est précisé, on prendra la tribu
borélienne B(Y') de Y.
— Dans le contexte probabiliste, les fonctions mesurables s’appellent les variables
aléatoires; dans ce cas, on note traditionnellement (X, A, u) = (2, F,P) et une
fonction X : (Q, F,P) — R mesurable s’appelle une variable aléatoire.

Définition 3.3 (Indicatrice) Une fonction indicatrice 14 d’un ensemble A est la fonc-
tion définie par
1 s xz€eA,

lA(x):{O st x & A

Cette fonction ne prend donc que deux valeurs 1 ou 0 selon qu’elle est évaluée sur A ou
nomn.

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

Proposition 3.4 Ona A=B ssily=1; Onalalg =140, 1 —14 = 14c; si A et
B sont disjoints, on a 14, +1g=140; St AC B, onaly <1p.

Proposition 3.5 La fonction indicatrice 14 de A est mesurable (en tant que fonction) de
(X,A) dans R ssi A est mesurable (en tant qu’ensemble).

Démonstration : On suppose A € A. Soit B € B(R) alors (14)"1(B) = {z € X : 14(z) €
B} et

— si0et 1€ Balors (14)(B)=X € A,

— si1 € Bmais 0 ¢ B alors (14)"'(B) = A€ A,

— si0 € Bmais 1 ¢ B alors (14)71(B) = A° € A,

— si0et 1 ¢ Balors (14)"%(B)=0¢€ A,
Finalement on a pour tout B € A, (14)*(B) € A : la fonction 1,4 est mesurable. Récipro-
quement si 1,4 est mesurable alors A = (1,4)7}({1}) € A. O

Proposition 3.6 Si M engendre la tribu B de Y, f est mesurable ssi f~*(B) € A pour
tout B € M.

Démonstration : En effet notons C I'ensemble des B € B tels que f~'(B) € A. Alors C
est une tribu de Y car
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— fA(Y)=XeAdonc Y €C,
—si BelC, f74(B°) = (fY(B))* € Acar f7/(B) € A et A est stable par complé-
mentaire.
— SiA,,n > 1, sont dans C alors f~(4,) € Adou f*1<Un>1 An> =U,> (A, €
A. Et donc |, A, € C, qui est stable par réunion.
Finalement, C est une tribu puis par hypothese C contient M qui engendre B. Donc B C C
et on a en particulier pour tout B € B, f~!(B) € A, c’est a dire f est mesurable. O

Ainsi, quand Y = R ou C (ou un espace topologique) muni de la tribu borélienne, f est
mesurable

— ssiVB € B(Y) alors f71(B) € A.

— ssi VO ouvert, f71(0) € A

— ssi, pour tout a € R, f~!(Ja, +o00[) € A dans le cas Y = R.

Corollaire 3.7 Une fonction continue de (X,T) dans (Y,T") est mesurable pour les tribus
boréliennes B(X) et B(Y') associées a X et a Y.

On connait donc maintenant beaucoup de fonctions mesurables (pour les tribus boré-
liennes) : toutes les fonctions continues.

Démonstration : En effet, comme les ouverts de Y engendrent B(Y'), il suffit de voir que
'image réciproque f~!(0) d’un ouvert O de Y est dans B(X). Or par continuité de f,
f7HO) est ouvert dans X donc borélien. d

3.2 Propriétés des fonctions mesurables
La mesurabilité des fonctions est une propriété stable par toutes les opérations usuelles
sur les fonctions :

Proposition 3.8 (Composition 1) Si f : (X, A) — (Y,B) et g : (Y,B) — (Z,C) sont
mesurables alors go f: (X, A) — (Z,C) est mesurable.

Démonstration : Soit C € C, (go f)"HC) = f~Hg Y(C)). Or par mesurabilité de g,
g 1(C) € B, puis par celle de f, f~1(g71(C)) € A. O

En particulier, on a :

Proposition 3.9 (Composition 2) Si f: (X, A) = Y espace topologique est mesurable
et g:Y — Z, espace topologique est continue alors go f : (X, A) — Z est mesurable.

Démonstration : Soit C' € Tz, (go f)~'(C) = f~(¢7'(C)). Or par continuité de g,
g 1(C) € Ty, puis par mesurabilité de f, f~1(¢g7}(C)) € A. O

Par exemple
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— si f: (X, A) = R est mesurable alors |f], f*, f~ le sont.
En effet, on peut appliquer la Prop. 3.9 avec les applications continues

R — Ry R — R, R — Ry
r = |z r +— max(z,0) ’ z — min(—z,0) °

— si f: (X, A) — C est mesurable alors |f|, Im(f), Re(f) le sont.
En effet, on peut appliquer la Prop. 3.9 avec les applications continues

C - R, C - R, C — Ry
z = |z z +— Re(z) ’ z = Im(z)

Proposition 3.10 (Couple) Soit (X, A) un espace mesurable et f : (X, A) — R, ¢ :
(X, A) — R sont mesurables, alors h = (f,g) : (X, A) — R? est mesurable.

Démonstration : On munit R? de la topologie produit pour laquelle les ouverts sont des
produits d’ouverts U x V. Soit donc U x V un ouvert produit de R2. D’apres la Prop. 3.6,
(f,g) est mesurable ssi

(f,g) (U xV) e A
Or

(£, ' (UxV) = {zeX:(f9)(x)eUxV}
= {reX:(f(x),g(x ))€U><V}
= {ZEEX f(x) g(z EV}
= {z€eX: f(z) }m{x g(z) eV}
= [FU)Ng(V) e

car f1(U) € Aet go}(V) € A par mesurabilité de f,g. O

e,
eU

On en déduit si f et g sont mesurables, a est scalaire

—af, f+g, f—g, fxg, f/g (s g(x) # 0,¥x), max(f, g), min(f, g) sont mesurables.
— Toute combinaison linéaire de fonctions mesurables est mesurable.

— f:(X,A) = C est mesurable ssi Re(f) et Im(f) le sont.
— f: (X, A) = R, est mesurable ssi fT = max(f,0) et f~ = min(f,0) le sont.

On énonce des résultats analogues sur C et en fait sur tout espace topologique Y qui a une
base dénombrable d’ouverts.

Démonstration : Soit O un ouvert de R?, comme R? a une base dénombrable d’ouverts,
il s’écrit comme réunion dénombrables de pavés ouverts O = |, (Ja;, bi[x]c;, d;[). On a

alors
h ( am Z C”L? i > Uh a27 i Cl7diD‘

HC:
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Or h_l(]ai,bi[x]ci,di[) = {x e X : (f(z), (:c)) E]az, x]e;, d } fYas, b)Ng= (i, di)-
Donc h=1(0) = Ui, £~ (Jai, bi) N g~ (Jei, di]) € O

Définition 3.11 (Mesure image) Soit f : (X, A, u) — (Y,B) une fonction mesurable.
On définit sur (Y, B) la mesure image de f notée puf=" ou py :

ps(B) = p(f~H(B)).

On montre facilement que p; est bien une mesure : s (0) = p(f~(0)) = u(d) = 0 et pour
des B; € B, i > 1, disjoints

m(Un) = nls ”(UB))— (Uf”<Bz->)

i>1 i>1

= R B) = e

i>1 i>1

car les B; étant disjoints, les f~1(B;) le sont aussi.

Exemple 3.12 (Loi de probabilité) Dans le contexte probabiliste, la mesure image d’une
variable aléatoire s’appelle sa loi : si (X, A, pu) = (Q, F,P) et X : (Q,F,P) — R est une
variable aléatoire alors Py est la loi de la variable aléatoire X :

Px(B)=P(X € B), BeB.

3.3 Limite de fonctions mesurables

Topologie métrique sur R

On consideére les ensembles R = R U {400, —oc} et [0, +00] = [0, +oco[U{+oc}. On
définit une distance (et donc une topologie métrique associée a cette distance) sur ces
ensembles : Soit ¢ une bijection de R sur un compact (par exemple ¢ = arctan, bijection
de R sur [-7/2,7/2]). On pose

d(z,y) = |o(z) — o(y)|

avec arctan(4+o0) = £m/2. Alors (R, d) et ([0, +00],d) sont métriques.
Les boréliens associés a ces ensembles (avec la topologie définie par la métrique indiquée)
sont engendrés par {]a, +00],a € R}.

On adopte les régles de calculs suivantes dans [0, +00] :
Proposition 3.13 (Regles de calcul) Soient a,b € R, on a
axb=ab si a,b# 400,
X (+00) =400 st a>0,
0% (+00)=0 si a=0.
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Remarque 3.14 — Ce produit n’est pas continu dans [0, +oc] en effet avec a,, = n
et b, =1/n on a a, — +o0, b, — 0 puis a,b, =1 4 ab = +oo x 0 = 0.
— La convention 0 x (+00) = 0 est naturelle malgré tout quand on pense a 0 x (+00)
comme le calcul de la surface de R de longueur +oo et de largeur 0.

Liminf et limsup de fonctions

Pour une suite réelle u = (u,,)n>1, on définit ses limites supérieure et inférieure

liminfu, = supinf uy,
n—-+o0o n>1 k>n
limsupu, = inf supuy.
n—+o0o nzlp>n

Ce sont les plus petites et plus grandes valeurs d’adhérence de la suite u, elles existent
toujours. On a toujours

lim inf u,, < limsup u,,
n—r+00 n—+00

et il y a égalité ssi la suite v converge ; de plus si tel est le cas

lim wu, = liminfu, = limsup u,.
n——+oo n—-+o0o n——+o0o

En plus, en changeant le signe, les limites inférieure et supérieure s’échangent :

liminf(—u,) = -—limsupu,,
n—+00 n—+00

limsup(—u,) = -—liminfuw,.
n——+o00 n—+00

Ces notions rappellent celle du Chapitre 1 pour les limites inférieure et supérieure d’en-
sembles.

Considérons par exemple
— la suite (u,,)>; donnée par ug, = 1 et ug,+1 = 0 alors sa limite supérieure est 1, sa
limite inférieure est 0.
— la suite (v,),>1 donnée par v, = cos(n), on montre que sa limite supérieure est 1,
sa limite inférieure est —1.
— la suite (wy),>1 donnée par wy, = n et wo,y1 =
supérieure est +o00, sa limite inférieure est 2.

2TL . .
n1e on montre que sa limite

Pour une suite de fonctions (f,,)n>1, on définit des fonctions limites inférieure et supérieure
de la facon suivante :

n—+00 n—+00 n—+o00 n—+00

(lim inf fn) () = liminf f,(z), (hm sup fn) () = limsup f,(x).

Proposition 3.15 Soient f, : (X, A) = R, n > 1, une suite de fonctions mesurables alors
Sup,,>; fn et inf,>1 fn sont mesurables.
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Démonstration : On le montre pour le sup, le raisonnement s’adapterait facilement a

I'inf.

(sup fn)"(Ja,+00]) = {z: (supfn)(z) €la,+ox]} = {z € X : sup f,.(z) Ela, +oc] }

n>1 n>1 n>1

= {xeX:sgfl)fn(ac)>a}:{x€X:3n21,fn(1’)>a}

= Ufrex:fuw)>a} = " (la.+oc)) € A

n>1 n>1

car pour chaque n > 1, f*(Ja, +o0[) € A (f, mesurable) qui est stable par réunion.  [J

Proposition 3.16 Soit (X, A) un espace mesurable, f, : (X, A) — R ou [0, +o0], n > 1,
des fonctions mesurables. Alors limsup,, f, et liminf, f, : (X, A) — R ou [0, +00] sont
mesurables.

Démonstration : Pour limsup,, f,,, on note gx = sup,,~ fn(z). D’apres le résultat pour
le sup, les fonctions g, k > 1, sont toutes mesurables. Puis limsup, f, = infy>q g est
mesurable car inf de fonctions mesurables.

Pour liminf,, f, enfin, 'argument est analogue ou on utilise

liminf f, = — limsup(—f,).

n

On en déduit que la mesurabilité se conserve méme en passant a la limite :

Théoréeme 3.17 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables sur (X, A) dans un espace
métrique (E,d). Si cette suite de fonctions converge simplement vers f (c’est a dire pour
tout v € X, f(x) =lim, 1o fu(z)) alors f est une fonction mesurable a valeurs dans E.

C’est un résultat tres agréable si on le compare avec le résultat analogue pour la conti-
nuité ou on a besoin de la convergence uniforme pour que la continuité se conserve a la
limite. Une fonction obtenue comme limite (simple) de mesurables est donc mesurable !

Démonstration : D’apres la Proposition 3.6, il suffit de montrer que si O est un ouvert
de E alors f~1(0) € A. Pour cela, on pose

O,={x€0:d(x,E\O) > 1/r}, r>1

Comme la distance d est continue et E'\ O est fermé, 'application g(z) = d(z, E \ O) est
continue et donc O, = g~1(]1/r, +00[) est ouvert (continuité de g). L’ensemble O, est donc
borélien de E et

JO,={z€0 : d(z,E\O)>0}=0

r>1
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(noter que d(z,\O) =0ssiz € E\0Oie. 2z ¢€0). On a
f710) = {zeX:fx)e0}={reX: nl_lgloofn(x) €0}

= {xeX: lim fn(x)GUOr}

n—4o0o 1
= {xGX:HrEl,EImEl,Van : fn(x)EOr}

= U N#ion

romeN* n>m

est un ensemble mesurable de A. O

3.4 Fonctions étagées (simples)

On rappelle la notion de fonction indicatrice en Déf. 3.3. En particulier, I'indicatrice
14 est mesurable ssi A 'est (Prop. 3.5).

Définition 3.18 (Fonction simple ou étagée) Une fonction f: (X, A) — R est dite
étagée positive si c’est une combinaison linéaire finie a coefficients positifs de fonctions
indicatrices 14, pour des ensembles mesurables A; deux a deuz disjoints (pour simplifier) :

f(fU):ZOéilAi, a, €ERT, A€ A n>1.

i=1

— Cela ressemble a une fonction en escalier mais c’est plus général car pour une fonc-
tion en escalier les ensembles A; doivent étre des intervalles de R, alors qu’ici, il s’agit
d’ensembles mesurables quelconques sur X quelconque. En fait quand X = R, les
fonctions en escalier sont des cas particuliers de fonctions étagées (avec des A; égaux
a des intervalles disjoints, plutot qu’a des ensembles mesurables généraux).

— Une fonction étagée est mesurable car combinaison linéaire de fonctions indicatrices
qui le sont clairement.

— Une fonction étagée prend un nombre fini de valeur : elle vaut «; sur 'ensemble A;.

— Siles a;, 1 <1 < n, sont les valeurs possibles pour une fonction étagée f, alors avec
A; = fY(ay), qui est mesurable par mesurabilité de f, on peut écrire

f = Zailffl(ai) = Zai]‘Ai‘
=1 i=1

— Une combinaison linéaire de fonctions étagées est encore une fonction étagée.
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Exemple 3.19 e Avec E(z) désignant la partie entiere de x, soit

0 z <0
flz) =< E(x) z€]l0,5]
3 sinon.

Montrer que f est étagée en I’écrivant comme combinaison linéaire de fonctions indicatrices.

e La fonction z — E(z) est-elle étagée ?

e On considere N muni de la tribu P(N) et les suites suivantes
— u = (Up)n>1 avec u, = 0 pour n > 6,
— v = (vy)n>1 avec v, = 3 pour n > 4,
— W = (wn)nzl.

Montrer que u, v sont étagées mais pas w.

Pour l'intégrale de Riemann, on définit une fonction Riemann intégrable quand elle est
(uniformément) approchable par une fonction en escalier et U'intégrale se définit comme
la limite de celles en escalier, cf. [JCB-Riemann]. Les fonctions étagées vont jouer un role
analogue en théorie de la mesure pour 'intégrale de Lebesgue, mais les choses se passent
mieux : toute fonction mesurable est limite de fonctions étagées.

Proposition 3.20 (Approximation) Toute fonction mesurable f ¢ valeurs dans R? est
limite simple de fonctions étagées. St de plus f est réelle positive, la limite peut étre choisie
croissante.

Démonstration : Soit d’abord f fonction mesurable réelle positive. On définit pour tout
netk>1

)

k—1 k
B, = {ze€X: f(x)>n}.
Les ensembles A, = f~'([(k — 1)/2",k/2"[) et B, = f~'([n, +oo[ sont des images réci-
proques par f, mesurable, d’intervalles. Ils sont donc dans A. La suite

n2"

) =3 5t () s, ()

k=1

converge en croissant vers f(z). En effet, comme

k—1 k 2k—2 2k —1 2k—1 2k
omn ’2_n on+1 ’ on+1 on+1 ’2n+1
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ona Apr = Ani12k-1 U Apii k. Alnsi pour f,(x) = an on a soit f1(z) = 2n+1 = fu(x)

soit fri1(x) = ?flﬂl > fn(x) donc en tout cas fri1(x) > fu(x).
Puis si f(x) > n alors soit f(x) > n+ 1 et alors f,.1(x) =n+ 12> f,(z) = n, soit f(x)

est dans
27+l (n41)

k=1 k
nnti= U {ng{
k=2n+ln41

2n+1

Pour k € 2"In + 1,27 (n + 1)], on a alors fo41(z) = 225 > 221 = n = f,(z) et donc

Pour la convergence : si f(x) = 400 alors on a clairement f,(z) = n — +oo soit
lim, 400 fu(z) = f(2). Tandis que si f(z) < 4oo alors pour n > [f(z)] + 1, on a
f(z) < netdonc fu(z) = 2L pour f(z) € [BL, £, ie. |f(z) — fulz)] £ 27 On a

donc lim,, o fn(z) = f(2).

Si f est réelle mais de signe quelconque, on écrit f = f* — f~ avec f(x) = max(f(x),0),
/7 (x) = max(—f(x),0) et on approxime fT et f~ comme précédemment.

Si f = (fi,..., f4) est & valeurs dans R?, on applique la stratégie précédente a chaque
fonction coordonnée f;, 1 <i < d. O

Ce résultat va permettre de définir I'intégrale d'une fonction mesurable a partir de celle des
fonctions étagées car toute fonction mesurable est limite de fonctions étagées croissantes.



Chapitre 4

Intégrales des fonctions mesurables
positives

Dans ce chapitre, on commence a construire l'intégrale de fonction par rapport a une
mesure abstraite comme définie en Déf. 1.18. C’est cette nouvelle intégrale qu’on appelle
I'intégrale de Lebesgue. Pour cela, on commence avec ce chapitre par les intégrales de fonc-
tions mesurables positives. La construction de cette nouvelle intégrale suit un cheminement
classique, analogue par exemple a celle de I'intégrale de Riemann ot on commence par la
définir pour les fonctions en escalier puis on généralise ensuite a une classe de fonctions
plus grande (les fonctions dites Riemann-intégrables). Pour I'intégration par rapport a une
mesure abstraite p (intégrale de Lebesgue), on commence aussi par définir I'intégrale pour
des fonctions assez simples, les fonctions étagées (ou simples) avant de généraliser aux
fonctions mesurables positives en Section 4.1 et de voir les premieres propriétés de cette
intégrale en Section 4.2.

On donne ensuite des théoremes de convergence pour les intégrales de fonctions postives :
le théoreme de convergence monotone (Th. 4.7) et ses conséquences en Section 4.3 puis le
lemme de Fatou (Th. 4.15 en Section 4.4).

Dans toute la suite, on consideére un espace mesuré (X, A, u).

4.1 Intégrale des fonctions positives

Définition 4.1 Soit f = >  a;14, une fonction étagée positive (a; > 0) avec les A,
deux a deux disjoints, on définit lintégrale de f par rapport a la mesure u par

/f duz/Xf duziam(&)-

Comme flp =" o;1a,np est encore étagée, on définit Uintégrale sur E € A par

[ san= [t an (- > o4, E)

39
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Remarque 4.2 — L’intégrale de f étagée ne dépend pas de son écriture sous forme
de combinaison linéaire de fonctions étagées, une autre écriture de f donne la méme
valeur a l'intégrale : cette définition a donc bien un sens.

— Par exemple

/(21,4 4314 %1(;) dp = 2u(A) + 3u(B) + %u((]).

— Noter en particulier que pour une fonction indicatrice :

/lA du = p(A), /1A dpu=p(ANE).
E
Ce résultat est a la fois élémentaire et important : il fait le lien entre une mesure

((A) et une intégrale [ 14dpu, toute mesure d’un ensemble peut se voir comme une
intégrale.

Définition 4.3 (Intégrale) Soit f: (X, A, u) — [0, +o00] mesurable. On définit son inté-
grale comme le sup des intégrales de fonctions étagées majorées par f :

/fdu=/deu=sup</sdu:8étagée Sf)-

De méme pour E € A de X, on définit son intégrale sur E par
/f d,u—/(flE) d,u—sup(/ sdu:s étagée < f surE).
E E

Définition 4.4 (Intégrabilité) Une fonction mesurable positive est dite p-intégrable si
[ fdp < +oo.

Exemple 4.5 — On considere (X,.A) muni de la mesure J,. Dans ce cas,

[ 1.~ sa)

En effet, si f = > | a;14, (avec (A;)1<;<, une partition de X) est étagée alors il
existe un unique indice 1 <175 < n tel que a € A4;, et

/f dby = ) iba(Ai) = Qigba(Aiy) = i = f(a)
i=1
car f(a) = a;y1a, (a) = aj,. De facon générale,

/fdéa = sup (/s dd, : s étagée < f) = sup (s(a) . s étagée < f) = f(a).
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— On considere (X, A, u) = (N,P(N),n) ou n est la mesure de denombrement
alors si on se donne une suite u = (u,)>1, on peut I'écrire u = > '~ Ounl{n} En

effet, u(k) = Y %0 w1y (k) = uy, car le seul terme non nul dans la somme est
14z (k) = 1. On a alors

/udn—Z/ udn— n({n}) = Zun

Autrement dit une série se voit comme une intégrale par rapport a une mesure
discrete : la mesure de dénombrement.

Une série positive converge ssi la suite associée est intégrable pour la mesure de
dénombrement.

4.2 Propriétés de l'intégrale
On considere des fonctions mesurables positives f et g et des ensembles E, F' mesu-
rables :

e (Croissance 1) Si f < gsur X, alors [ f du < [ g dpu.

En effet si f < g toute fonction étagée s majorée par f l'est aussi par g si bien que le sup
qui définit [ g du est pris sur un ensemble plus grand que celui définissant [ f dpu, il est
donc plus grand :

/fdu:sup(/sdu:sétagée§f>§sup(/sd,u:sétagée §g>:/gd,u

car {s étagée < f} C {s étagée < g}.

Proposition 4.6 (Inégalité de Markov ) Soit f : (X, A, u) — [0,+00] mesurable et

a >0, alors
0) < Jx T di
e

p(ze X : fz) >

Démonstration : On a
alizex:fa)za}(z) < f(2) (4.1)

car soit z vérifie f(z) > a et (4.1) devient o < f(x), donc est vraie; soit = ne vérifie pas
f(z) > a et (4.1) devient 0 < f(z), ce qui est encore vraie car f est positive.

En intégrant l'inégalité (4.1), il vient

/al{xEX:f(m)Zoc} dﬂS/fd,ua
X X
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ce qui conclut puisque fX alizex:fz)>a)dit = au(x € X: f(x) > a) d’apres la définition
des intégrales des fonctions simples. U

e (Croissance 2) Si E C F alors [, f du < [, f dp.

Comme E C F, ensembles mesurables, on a 1z < 1. Puis comme f est une fonction
positive, on a aussi flg < flp. Et donc par croissance de lintégrale (premier point)
[ f1lg dp < [ flp du, c’est a dire pour f mesurable positive :

ECF:>/Efd/L§/Ffdu.

e (Nullité 1) Si f(x) = 0 pour z € E alors [, f du = 0.
En effet [, f du = [ flg du = sup <f 5 d,u) ol le sup est pris sur les fonctions étagées

positives s majorées par flg, ie. s(z) < f(z)1g(z).
Or sur F, f est nulle donc nécéssairement, s(z) = 0 sur E et pour les fonctions s a
considérer I'intégrale est [ s1p du = 0, dont le sup ne peut manquer d’étre aussi 0.

o (Nullité 2) Si p(E) = 0 alors [, f du = 0.

En effet
/fdu:/flEd,u:sup(/ledu)
E

ol le sup est pris sur les fonctions étagées positives s majorées par f1lg. Or pour une telle
fonction s = 3" a;14,, on a

n

/le dp = Z%‘M(Ai NE)=0

i=1
car u(A; N E) < p(E) = 0. Finalement, on prend le sup sur 0, ce qui donne 0.

e (Linéarité 1) Sic > 0 alors [c¢f du=c [ f dp.
C’est clair d’abord si f = )" | o;14, est une fonction étagée car alors cf l'est aussi et

n

/cf dy = aniu(Ai):ciaiu(Ai):c/f dy.

=1

Puis si f est quelconque, s est une fonction étagée majorée par f ssi cs en est une
majorée par cf. Donc I'ensemble des fonctions étagées majorées par cf est exactement
{cs : s étagée < f},

/cf dp = sup(/s/ dp : s étagée < cf)

= Sup</s' dp : s' = cs, s étagée < f)
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= sup(/csdu:sétagée§f>
= sup (c/s du : s étagée < f)
— csup(/sdu:sétagée§f>

— o[ tau

olt on a utilisé le fait (déja vérifié) pour une fonction étagée que [cs du=c [ s dp.

e (Linéarité 2) [(f + g)dp = [ fdu+ [ gdp (On le prouve d’abord pour des fonctions
étagées puis on utilisera le théoréme de convergence monotone (Th. 4.7) pour généraliser
aux fonctions positives et de signe quelconque. D’abord donc si f et g sont étagées :

n p
f:ZailAw g:ijlBj
=1 j=1

avec les A; deux a deux disjoints et les B; aussi. On suppose (sans restriction) que
, =X e , .= X. On a donc pour chaque 1 <i<netl1<j<p
Lcicn Ai = X et 1<j<p Bi =X On ad h 1<i<netl1<j<

n

) =1

j=1 i=1 i=1

puis comme les unions sont disjointes

p n
14, = E la;np, et 1lp, = E 14,08,
j=1 =1

On peut alors reécrire f et g comme combinaisons des mémes indicatrices 14,qp;, 1 <@ <

n,1<j<p:
= E ailang;, 9= E bil 4,nB;-
1<i<n 1<i<n
1552p 15520
Dol f + g = > 1<i<n ailanp, + 2 1<i<n bjlanp, = D 1<i<n(a; +0;)1anp, et
12520 155p 1252p

/ (g dn = 3 (a+b)u(A:n B;)

1<i<n
1<j<p
1<i<n 1<i<n
1<j<p 1<j<p

n p 4 n
= Zaizlu(Ai N Bj) + Zb]’ZM<Ai N Bj)
i=1  j=1 Jj=1 =1
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n P P n
i=1 j=1 j=1 i=1

= Zai,u(Ai) + ijN<Bj)

= /fdu+/gdu.

Si f et g sont des fonctions mesurables positives quelconques, soient (sy,)n>1 €t (t,)n>1 des
suites croissantes de fonctions étagées positives qui convergent vers f et g. Alors s, + t,
sont aussi des fonctions étagées positives et elles convergent vers f+ g. D’apres le théoreme
de convergence monotone (cf. Théoreme 4.7, et Corol. 4.10), [ s, du, [t, dp [(sn+1t,) dp
convergent respectivement vers [ f du, [g du, [(f + g) du. Donc la linéarité vient en
passant a la limite dans [(s, +t,) du = [ s, du+ [ t, du.

e (Relation de Chasles) Si E et F sont mesurables disjoints, alors pour une fonction

mesurable
[ gau= [ rans [ ran
EUF E F

Comme F et F sont disjoints, 1gur = 1g + 1p, il vient alors

fan = [ fioedi= [ $0p+10) du= [ (115+ 110) d

— [reaus [sieau= [ pans [ g

en utilisant la linéarité 2.

EUF

On généralisera dans le chapitre suivant au cas de fonctions mesurables a valeurs dans R

ou C.

Notation. Dans la suite, pour insister sur la variable d’intégration, on notera les intégrales

[ £an= [ 1) uas).

En particulier, quand g = A (la mesure de Lebesgue), on notera A(dx) = dz

[rar= [ 1@ xan = [ fo) s

retrouvant la notation habituelle des intégrales de Riemann, cf. Chap. 6.
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4.3 Convergence monotone

Théoréme 4.7 (Convergence monotone, Beppo Levi) Soit (X, A, i) un espace me-
suré et f, (X, A,u) — [0,+00], n > 1, une suite croissante de fonctions mesurables
(fn < fat1). On pose f(x) = lim, o0 fu(2) la limite dans [0, +oc]. Alors

/ fdp=lim / fn dp. (4.2)

Remarque 4.8 — Dans ’énoncé, c’est la suite (f,,),>1 qui est croissante (i.e. f,(x) <
fas1(x) et non pas les fonctions f, (ce n’est pas f,(z) < f.(y) pour z < y).
— La limite simple f des f, peut aussi prendre la valeur +oc!
— le théoréme est faux pour une suite positive décroissante : sur (X, A, u) = (Ry, B(Ry), \),
prenons f,(z) = 1/(z +n) pour n > 1. Pour tout n > 1, on a f,(z) < foi1(z) et
limy, o0 fn(x) = 0. Mais [ fdp =0 alors que

Too da
nd p— p— .
/f v /0 P +00

On a d’abord besoin d’un résultat préliminaire :

Lemme 4.9 Soit s une fonction étagée alors ¢ : B — fE s du définit une mesure.

Démonstration : On vérifie les deux axiomes d’une mesure.
— @(@) = [, sdp = 0 car on obtient 0 en intégrant sur un ensemble de mesure 0.
— Soient Fj, k > 1, des ensembles mesurables deux a deux disjoints de réunion £. On

suppose que s s’écrit
n
s = E Cti]_Ai.
i=1

Alors

p(E) = @(U@:) :/U . Sdﬂziai,u(Aim(UEk))

k>1 k>1

= Y an(JAnE)) =Y ai > ulAin By
i=1 k>1 =1 k>1

- ZZO‘W(AmEk):Z/ sdp =Y o(Ey).
k>1 i=1 k>1 " Bk k>1

L’application ¢ est donc bien une mesure sur A.

Passons a la preuve du théoreme de convergence monotone (Th. 4.7).
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Démonstration : On a pour tout z € X et tout n > 1, f,(x) < foi1(x) et en passant a
la limite f,,(z) < f(z), ce qui donne en intégrant

/an dp < /Xf dp. (4.3)

D’autre part, on a aussi / fndp < / frne1 dp donce / fn di est une suite (numérique)
b's X X

croissante de [0, +o0]. Elle a donc une limite, notée a € [0, +00] :

lim /fn dp = a.
n—-+4o0o X

En passant a la limite dans (4.3), on a déja o < / I dpu.
X

Soit maintenant, s une fonction étagée majorée par f et ¢ €]0, 1], on introduit les ensembles
mesurables

E,={zeX : fu(z) > cs(x)} = (fo—cs)'([0, +o0]).
Comme ( f,,),>1 est une suite croissante, on constate que E,, C E, 1 carsi f,(z) > cs(z) a
fortiori fni1(x) > cs(x). De plus, f,(x) — f(x) ce qui donne l'existence d’un entier N tel
que pour tout n > N, f,(z) > cf(x) > cs(z), ie. x € E, et v € |J2 E,,. Autrement écrit

+o0
X =|]JE.
n=1

[ fudnz [ fodnz [ esdu=c [ sdu=cos,) (1.4)
X Ey n n

Puis comme d’apres le Lemme 4.9 ¢ définit une mesure et (E,),>1 est croissante pour
'inclusion, on a par croissance séquentielle (1.3) de la mesure ¢,

lim (E,) = 90( U En) = p(X) = /Xs dp,

on a donc en passant & la limite dans (4.4) :

aZc/sd,u.
X

Comme c’est vrai pour tout ¢ €]0, 1], en faisant tendre ¢ vers 1, on obtient a > fX s du
puis en prenant le sup sur les fonctions s étagées majorées par f, on déduit a > [ </ du.

Finalement, on a obtenu
lim /fndu:a:/ f du.
n——+0o0 X X
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Quelques conséquences de la convergence monotone

Corollaire 4.10 (Linéarité) Soient f et g des fonctions mesurables positives, on a

/(f+g) duz/fdu+/gdu-

Démonstration : Si f et g sont des fonctions mesurables positives quelconques, soient
(Sn)n>1 €t (tn)n>1 des suites croissantes de fonctions étagées positives qui convergent vers
f et g. Alors s, + t, sont aussi des fonctions étagées positives et elles convergent vers
[+ g. D’apres le théoréme de convergence monotone (cf. Théoreme 4.7), [ s, du, [t, du
et [(sn + tn) dp convergent respectivement vers [ f du, [g du, [(f + g) du. Donc la
linéarité vient en passant a la limite dans f(sn + t,) du = fsn du + ftn du, due a la
linéarité déja vue pour les fonctions étagées. O

Corollaire 4.11 (Intégrale et série) Soient (f,),>1 une suite de fonctions mesurables

de X dans [0,400] alors
—+oo —+o00
[>fwdu=> [ 5 dn
n=1 n=1

Démonstration : Appliquer le théoréme de convergence monotone & g, = > »_, f, qui
est mesurable, et forme une suite croissante car g,11 — g, = f, > 0. Comme la limite g de
gpest =" f, ona

+00 p
/;nwszuzggj%w:g&/;mw
p +oo
= pggnoo;/fn duzn;/fndu

ol on a juste utilisé la linéarité de I'intégrale pour échanger la somme finie > *_ et l'inté-
grale |[. U

Corollaire 4.12 (Relation de Chasles dénombrable) Soient E;, i > 1, ensembles me-
surables disjoints et f une fonction mesurable positive

J = /fw.
/LJi>1 B ; E;

Démonstration : Comme les E; sont disjoints on a 1y_ g, = > ;5 1g; et

/UMEi dp = /f1Ui>1Ei dM:/Z(flEi) d“:Z/(flEi) dy

i>1 i>1
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/fdu

avec le Corollaire 4.11 appliqué aux fonctions mesurables f1p, positives. O

1>1

Le résultat suivant est I'analogue du Lemme 4.9 pour des fonctions mesurables positives
quelconques :

Corollaire 4.13 Soit f : (X, A, u) — [0, +00] mesurable alors la fonction sur A

/fdu

est une mesure (elle est finie ssi [ est intégrable). Puis pour une fonction mesurable g

/Xg dp = /Xg fdp. (4.5)

Remarque 4.14 — En quelque sorte, on a dp = fdpu.

— Le théoreme de convergence monotone est la clef de nombreux raisonnements
typiques. Pour justifier une propriété, souvent, on la montre d’abord pour les fonc-
tions indicatrices 14, on la généralise par linéarité aux fonctions étagées positives
puis enfin aux fonctions mesurables quelconques positives par convergence monotone
en approximant par des fonctions simples. Enfin, les fonctions f de signe quelconque
sécrivent f = ft — f~.

[lustrons cette facon de faire par la deuxieme partie de cette preuve.

Démonstration : ¢ est une mesure car
— (D) = f@ fdu =0 car on obtient 0 en intégrant sur un ensemble de mesure 0.
— Soient Fj, k > 1, des ensembles mesurables deux a deux disjoints de réunion £. On
alp=>,.,1p carles Ej; sont deux a deux disjoints

o(E) = /}(1Efdu=/)(;1Ekfdu ;/lEkfdu ;w (Ex).

L’application ¢ est donc bien une mesure.

Pour la seconde partie, si ¢ = 14 est une indicatrice, on a

/XlAdesO(A):/XlAfdu=/ngdu

et (4.5) est satisfaite dans ce cas. Pour une fonction étagée, ¢a reste vraie par linéarité en
utilisant le premier cas : si g = > ; ;14, alors

/nggo = /Xizloz,-lAi dcp:izlozi/XlAi dgpzizlozi/XlAifd,u
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— [ S atasdu= [ of du
X X

Pour g mesurable positive, on prend (s,),>; suite de fonctions étagées croissantes qui
converge vers g et on applique le théoréeme de convergence monotone

lim Sp dp = / gdp, lim S fdp :/ gf du
b's b's b's b's

n—-+0oo n——+o0o

car s, /St get s,f S gf (f >0). Dapres le cas étagé (Lemme 4.9), pour s, on a :

/Sndgpz/snfdﬂ
X X

ce qui donne en passant a la limite par convergence monotone :

/ngsoz/ngdﬂ-

Si g est de signe quelconque on écrit ¢ = gt — ¢~ et on utilise le cas positif et la linéarité
pour obtenir (4.5) dans ce cas réel de signe quelconque.

Pour g complexe, on écrit g = Re(g) + ilm(g) et on applique le cas réel a chaque terme
réel. 0

4.4 Lemme de Fatou

Théoréme 4.15 (Lemme de Fatou) Soit f,, : (X, A, u) — [0,+00], n > 1, une suite de
fonctions mesurables positives, alors

i
n—-+o0o n—+o0o

/liminffn dp < limin /fn du.

Corollaire 4.16 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables positives qui converge sim-
plement vers f et telle que la suite des intégrales [ fndu est majorée par M alors

/fduéM.

Démonstration : limint, f, = sup,>; infy>, fx = sup,~; g» avec g, = infy>, fi. Les
fonctions g, sont mesurables, positives et g, < g,.1. Par le théoreme de convergence

monotone (Th. 4.7),
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Or comme la suite (g,),>1 est croissante sa limite est égale a son sup et

lim g, =supg, = sup mf fk = hm inf f,.

n—+00 n>1 n>1k

Puis comme g, < fy, on a [ g, du < [ f, dp. D’ou
/lim inf f, du = lim /gn dp = liminf/gn dp < lim inf/fn du
n n—-+00 n n—-+oo
ol on a utilisé que la limite de [ g,, dp coincide avec sa liminf car la limite existe. O

Ce résultat explique que par passage a la limite, les intégrales de fonctions positives ne
peuvent que diminuer.

Applications

En anticipant les intégrales pour les fonctions de signe quelconque (Chapitre 5) , la
proposition suivante suit facilement du Lemme de Fatou (Th. 4.15). Cette proposition
permettra de prouver facilement le théoreme de convergence dominée (Th. 5.13).

Proposition 4.17 Soient, sur (X, A, u), g une fonction mesurable intégrable et (fn)n>1
une suite de fonctions mesurables intégrables (le signe de ces fonctions n’est pas prescrit).

1. Si g < f, alors flim inf,, o fn du <liminf,, ffn dpu.
2. Si f < g alors limsup,_,, o [ fn dp < [limsup, , o fn dp.

Démonstration : Par le lemme de Fatou (Th. 4.15) appliqué a f,, — g > 0, on a

/ lim inf(f,, —g) dp < lim inf / (fn—g) du
n—-+0oo

n—-+00

ce qui prouve 1) en rajoutant f g dp qui est finie par hypothese.
Pour le 2), de la méme fagon, le lemme de Fatou (Th. 4.15) appliqué & g — f,, > 0 donne

/hmlnf(g fn) dp < hmlnf/(g fa) dp

n—-+o00

on retranche [ g du < +o0 et on change le signe pour récupérer I'inégalité sur la lim sup. O



Chapitre 5

Intégrales des fonctions mesurables
de signe quelconque

En Section 5.1, on généralise le chapitre précédent pour I'intégrale des fonctions mesu-
rables positives a celle des fonctions mesurables de signe quelconque. En Section 5.2, on
prouve une importante formule de transfert ou formule de changement de variable abs-
trait (Th. 5.5). On présente également en Section 5.4 le théoreme de convergence dominée
(Th. 5.13) qui montre que, sous une hypotheése de domination, on peut échanger limite
et intégrale. Ce théoreme permet d’étudier les fonctions définies comme des intégrales a
parametres. Sauf mention contraire, on considere dans tout ce chapitre un espace mesuré

(X, A, ).

5.1 Définition et propriétés

Par défaut, dans la suite, on considere une fonction f : (X, A, x) — R mesurable (ou
selon les cas, a valeurs dans C. Pour une telle fonction f, la fonction |f| est mesurable et
son intégrale [ f du est bien définie d’apres le Chapitre 4 (mais peut valoir +00).

Définition 5.1 (Intégrabilité) Une fonction f est dite p-intégrable sila fonction positive
|f| est d’intégrale finie :

/|f| dp < 400.
Dans la suite, on écrit une fonction f : (X, A, u) — C sous la forme
f = u+w
= ut —u +i(vt —v7) (5.1)

avec u = Re(f) et v = Im(f). Comme les fonctions positives u™, u™, v", v~ sont toutes ma-
jorées par | f| alors leurs intégrales sont toutes finies car par exemple [u® dp < [|f| du <

51
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+00 et on pose alors par définition

/fdu = /u*du—/udu—i—i(/v*du—/vdu)
= /ud,u+i/vd,u

ou, plus simplement, si f : X — R, [ fdu = [f* du— [ f~ dp. Puis I'intégrale sur
E € A de f fonction intégrable est définie par

/Efdu—/flEdu

ce qui a bien un sens car la fonction f1g est intégrable puisque |f1g| < |f].

Remarque 5.2 — Notons que si une fonction mesurable est positive, on peut tou-
jours définir son intégrale mais elle peut valoir +oc0. Elle est dite alors p-intégrable
si son intégrale par rapport a u est finie.

— Tandis que si f est de signe quelconque, on ne définit son intégrale que si elle est
intégrable, c’est a dire lorsque | f| est d’intégrale (forcément définie) finie.

— En particulier dans la théorie de I'intégrale de Lebesgue, il n’y a pas de notion de
simple intégrabilité, c’est a dire de fonction non intégrable dont l'intégrale converge
simplement comme par exemple l'intégrale de Riemann f0+°° Si%dx (& voir).

Proposition 5.3 (Quelques propriétés) — Si f, g sont mesurables réelles et f <
g alors [ fdu < [ gdu.
— Sip(E) =0, alors [, f du =0 pour toute fonction intégrable.
— (Linéarité) Soient o, 5 € C et f,g intégrables de X dans C alors

/(af+ﬁg) du—a/f dwrﬂ/g dp.
— (Chasles) Si E et I sont disjoints, alors [ o f dp= [, f du+ [, f dp.

Démonstration : Tout ceci provient facilement des propriétés déja vues pour les intégrales
de fonctions positives et passe au cas des fonctions de signe quelconque en les écrivant sous
la forme (5.1) et en appliquant a chaque terme les propriétés correspondantes des intégrales
de fonctions mesurables positives.

Pour la linéarité, c’est fastidieux : écrire f = Re(f)* — Re(f)™ + i(Im(f)T — Im(f7)),
a = Re(a)t—Re(a)” +i(Im(a)t —Im(a™)) et de méme pour g et 5. Développer (af 4+ 5g)
et utiliser la linéarité pour les fonctions positives avec des coefficients positifs et reformer
a, B, f, g ala fin. O
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Proposition 5.4 (Intégrale et valeurs absolues ou module) Soit f: (X, A, u) — C

intégrable alors
‘/fdu‘é/lf!du.

Démonstration : Si [ fdu = 0, ¢’est immédiat. Sinon, soit o = | [ f dp| /([ fdp). Alors
la| = 1. Puis

'/fdu' — o[ fdui=[afdu= [Betaf) dusi [ Imiaf) du= [ Reaf) d
< [lastdu= [ 171 du

en utilisant la majoration Re(z) < |z| valable pour tout z € C puis |a| = 1. O

5.2 Formule de transfert

Soient (X,.A) et (Y, B) deux espaces mesurables et ¢ : (X, A) — (Y, B) une fonction
mesurable. Si on considére une mesure p sur (X, .A) alors la mesure image pp ! = p, est
une mesure sur (Y, B) (Définition 3.11). On a un lien entre les intégrales sur X par rapport
a p et celle sur Y par rapport a pup ' = p,

Théoréme 5.5 (Formule de transfert) Soit h: (Y,B) — K = R, R, C mesurable alors
h est p,-intégrable ssi h o ¢ est p-intégrable et

/hogp d,u:/hdu@. (5.2)
X 1%

Il s’agit d'une formule de changement de variable abstraite, tres générale puisque la seule
condition pour le changement de variable y = ¢(z) est que ¢ soit mesurable! Pour une
formule de changement de variable plus concrete, voir le Chap. 8 et le Th. 8.15.

Démonstration : La stratégie est a nouveau de commencer par h = 1p une indicatrice,
puis par linéarité de généraliser aux fonctions étagées et par convergence monotone aux
fonctions mesurables positives; enfin par linéarité aux fonctions mesurables quelconques.

e Si h =1p, B € B, alors ¢ !(B) € A car ¢ est mesurable et

/ Ly dyiy = 1,(B) =l (B)) = / Lo dyt = / 1y o dp
Y X X

car 1,-1p) = 1p o @ et (5.2) est vérifiée.
e Sih=73 ", a;lp est étagée, alors

hogp:(ZailBi)ogo:Z 1p, 0¢) Zaz ~1(By)
i=1 ;
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et

/(hosﬁ) dp = Zoz/ Lo-ipy dn =Y ai(e™'(Bi))
X i=1 X i=1
= Zai /Lga(Bi) = Zaz/ 1p, d,ugo
i=1 i=1 Y

= /hd,uw.
Y

e Si h est mesurable positive alors il existe s,, n > 1, des fonctions étagées positives
qui forment une suite croissante qui converge vers h. Mais alors s, o ¢ sont aussi des
fonctions étagées qui forment une suite croissante et qui converge vers h o ¢. On a donc
lim, v1o0 8, = h et lim, ., s, 0@ = hop. Dapres le point précédent, on a

/snogpdu:/sndu¢.
X Y

Par convergence monotone (Th. 4.7), le membre de gauche converge vers [ + hop du, celui
de droite vers fY h dp,, ce qui justifie donc encore (5.2) dans ce cas.

et (5.2) est a nouveau vérifiée.

e Si h est quelconque alors |h o ¢| = |h| o ¢ et le point 3, appliquée & |h| positive, donne
Jxlhowl du = [,|h| du, et donc Iéquivalence de la p,-intégrabilité de h et de la pu-
intégrabilité de h o .

On écrit alors (ho )™ =hTopet (hop)” =h™ oy puis

/X(hw) dp = /X(hw)+ dﬂ—/x(hocp)_ du
= [ W= [ 0
= [/hduw

en utilisant le point 3 pour les fonctions positives h* et h™, ce qui achéve la preuve de (5.2)
dans le cas général. U

Exemple (Espérance probabiliste). Une application importante d’utilisation de la for-
mule de transfert (5.2) est en probabilités pour exprimer une espérance d’une variable
aléatoire X comme une intégrale par rapport a la loi de la variable aléatoire Py. On consi-
dere (X, A, pn) = (Q,F,P) et X : (QF,P) — R joue le role de f et h(z) = z, on a

alors E[X] — /X dP = /Rx Px(dz)

dans ce cas la mesure image Py est la loi sur R de la variable aléatoire.
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5.3 Ensembles négligeables

Définition 5.6 Un ensemble A € A est dit p-négligeable si u(A) = 0.

Exemple 5.7 Sur (R, B(R),\), {z0},N, Z, Q sont négligeables. Sur (N, P(N),n), ot n est
la mesure de comptage, seul () est négligeable.

Définition 5.8 Une fonction f mesurable est dite p-négligeable s’il existe A négligeable
tel que YV & A alors f(x) = 0 (I’ensemble des points ot f est non nulle est dans un
négligeable).

Exemple 5.9 Sur (R, B(R),\), f(z) = 1g(z), g(x) = x1y(z) sont négligeables.

Définition 5.10 (Presque partout) Une propriété est dite vraie (ju-)presque partout, si
l’ensemble des points ou elle n’est pas vraie est p-négligeable.

En particulier, f = g presque partout si {x € X : f(x) # g(x)} est dans un négligeable.
On écrit p.p. pour presque partout.

Proposition 5.11 — Si f =g p.p. alors f est intégrable ssi g l'est et

/fduz/gdu-

— Si f<gpp. aors [ fdu< [gdu.

— Sif>0cet [ fdu< +oo alors f est finie p.p.

— Si|[ f du| = [|f] du alors il existe oo € C de module 1 tel que af = |f] ie. f
est d’argument constant.

Démonstration : e Soit A = {x € X : f(z) # g(z)} alors u(A) = 0. Six ¢ A, on a
f(z) = g(x) donc |f(x)| = |g(x)|. Donc si f est intégrable alors g I’est aussi puisque

Jiatan = [ totdu+ [ lglau= [ ol d
= [t [ e [ 1 du= [ <.

Puis le méme calcul sans les | - | montre que [ fdu = [ g du.
o Si A={x e X: f(x) =400} n'est pas négligeable alors

/fduZ/Afdu:vLoo

car f = 400 sur A qui est de mesure p(A) > 0. On contredit la finitude de [ f dp. 11 faut
donc avoir p(A) = 0.

e Reprendre la preuve de ’f fd,u‘ < [|f| du, page 53. Pour avoir égalité, il faut qu’il y
ait égalité dans toutes les étapes de cette preuve, ce qui nécessite Re(af) = |af|. Mais
Re(z) = |z| exige z = |z|. Ici on a donc |af| = af, soit, puisque |a] =1, |f| = af. O
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Remarque 5.12 (Tribu compléte) Il se peut que A mesurable de mesure p(A) nulle
contienne des sous-ensembles B non mesurables, ce qui cause bien des soucis. Dans ce cas,
on complete la tribu comme expliqué en Section 1.6.

5.4 Convergence dominée et applications

Théoréme 5.13 (Convergence dominée) Soit sur (X, A, pn), fn: (X, A, pn) — C, n>
1, mesurables telles que f, — f p.p. quand n — +o00. Sl existe g une fonction mesurable
(X, A, 1) = [0,400] telle que

1 1fal < g pop.
2. g est p-intégrable.
Alors

lim / fodp = / fdp. (5.3)

n—-+0o00

Conséquence : Si la convergence est dominée, on peut intervertir limite et intégrale.
En fait, on a méme mieux que (5.3) : on a

lim / o — f| dpp =0, (5.4)

n——+o00

Cela asure en particulier (5.3) puisque

‘/f"d/“‘_/fdﬂ‘:‘/(fn—f)du‘é/lfn—ﬂdu.

et donc lim,,_ 4o ‘ S fodu—[f d,u‘ < limyyyoo [ |fo — f dp

On propose deux preuves différentes du Th. 5.13. L’une a partir de la Proposition 4.17,
'autre pour la conclusion plus forte (5.4).

Démonstration : Comme lim, ,. f, = f p.p- et —g < f, < g, la Proposition 4.17
assure que

limsup/fn dp < /limsupfn du:/f du:/liminffn du
n—-+0o0o

n—-+o0o n—-+o0o

< liminf/fn du

n—-+00

ce qui prouve le résultat. [l

Démonstration : (de (5.4)) On considere la fonction 2g — | f — f,|. Comme |f,| < g et (&
la limite) |f| < g, il vient facilement |f — f,| < 2¢, c’est a dire 2g — |f — f,| > 0. De plus,
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comme f,, — f simplement, on a lim, . 29 — |f — f.| = 2g. On applique alors le lemme
de Fatou (Th. 4.15) & cette suite de fonctions :

. L P L
/lggigof@g |f = ful) du < 11m+1nf/29 |f = ful dps

n—-+0oo
/29 dp < 1iminf/2g d#—/lf—fnl dp
n—-4oo

/2gd,u < /29du+limlnf(—/|f—fn| d,u>
n—-+0oo

0 < —tiwsup [ 17~ 4 dy

n—-+4o0o

IA

iimsup [ 1f = £l dn < 0

n——+o00

en simplifiant par [ ¢ dp finie. Comme en plus liminf, oo [|f — fu| du > 0, on a
limy, 400 [ |f = ful dp =0 et a fortiori

lirf /fnd,u:/fd,u.

g

Exemple 5.14 Montrer que si f, : [0,1] — [0, 1] est continue et pour tout x € [0,1] on a
fn(z) — 0 alors f[o 1 fndX\ — 0. Essayer sans convergence dominée.

Exemple 5.15 Considérer la suite de fonctions (f,),>1 mesurables définies sur R et telle
que pour tout n > 1, et z € R : |f,(z)| < 1/(1 + 2?). Supposons que pour tout z € R,
fn(z) converge vers f(x). Montrer alors que

+oo +oo

ngrfoo fo(z) do = f(x) dz.

Application aux intégrales a parametres

Les résultats suivants donnent des conditions assez faibles sur f pour que la fonction
F(t) = [y f(t,z) p(dx) soit continue ou dérivable en ¢ € T.

Théoréme 5.16 (Continuité sous ’intégrale) Soit (X, A, u) un espace mesuré et T
un espace métrique (en général T =R ou a C). On considere f : T x X — C tel que pour
toutt € T, v — f(t,x) est mesurable et

Vit,z) e T x X, |f({t,z)] <g(x)
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avec g fonction p-intégrable ([, g(x) p(dz) < 400). On pose F(t) = [ f( w(dz).
Soit ty € T, on suppose que pour presque tout x € X, t — f(t, x) est contmue en tg. Alors
la fonction F' est continue en tg.

Démonstration : Comme R et C sont métriques, la continuité est donnée par la continuité
séquentielle (c’est a dire avec les suites : F' est continue en ¢ ssi pour toute suite (,),>1
qui converge vers to, on a lim,,_, ., F'(t,) = F(to)).

Il faut alors voir que pour toute suite (¢,),>1 qui converge vers to, on a F'(t,) — F(t). Mais

= [ f(tn, ) p(dz). Les fonctions  — f(t,,x) sont mesurables et dominées par g,
1ntegrable De plus quand n — 400, f(t,,x) = f(to,x) pour presque chaque z € X par la
continuité presque partout de f(to,-). La conclusion découle directement du théoréeme de
convergence dominée (Th. 5.13) :

lim F(t,) = lim /ftn,a: (dx) /fto, dx) = F(ty).

n—-+00 n—-+o00

Exemples. La fonction définie par F(t) = f0+°° e~"*dx est continue sur R .

f+oo tl

La fonction Gamma définie par I'(t) = [;" 2'~'e™ dx est continue sur RY.

Théoréme 5.17 (Dérivabilité sous 'intégrale) Soit (X, A, ), I un intervalle ouvert
deR et f:IxX — C telle que

— Vtel, x> f(t,x) est mesurable;

— Jtg € 1, x — f(to,x) est p-intégrable.
On suppose qu’il existe A € A tel que u(A°) =0 et

— Ve € A, t— f(t,z) est dérivable en tout t € I ;

— Ve e AVtel, ‘g—f(t,x)‘ < g(x), cwec/ g(x) p(dr) < +oo.
X
Alors F(t fX dx) est finie et la fonction F' est dérivable de dérivée
Py = [ 0y i)
x Ot

f(t"“'r)_f(tvl‘)

P est mesurable car limite de
n

Démonstration : Pour z € A, % (t,z) = lim;, _,
fonctions mesurables.
Pour t; € I quelconque et ty donné dans I’énoncé, par le théoreme des accroissements finis,

on a6 E]to,tl[ :

’8t

of

|f(tr,z) = f(to, )| = ’E(wa) —to| < g(@)[t1 — tol.
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M suit |f(t1, x)] < g(@)[ti—to|+]|f(to, z)| qui est intégrable car g et f(to, ) le sont. L’intégrale
F(t1) est donc finie pour tout ¢; € I.

Soit maintenant t € [ fixé et ¢t,, — ¢, on a

F( / f(tn, 2) = f(t,2) p(dx).

tn ——t tn ——t

f(tn,2)—f(t,x)
Or —fn—t z

des accroissements finis 20 (Gn, x) pour un certain 6, G]t tn]. Or g{ (0., ) est dominée par
g(x), intégrable. Le theoreme de convergence dominée (Th. 5.13) s’applique et donne

F’(t):ngTwsz%(t,x) u(dz). = X%(t,x) u(dz).

est une suite de fonctions qui tend vers (t x) et qui vaut par le théoreme

Exemples.
— La fonction définie par F(t) = f0+°° ~°% dx est dérivable sur RY.
too -1

— La fonction Gamma définie par I'(t) = [ 2'"'e™" dx est dérivable sur R .

En fait par un argument récursif, on montre que ces fonctions sont meémes C*° sur R? .

Contre-exemple. Soit f : R — R mesurable et sa primitive

— /Otf(x)dx = /f(it)l[o,t}(x) dx

On est tenté d’appliquer le théoreme de dérivation (Th. 5.17) a f(t,z) = f(x)1p4(z) en
constatant que % existe presque partout (sauf en ¢ = x) et vaut alors 0. On aurait donc
F'(t) = 0. Le probléeme vient du fait que I’ensemble presque str ou f(-,z) est dérivable

dépend de x, ce qui n’est pas autorisé pour appliquer le Th. 5.17.



Chapitre 6

Lien avec l'intégrale de Riemann

L’intégrale de Riemann est une intégrale pour les fonctions définies sur R. La mesure
classique a considérer sur R étant la mesure de Lebesgue A, on va donc faire le lien entre
I'intégrale de Riemann et l'intégrale de Lebesgue pour la mesure de Lebesgue A. On com-
mence par faire le lien entre les deux types d’intégrales sur des intervalles [a, b] bornés pour
les fonctions en escalier en Section 6.1, pour les fonctions continues en Section 6.2, et pour
les fonctions Riemann-intégrables en Section 6.3. Enfin en Section 6.4, on fait le lien avec
les intégrales de Riemann impropres.

6.1 Fonctions en escalier

Soit [a,b] un intervalle borné de R et S = {a =ty < t;--- < t, = b} une subdivision
de [a,b]. On note p(S) = maxg<i<n_1 |t; — ti—1| le pas de la subdivision S.

On a déja remarqué que les fonctions en escalier

n—1
f([)?) - Zail[ti7ti+l[(x)
=0

sont des cas spéciaux de fonctions étagées (car les intervalles [t;, ¢; 1] sont des boréliens).
Leur intégrale de Riemann sur [a, b] est donnée par

b n—1
a i=0

Tandis (qu’en tant que fonctions étagées), leur intégrale de Lebesgue sur [a,b] € B(R) est
donnée par

n—l n—1
fdx= Zai)‘([tiati-l-l[) = Zai(twl — ti)_
ot =0 i=0

60
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Les deux types d’intégrale de Riemann et de Lebesgue coincident donc pour les fonctions
en escalier :

b
- fd\= /a f(z) dx. (6.1)

6.2 Fonctions continues de [a,b] — R

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Elle est mesurable et bornée par M : |f(x)| <
M. Donc f est A-intégrable (au sens de Lebesgue) sur [a, b] fini :

/ Flar< [ M dr=MA(ab]) = (b— a)M < +oo.
[a,b] [a,b]

En fait, la continuité sur [a,b] donne I'uniforme continuité de f (théoreme de Heine). La
fonction f est donc limite uniforme de fonctions en escalier E,, (on dit dans ce cas que f
est une fonction réglée).

On a vu en Section 6.1 que pour les fonctions en escalier E,,, les intégrales de Riemann
fab Ey(z) dx et de Lebesgue [, Ey, dX coincident. Par définition, f; f(x) dz est limite de

f; Ey(z) dz et [, f dX est sup, donc limite croissante des intégrales [, En dA. On a
donc avec le théoreme de convergence monotone (Th. 4.7) :

b b
/ f(z) de = lim E,(z) dx = lim E,(x) d\ = f dA.

n—400 a n—400 [a,b] [a,b]

Les intégrales de Riemann et de Lebesgue coincident donc pour des fonctions continues sur
des intervalles bornés. Elles sont méme A-intégrables.

Remarque 6.1 — Le méme argument s’applique en fait aux fonctions réglées (li-
mites uniformes de fonctions en escalier) : leurs intégrale de Riemann et de Lebesgue
sur des intervalles bornés sont égales.

— On a deux notations (a priori) différentes pour les intégrales de Riemann et de
Lebesgue d’une fonction (continue) f mais finalement les deux intégrales coincident :

b
/ f(z) doe = fdA.
a (a,b]

— Tous les calculs que l'on sait faire avec l'intégrale de Riemann restent donc va-
lables avec I'intégrale de Lebesgue. Les calculs de primitives, intégration par parties,
changements de variables usuels, etc, ne disparaissent pas.
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6.3 Fonctions Riemann-intégrables

Mesurabilité

D’abord, on montre que les fonctions Riemann-intégrables ont un sens pour l'intégrale
de Lebesgue : elles sont égales A-presque partout a des fonctions mesurables (pour la tribu
borélienne de R). On commence par le criteére suivant de Riemann-intégrabilité.

Théoréme 6.2 (Lebesgue) Une fonction f bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable ssi
I’ensemble de ses points de discontinuité est de mesure de Lebesque nulle. On dit alors que
f est continue \-presque partout.

Notons D l’ensemble des points de discontinuité de f. En notant Osc, f l'oscillation de f
en x,

Osco(N) = inf (sup (If(w) = f(0)] s wv € TN[a,1])).

I voisinnage
ouvert de «

on utilise le résultat suivant d’intégrale de Riemann :

Théoréme 6.3 (Darboux) Soit f bornée sur |a,b|. Elle est Riemann-intégrable ssi pour
tout € > 0, il existe a > 0 et une famille d’intervalles ouverts |c;, d;[, 1 < i < N, tels que

Ziil(dz — Ci) S c et

D, = {x € [a,b] : Osc,(f) > 04} C Cﬂci,di[.

i=1
Intuitivement, on englobe les oscillations trop grandes de f dans des intervalles dont la

somme des longueurs est aussi petite qu’on veut.

Démonstration :(Darboux, Th. 6.3) Soit f Riemann-intégrable sur [a,b]. On se donne
e > 0 et a. D’apres la Riemann-intgrabilité (cf. [JCB-Riemann)), il existe une subdivision

d:a=xy<z <-- <z, =0de [a,b] telle que pour les sommes de Darboux associées,
on ait : )
e}
0<8¢(d) = s¢(d) = ) _(wis1 — z) (M;(f) — mu(f)) < -
i=0

ici Mi(f) = SUDuepy;zi, [ () €t mi(f) = infoepe, ory) f(2). Notons que (M;(f) — mi(f))
est l'oscillation de f sur [x;, z;+1]. On pose I, = {Z €{0,...,n—1} : Oscp(|z;, xit1]) > oz}.
Pouri & I, on a Oscy([xi, i41]) < aet pour x €]x;, i41[, on a Osc,(f) < Oscy(|z, xit1]) <
a. Il vient |z;, x;11[ND, = 0 et donc

D, C ( U]xi,xiﬂ[) U{x;:0<i<n}.

1€,
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Pour i € I,, on a a < Oscy([wi, xi41]) = M;(f) —m;(f) et donc

D oalwi — ) <) (@ — @) (Mi(f) = mi(f)) < Sp(d) = s¢(d) < 7()[

i€la i€la
et Zie[a (Tip1 — ;) < 5-
Pour i € {0,...,n}, on pose u; = a;l —¢/(4n+1)) et v; = x; +¢/(4(N +1)). On a alors
Yorovi —u;) = (N + 1)4(n+1) 5 et donc

Do C ( U]Iiwfi—HD U (O]%ﬂh[)

1€, 1=0

avec
n

Z(ﬂfiﬂ — ;) + Z(Uz —u;) <€
i€la i=0
ce qui prouve le sens direct du Th. 6.3.

Pour la réciproque : soit f bornée sur [a, b] vérifiant la condition du Th. 6.3. Soit o > 0 et
g’ > 0, il existe une famille finie de ¢ intervalles |¢;, d;[, 1 <i < ¢, tels que

D, C ( U]ci,di[> et i(di —¢) <¢€.

i€lq i=1

On peut supposer les intervalles |¢;, d;| disjoints (sinon on redécoupe les intervalles) et on
peut supposer I'indexation telle que ¢; < dy < cy <dy < -+ < ¢y < dy. Sia < cy, on pose
Iop = la,c1] puis [y = [dy, o], ..., Iym1 = [dg—1,¢q] et I, = [dy,b] sid, < b (sic; <aalors I
n’existe pas; si d, > b alors I, n’existe pas).

Comme D, C J{_,]¢;, d;[, on a D,NI; = 0 et donc pour tout x € I, on a Osc,(f) < a. La
borne supérieure des Osc,(f) sur I est donc inférieure a « et il existe alors une subdivision
O de Ip (y§ < wt--- <wyp) telle que Oscy([y¥, 9%, ,]) < 2 pour tout 0 < j < ny — 1.

Soit alors d la subdivision de [a,b] formée de a,b et des point y]’c des subdivisions 0,
1 <k < g, qu'on reordonne en zp = a < z; < --- < z, = b. Un segment [z, z511] de la
subdivision d est du type [y¥,y¥, ] ou [¢;, d;] et on peut regrouper les termes Sy(d) — s4(d)
en les (d; — ¢;)Oscy([ci, di]) et les

np—1 ni—1
S (Wb — uh) Oscp(lyf vh ) <2037 (v —oF) < 20M(L).
Jj=0 j=0

On a donc
-1

Sp(d) = sp(d) <D (20)A\Iy) + Z(di — ¢;)Oscs([ci, di).

k=0

K
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Comme les I sont des intervalles disjoints et l'oscillation de f sur [¢;, d;] est majorée par
celle de f sur [a,b], on a

q

Sp(d) = s;(d) < (2a)(b—a) + Oscs([ab]) Y (di — ;)

i=1

< (2a)(b — a) + £'Oscs([a, b]).

Finalement, étant donné n > 0, les choix a < 1n/(4(b — a)) et &’ < n/(20sc¢([a,b])) as-
surent l'existence d’une subdivision d de [a, b] telle que S¢(d) — s¢(d) < n ce qui signifie la
Riemann-intégrabilité de f. U

Démonstration :(Lebesgue, Th. 6.2) Soit f Riemann-intégrable sur [a,b]. On note que
'ensemble D de discontinuité est I’ensemble des x € [a, b] tels que Osc,(f) > 0 qu’on peut
encore écrire

D= U D,, avec D,={z¢€[a,b]:O0sc,(f)>1/n}. (6.2)

n>1

Comme f est Riemann-intégrable sur [a, b], le Th. 6.3 justifie que pour € > 0, chaque D,
peut étre recouvert par une famille finie d’intervalles ouverts, dont la somme des longueurs
est inférieure a /2" :

Pn Pn

D, C U}cm, dm[ avec Z(dm —cpy) <¢e/2".

i=1 =1

Ainsi D est couvert par une réunion dénombrable d’ouverts de longueur totale inférieure

ac:
D C U G}Cn,iydn,i[ avec Zi(dm —Cpy) < 25/2” =e.

n>11=1 n>1 i=1 n>1
On a donc A(D) < ¢ et comme € > 0 est quelconque, on a A(D) = 0.

Réciproquement, si A\(D) = 0, soit € > 0 alors il existe des intervalles ouverts |c,, d,],

n > 1, tels que
D C U ]cn,dn[, Z(dn —¢,) <e.

n>1 n>1

Comme D,, donné en (6.2) est fermé de [a, b], D,, est compact. De pus D,, C D est couvert
par |, -, ]cn, dy, [ On peut donc extraire un recouvrement fini de D,, par des intervalles de
longueur inférieure a €. D’apres le Th. 6.3, f est Riemann-intégrable. U

Proposition 6.4 Les fonctions Riemann-intégrables f : [a,b] — R sont égales A-presque
partout a des fonctions mesurables pour les tribus boréliennes de [a,b] et de R.
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Démonstration : On rappelle qu’étant donnée une subdivision S = {a =ty < --- <t, =
b} de [a, b], on encadre f Riemann-intégrable par les fonctions en escalier de type Darboux :

fS) Zml 1[t1 tia | l‘ ’ (f,S) Z M; 1[t17tz+1[ (63)

o m; = infoepr, 1, f(2) et avec M; = sup ey, 1., f(2). On a alors

B

+
s =< B

et aussi

supE(fS) <f< me(fS)
ou le sup est pris sur les subdivisions S de [a, b]. Puis comme f est Riemann-intégrable, en
notant

n—1 n—1
A~(1.5) :Zmi(ti-i—l_ti)a AT(f.9) :ZMi(ti-H_ti)
i=0 1=0
ses sommes de Darboux inférieure et supérieure, on a
b b
li E’, = lim A~ = lim AT = li Et .
b J, Bl (®) o= Jyn, 4759 = G AT = g, | B () de
Comme pour une subdivision S fixée, on a
— +
Biys) S sup By gy <f B g < B

en intégrant, il vient

b b b b
/a Eg(®) dr < /a sup Eg(7) dr < /a igf Ej g (x) dv < /a El g (z) dz

et en passant a la limite

b b

b b
lim E o () do S/a Sl;pE(}7S)(l’) dx S/a irsle( y(@) dz < lim E+

d
p(8)—0 J, ()30 fS)( z) du.

Comme par définition de 'intégrale de Riemann f: f(x) dx, les deux cotés de l'inégalité
précédente ont des limites égales, il y a égalité partout. On a donc | K supg £ g (x) de =
f infg EJr )( x) dxr. Comme en plus supg Eig < f <infg E (.5)° cela exige

sng&S)(q:) = f(z) = me(*f’ )( )
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en tous les points x de continuité, c’est a dire d’apres le théoreme précédent de Lebesgue
(Th. 6.2), égalité A-presque partout. On en déduit que pour A-presque chaque z € [a, b,
on a

flx) = sgp B g (@) = igf E(j}’s)(:p).

Comme on peut prendre le sup et I'inf précédents sur une famille dénombrable de subdivi-

sions S,, = {a + %(b —a):0<k< n}, n > 1, et comme E(_f,Sn) et E(Jr s, sont mesurables

pour les tribus boréliennes (car en escalier), les fonctions sup,, B, et inf,, E( 1.5, sont
mesurables. Finalement, la fonction f est bien égale A\-p.p. a une fonction mesurable. [J

Remarque 6.5 Attention si f = g pp avec g mesurable, on n’a pas nécesairement f
mesurable sauf si la tribu est complete.

Comparaison des intégrales

Proposition 6.6 Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Alors elle est -
intégrable au sens de Lebesque et les intégrales de Riemann et de Lebesque sont égales :

L’b}fd/\:/abf(x) dx

Démonstration : Pour commencer, on suppose pour simplifier f positive. D’apres le
Th. 6.2, 'ensemble des points de discontinuité D de f est de mesure A(D) = 0. On a

fd)\:/ Fdx< M(b—a) < +oo
[a,b] la,bjNDe

ot M = sup,e(ypnpe f(2) < 400 car f est continue donc bornée sur [a,b] N D¢, ensemble
borné. Avec S, = {a+ 3=(b—a) : 0 < k < 2"}, on a p(S,) = 27" — 0, et les partitions
Sp, n > 1, sont emboitées. On a A-p.p.

fgn)ff et fSn)\f

avec les notations de (6.3). Mais par définition de l'intégrale de Riemann de f, on a

b
/f de= lim A (f,S,) = lim E(}Sn)( x) dx.

p(Sn)—0 p(Sn)—0

Comme les partitions 5,, n > 1, sont emboitées, on a E(_f,Sn) < E( F.Sn1)? le théoreme de

convergence monotone (Th. 4.7) assure

d\ = lim E-
[a,b] d P(Sn)=0 Jiqb] (F:5n)

dA.
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Comme pour les fonctions en escalier, les deux types d’intégrales coincident f[a ] E(’f s) d\ =

fab E; g(7) dz et 'égalité persiste a la limite :

/[a’b}f X = /abf(:v) dz.

Si f n’est pas positive, alors | f| est encore Riemann-intégrable et on écrit f = f*— f~ avec
f1 et f~ ses parties positive et négative, puis on applique ce qui précede & f* et f~. Si f est
complexe, on écrit f = Re(f)+iIm(f) et on applique ce qui précede a Re(f) et a Im(f). O

Dans la suite, pour simplifier, on utilisera souvent la notation ff f(x) dx pour l'intégrale
f[a b f dX par rapport a la mesure .

6.4 Cas des intégrales de Riemann impropres

Soit —0o < a < b < 400 et f :]a,b[— C une fonction localement Riemann-intégrable,

c’est & dire qu’on suppose que pour tout a < ¢ < d < b, on a fcd |f(z)|de < 4o00. Par
définition, la fonction f a une intégrale (de Riemann) impropre convergente sur |a, b| ssi

existe, c’est a dire ssi pour toutes suites a,, \ a et 5, /b, on a

" ) dt = / Fd (6.4)

Qn [Oén 7577«]

a une limite, notée fabf(x) dzx.

Or si f est A-intégrable sur |a,b[ (au sens de Lebesgue), par le théoreme de convergence
dominée (Th. 5.13), on a

/ o ’f| d\ = /1[an,ﬂn]|f‘ d\ — /]—]a,b[’f’ d)\ = /] . |f’d)\, n — 400,

car [1j,p est A-intégrable. Dans ce cas, un passage a la limite dans (6.4) montre que f a
une intégrale impropre de Riemann absolument convergente.

Par contre si f n’est pas M-intégrable (au sens de Lebesgue) sur |a, b], rien ne permet de
passer a la limite dans f}a Ba] f dX et on ne peut pas considérer I'intégrale de Lebesgue de

f sur ]a, b[ dans ce cas.

Pour résumer, il y a deux cas de figure :
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— les intégrales impropres convergent absolument, dans ce cas, c’est que f € L*(]a, b|)
(ie. elles sont A-intégrables au sens de Lebesgue) ;

— les intégrales sont seulement semi-convergentes et ab] f dX n’est pas défini au sens
de Lebesgue.

Exemple : L’intégrale f0+°° % dx est seulement semi-convergente et n’a pas de sens en
tant qu’intégrale de Lebesgue alors qu’en tant qu’intégrale impropre de Riemann, elle vaut
/2.

Il faudrait définir une notion d’intégrale impropre de Lebesgue pour généraliser les inté-
grales semi-convergentes. On ne le fera pas dans ce cours.



Chapitre 7

Intégrale de Stieltjes

Dans ce chapitre on généralise l'intégrale de Lebesgue par rapport a la mesure de
Lebesgue. On commence par définir en Section 7.1 la mesure de Lebesgue-Stieltjes up
associée a une fonction croissante continue a droite F'. Comme pour la mesure de Lebesgue
qu’on retrouve lorsque F'(z) = z, la mesure de Lebesgue-Stieltjes est obtenue en étendant
la définition pp(la,b]) = F(b) — F(a) sur le semi-anneau P des intervalles ]a, b] a 'aide
du procédé d’extension de la Section ?? (Th. ??7). En Section 7.2, on introduit la notion
de mesure signée sur (R, B(R)) et de fonction a variation finie pour définir I'intégrale de
Stieltjes en Section 7.3.

7.1 Mesure de Lebesgue-Stieltjes

Dans cette section, on généralise la mesure de Lebesgue en considérant qu’elle est définie
par A(Ja,b]) = F(b) — F(a) pour tout |a,b] € P = {Ja,b],—00 < a < b < 400} avec
F(z) = = et qu'on peut considérer une fonction F' réelle finie, croissante, plus générale.

On considere donc une telle fonction F' croissante et continue a droite (ie. limp\ 4o F'(z +
h) = F(z)) et on associe alors sur P la fonction d’ensemble

pr(la,0]) = F(b) — F(a).

De la méme facon que pour la mesure de Lebesgue A, on peut étendre pp en une mesure
sur B(R) = S(P). Cette mesure pup s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée
a k.

Théoréme 7.1 (Lebesgue-Stieltjes) Soit F' une fonction réelle croissante continue a
droite en tout point. Alors il existe une unique mesure o-finie pp sur B(R) telle que
u(Ja,b]) = F(b) — F(a) pour tout —oo < a < b < +00.

Réciproquement, si v est un mesure sur B(R) telle que v(]a,b]) < 400 pour tout —oo <
a < b < +o0 alors il existe une fonction F' croissance continue a droite telle que v = up.
De plus F' est unique a constante additive pres.

69
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La preuve utilise des résultats préliminaires suivants, analogues aux Lemmes 7?7, 7?7 77
utilisés pour construire la mesure de Lebesgue :

Lemme 7.2 Soit Ey € P et (E;)i>1 une suite d’intervalle disjoints de P tels que E; C Ey
pour i > 1. Alors 3.~ pr(E;) < pr(Eo).
Démonstration : Pour n fixé, on voit facilement que

n

ZMF(ED =Y (F(b) = F(a)) < F(bo) — F(ao) = pr(Ep).

=1

Le résultat s’obtient en faisant n — +oo. O

Lemme 7.3 Si un intervalle fermé borné Fy = [ag, by] est contenu dans une union finie
d’intervalles Uy = (aq,br), ..., Uy = (an, by) alors F(by) — F(ag) < >y (F(bi) — F(ay)).

Démonstration : L’inégalité vient de manipulations algébriques élémentaires. O

Lemme 7.4 Soient Ey, 1, Es, ... des ensembles dans P tels que Ey C :r:of E;. Alors
pr(Bo) < 305 e ().

Démonstration : On note E; =|a;,b;], i@ > 0. Soit 0 < & < by — ag. Par continuité a
droite de F, il existe §; > 0 tel que F'(b; + ;) < F(b;) +¢/2', i > 1. Comme par hypothese

Jao, bo] C U;=]ai, b, on a
+oo

[ao +e, bO] - U]aia bz + 5%[

i=1
D’apres le théoreme de Borel, puis le compact [ag + &, bg] est couvert par une union finie
d’ouverts : [ag + €, bo) C U;_,]ai, b; + ;[ pour un n donné. Le Lemme 7.3 donne alors

Flbo) — Flag+2) < Xn: (F(vi+ ;) = F(a))

= Z,up a;, bl —i—Z( (b; + ;) (b,))
< ZMF(Ei)+e.

La conclusion s’obtient en faisant tendre € vers 0 et en utilisant la continuité & droite de
F (ie. lim. 0 F(a; + €) = F(a;)). O

Démonstration :(Th. 7.1) On suppose d’abord que F' est croissante, continue a droite
et on considere pup donnée par pup(]a,b]) = F(b) — F(a). On constate facilement, comme
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pour la mesure de Lebesgue en Section 7?7, que F' est o-additive sur P : en combinant les
Lemmes 7.2, 7.3, 7.4, on a la g-additivité de pr. Comme pour la mesure de Lebesgue, up
a une unique extension o-additive a B(R).

Pour la réciproque, soit v la mesure sur B(R) telle que v(E) < +oo pour tout £ € P. On
définit alors F par F(z) = v(]0,z]) si z > 0 ou F(z) = —v(]0,2]) si x < 0. On constate
facilement que F' est croissante et continue a droite :

}lliir(l)F(m—l—h) = HEIEOOF(anl/n):HEIEmV(]O,x+1/n])
- y( Ji0.z + 1/n]) = ()0, 2]) = F(2).

De plus, la mesure pup associée a F est égale a v sur les ensembles |a,b] de P puisque

pr(la, b)) = F(b) — F(a) = v(]a,b]) et donc v = pp sur B(R).

Finalement, si G est une autre fonction pour laquelle ug = v, on a G(z)—G(0) = v(]0, z]) =
F(x) — F(0) et donc F' et G coincident a une constante pres. O

Contrairement au cas de la mesure de Lebesgue, la mesure pr peut avoir un atome, ie.
a € R tel que pup({a}) > 0. En fait les atomes de up sont précisément les points de
discontinuité (a gauche) de F et ur({a}) est la hauteur F(a) — F(a™) de ce saut.

De plus, pour les intervalles ouverts ou fermés on a

pr(la,b]) = F(b) = F(a™), pr(la,b]) = F(b7) — F(a).

On peut choisir la constante de facon que F' soit nulle en —oo. La fonction F' est alors
donnée par F(x) = p(] — 0o, x]). En effet, par continuité décroissante et monotonie, on a
bien

lim F(z)= lim F(-n)= lim pr(]— o0, —n]) = uF< U] — 00, —n]) = up(0) = 0.

Tr—-+00 n—-+o0o n—-+o0o
n>1

La fonction F' est alors une fonction croissante, continue a droite et de limite nulle en —oc.
Si pup est une mesure de probabilité, F' s’appelle la fonction de répartition de pp. Dans
ce contexte, le Théoreme 7.1 affirme que toute fonction croissante, continue a droite, nulle
en —oo et de limite 1 en 400 est la fonction de répartition d’'une probabilité ur. C’est bien
une probabilité car

pr(R) = lim pp(]—n,n]) = lim (F(n) — F(—n)) = F(+00) — F(—o0) =1—-0=1.

n—-+o00 n—-+o00
On a de plus :

Proposition 7.5 Une fonction croissante et continue a droite F' a au plus un nombre
dénombrable de discontinuités.

De facon équivalente, la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée pp a un nombre au plus
dénombrable d’atomes.
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Démonstration : Comme les atomes de up et les discontinuités de F' coincident, les deux
énoncés sont clairement équivalents. Pour a, b fixés, on note D,, I'’ensemble des atomes a
de poids pp({a})) > 1/n. Comme

card(D,) > < pur(Dn) < pir(Ja,b]) = F(b) — Fla) < +00

3

on a card(D,,) < +o0o. L’ensemble des atomes de pp sur |a,b] étant |J, -, D,, il est donc
dénombrable. -

Puis 'ensemble des atomes de pp sur R est I'union de ceux sur |n,n + 1], n € Z, et reste
donc dénombrable. O

7.2 Fonctions a variation finie

Soit T' > 0 fixé. On rappelle que d’apres le Théoreme de Lebesgue-Stieltjes (Th. 7.1,
il y a une bijection entre les fonctions croissantes continues a droite g : [0,7] — Ry et
les mesures v positives finies sur [0,7]. La bijection est donnée par g(t) = v(]0,t]) ou
v(]s,t]) = g(t) — g(s). La donnée de v sur les intervalles |s, t| déterminent uniquement la
mesure v sur B([0,7]) (théoreme d’extension Th. ??). Si g est en plus supposée continue
alors v est sans atome (ie. v({t}) = 0 pour tout ¢t € [0, 7).
Exemples : si g(x) = x alors v est la mesure de Lebesgue \; si g(x) = 14 +o0(x) alors v
est la mesure de Dirac 4,.

Définition 7.6 (Mesure signée) Une mesure finie est dite signée si elle est différence
de deux mesures positives finies.

L’écriture d’une mesure p signée sous la forme d’une différence de deux mesures positives
finies n’est pas unique, cependant il existe une seule décompisition canonique :

Proposition 7.7 (Décomposition canonique d’une mesure signée) Il existe une seu-
le décomposition = puy — p_ minimale dans le sens ou puy et p_ sont deuxr mesures
positives finies portées par des boréliens disjoints. Il s’agit de la décomposition canonique
de .

Dans la suite, pour une fonction h & valeurs réelles, on note h* = hV 0et h = hAO.

Démonstration : Pour obtenir I'existence d’une telle décomposition, on considere une
décomposition quelconque p = p; — po de p, on pose v = py + po. Comme py < v et
pe < v, on écrit par le théoreme de Radon-Nikodym (cf. Th. 11.16) :

pa(dt) = ha(t) v(dt),  pa(dt) = ha(t) v(dt).
Avec h(t) = hy(t) — ho(t) on a
p(dt) = h(t)v(dt) = h(t)* v(dt) — h(t)” v(dt)
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ce qui donne la décomposition p = puy—pu_ avec puy (dt) = h(t)* v(dt), u_(dt) = h(t)~ v(dt).
Notons que les mesures p et p_ sont bien a supports disjoints puisqu’elles sont portées
respectivement par Dy = {t € [0,T] : h(t) > 0} et D_ = {t € [0,T] : h(t) < 0}. L’unicité
de la décomposition p = py — p— vient du fait que 'on a nécessairement

p1+(A) = sup (u(C) : C C A, C borélien).
En effet u(C) < 54 (C) < puy(A) quand C C A et
ps(A) = py(ANDy) = wW(An Dy) < sup (u(C) : C C A, C borélien).
U

On note |u| la mesure positive |pu| = py + p_. I s’agit de la variation totale de pu.
Remarquons que la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a |u| est

ol D, U D_ est une partition de 'espace.

Définition 7.8 Soit T > 0. Une fonction continue F : [0,T] — R telle que F(0) = 0 est
dite a variation finie s’il existe une mesure signée (ie. différence de deuxr mesures positives
finies) p telle que F(t) = u([0,t]) pour tout t € [0,T].

La mesure p est alors déterminée de fagon unique : Uexpression u(]s,t]) = F(t) — F(s) la
détermine uniquement sur la famille des intervalles |s, t] puis, par le procédé d’extension
(Th. ??) , sur B([0,7T]). De plus, F' étant continue, i est sans atome.

Proposition 7.9 Une fonction F est a variation finie ssi F' est différence de deux fonc-
tions croissantes continues nulles en 0.

Démonstration : Si F' est a variation finie, F'(t) = 1([0,1]) et avec la décomposition ca-
nonique de u de la Proposition 7.7, F' est différence de deux fonctions croissantes continues
et nulles en 0 : F(t) = py([0,t]) — p—([0,¢]) (si py et p— ont des atomes, ils doivent néces-
sairement coincider pour s’annuler (u n’en ayant pas). Mais comme . et pu_ sont censés
avoir des supports disjoints, c’est que de tels atomes n’existent pas : pu. et p_ sont bien
sans atome. Réciproquement, si ' = F} — F, avec F, F, fonctions croissantes continues et
nulles en 0 alors on associe py et uy des mesures positives finies a I, Iy et F' s’écrit alors
F(t) = p([0,¢]) pour la mesure signée p = piq — fio. O

Dans la suite, on note p la mesure associée a F' et . — p— la décomposition canonique de
p. La fonction définie par p*([0,t]) + 1~ ([0,¢]) s’appelle la fonction variation totale de
F'. D’habitude, les fonctions a variation finie sont plutot définies par la propriété suivante :
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Proposition 7.10 (Variation finie — ou bornée) Pour tout t € [0,T], on a

(0.8 = sup (Z F(t:) = Flti)])

ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty <ty < --- <t, =1 de [0,1].

Démonstration : La preuve qui suit est probabiliste et utilise un argument de martingale.
Il suffit clairement de traiter le cas ¢t = T'. L'inégalité > s’obtient facilement puisque

[E(t:) = F(tia)| = |ptio, t])] < [pl(Jtia, t:])

et done Y37 [F(t;) = F(tia)| < 3274 lul(Jtimr, t:]) = [l (10, TT) = [l ([0, T]) par additivité.
Pour l'autre inégalité, on montre le résultat plus fort suivant : pour toute suite 0 = ¢ <

tt <--- <ty de subdivisions emboitées de [0, 7] de pas tendant vers 0, on a

lim Z\F () = F(2)] = [ul([0,T7).

n—-+00

Pour simplifier, on considere les subdivisions dyadiques ¢ =277, 0 < i < 2", de [0, 7.
On utilise un argument de martingales en introduisant l’espace de probabilité Q@ = [0, 7]
muni de la tribu borélienne B([0,T]) et de la probabilité P(ds) = (|u|([0, T]))|u|(ds). Sur
cet espace, on considere la filtration discrete (B,,),>, ou B, est la tribu engendrée par les
intervalles |(z — 1)27"T,i27"T, avec 1 < i < 2". On pose alors

X(s) = %(8) =1p,(s) —1p_(s)

ol D, U D_ est une partition de ’espace et on considere pour chaque n > 0
X, = E[X|B,].

Il s’agit d'une (B,),>o-martingale. Comme X,, est B,-mesurable, X,, est constante sur
chaque intervalle |(i — 1)27"T,i27"T]. D’apres les propriétés de 'espérance conditionnelle,
sa valeur oy sur |(i — 1)27"T, 127 "T] vérifie

ul(G — 12T, i2-T)) dp
% = ]EEXBTL]_Z_ —nT j92—n =E ]_,L io—n
Q 2(0.7]) [ [X|Bu]1)i—1)2-n1,i2 T]] i o=z
- dudipl gl 12T,
Ji—1)2-nT52-n7) Al [p]([0,T7) |12|([0,T)]
On a donc

p((i - )2 "T,i27"T]) _ F(i2"T) — F((i = 1)27"T)
|1 = 1)277T, i2-T7) ul(1(@ = 1)27"T, i27T])

o; =
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Puis comme, par définition, la martingale discrete (X,,),>0 est fermée et comme X est
mesurable par rapport a B([0,7]) = \/, -, B cette martingale converge ps et dans L' vers
X. En particulier,

lim E[|X,[] = E[[X]] =

n—-+00

ou on utilise | X (s)| = 1, u-pp. Le résultat suit facilement puisque

E[| X[ = (|ul(0,T1)" }]F&W’ F((i— 1)27"T)].

7.3 Intégrale de Stieltjes

Soit f :[0,7] — R une fonction mesurable telle que f[o,T] | f(s)||u](ds) < +00. On note
[ s ras = [ feuts, [ ) 1P = [ 56s) nlds)
0 [0,] 0 [0,¢]

On vérifie facilement 1'inégalité

F(ds)

SAU®HW%)

Remarquons de plus que la fonction ¢ — f(f f(s) F(ds) est aussi a variation finie. La mesure
associée est alors simplement y/(ds) = f(s) u(ds) et sa décomposition canonique est

(/Ot fH(s) F*(ds) + /Ot £ (s) F(ds)) - (/Ot F(s) F*(ds) +/Ot £ (s) F(ds)) '

On a aussi une écriture en terme d’intégrales par rapport a des mesures positives

[ 16 s = [0 Fras - [ e

On a encore 'associativité de I'intégrale : si I’ est une fonctlon a Varlatlon bornée etsih,g
sont des fonctions mesurables bornées alors en notant F fo ,on a

/Otg(S) dF(s) = /Otg(s)h(s) F(ds).

Le résultat suivant généralise les sommes de Riemann a l'intégrale de Stieltjes et donne
donc un moyen d’approcher les intégrales de Stieltjes par des sommes.



Chapitre 7. (©)JCB — L3 math — Université de Rennes 1 76

Proposition 7.11 Si f : [0,7] — R est une fonction continue et si 0 =ty <t} < --- <
tr =T est une suite de subdivisions (emboitées) de [0, T] de pas tendant vers 0 on a

| 16s) pas =n5%§jfwl )~ F(i7)).

Démonstration : Soit f,, la fonction constante par morceaux définie par f,(s) = f(t7 ;)
si s €t |, t7]. Alors,

Zf tiy) (F() — F(ty)) = n(s) p(ds)

(0,77

et le résultat suit par convergence dominée (f continue sur [0,77] est bornée). O

Extension de l’intégration de Stieltjes a R,

Définition 7.12 (Variation finie sur R;) Une fonction continue F : R, — R est dite
a variation finie sur Ry si, pour tout T > 0, la restriction de F a [0,T] est a variation

finie.

Il est alors facile d’étendre les définitions précédentes des intégrales a R, en supposant f
dF- intégrable En particulier, on peut définir fOJrOO f(s) F(ds) pour toute fonction f telle

que ;7 7()| |FI(ds) = suprog f7 1(s)] |FI(ds) < +oo.



Chapitre 8

Intégrale multiple

Dans ce chapitre, on considere des intégrales sur des espaces produits, définissant ainsi
des intégrales multiples. Pour intégrer sur un espace produit, il est nécessaire de considérer
une tribu sur ’espace produit, la plus naturelle est la tribu produit, elle est introduite en
Section 8.1. Sur cette tribu, on introduit la mesure produit en Section 8.2. Ces intégrales
sur des espaces produits (intégrales multiples) se rameénent a des intégrales sur les espaces
facteurs (intégrales simples) grace aux théorémes de Fubini en Section 8.3.

On introduit finalement un autre outil de calcul d’intégrales multiples en Section 8.4 avec
les changements de variables.

Pour commencer, on rappelle :

Définition 8.1 (Produit d’ensembles) Le produit cartésien de deux ensembles A et B
noté A x B est l'ensemble des couples (a,b) aveca € A etb € B, ie. Ax B={(a,b):a¢€
A,b € B}.

Dans ce chapitre, on considere deux espaces mesurables (X, A) et (Y, B) et I'espace produit

XxY={(z,y):zeX,yeY}

8.1 Tribu produit

Définition 8.2 (Tribu produit) La o-algébre produit A ® B est la tribu de X XY en-
gendrée par les pavés, c’est a dire les produits de mesurables A x B pour A€ A, BE B :

A®B=0o(P) ou P={AxB:AcABEeB}.

Remarque 8.3 — Le produit de la tribu borélienne sur R par elle méme donne la
tribu borélienne sur R?. En effet B(R?) est engendrée par les produits d’intervalles
ouverts |a, b[x]e, d[ qui engendrent aussi la tribu produit B(R) @ B(R). On a donc
B(R) ® B(R) = B(R?).

77
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— Plus généralement, la tribu borélienne sur R” (engendrée donc par les ouverts de
R™) s’obtient comme le produit de celles de R :

BR") = BR)® - ® B(R).

N J/
-

n fols

— Les ensembles mesurables “de base” de X x Y sont donc les produits A x B de
mesurables de X et de Y. Lorsque X =Y = R, les plus simples sont mémes les
produits d’intervalles [a, b] X [¢, d]. Cependant, il y a des mesurables de A ® B plus
généraux qui ne peuvent se voir comme des produits de mesurables, par exemple
le disque unité D(0,1) = {(z,y) € R* : 22 + ¢y*} € B(R) ® B(R) puisque on
I'écrit comme I'image réciproque d’un intervalle (donc mesurable) par une fonction
mesurable :

D(0,1) = F1([0, 1]
avec F(z,y) = x® +y?* qui est mesurable car continue. De méme K (0,1) = {(z,y) €
R?: |z| + |y| < 1} € B(R) ® B(R) puisque

K(0,1) = G0, 1))

avec G(z,y) = |z|+|y| qui est mesurable car continue. Noter que D(0, 1) est la boule
unité pour la norme euclidienne (ou f3), K(0,1) est celle de la norme ¢; et celle de
la norme uniforme £, est [—1,1] x [—1, 1] mesurable car produit de mesurables.

Définition 8.4 (Sections) Soit E C X xYet f: X XY = Z, z € X,y €Y. On définit

les sections de E :
c={yeY:(r,y)eE}CY, E'={zxeX:(r,y) e E}CX
et celles de f

((v,B) - Z , [ (X,B) — Z
f’“"'{ y = floy) f‘{ v = f(x,y).

Exemple 8.5 Avec X =Y =R, on a

([17 3] X [_4’ _2]):v:2 = [_4a _2]7 ([17 3] X [_4’ _2]):v:5 = @7
([1,3] x [-4,-2])»=3 =[1,3],  ([1,3] x [-4, —2])»"" = 0.

Plus généralement, soit A € A, B € B des mesurables de X et de Y, alors

| B si z€eA, y | A s yeB,
(AXB)QC_{@ si rg A (AXB)_{(A si y¢B.

Proposition 8.6 Soit E€ AR B et f: (X xY, A® B) — (Z,C) mesurable alors
1. E,€B, EY€ Apourtoutx € X ety €Y.
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2. fo: (Y,B) = (Z,C) est mesurable et f¥: (X, A) — (Z,C) est mesurable.

Démonstration : 1) Soit = € X, alors F = {F C X xY : E, € B} est une tribu car B
en est une (facile a voir) et pour A€ A, Be B,z € X,ona (Ax B) € F car

B siz e A,

(A% B = { () sinon. (8.1)

La tribu F contient donc tous les ensembles du type A x B pour A € A et B € B. Par
définition de la tribu produit, on a A ® B C F. Donc, pour tout x € X et £ € A® B, on
a I, € B. On fait de la méme facon pour £Y avec y € Y.

2) On a

O ={yeY  f(z,y)eCt={yeY :(z,y) € [H(O)} = fO)a.

Or C € C implique f~}(C) € A ® B par mesurabilité¢ de f et f~(C), € B par 1). La
section f, est donc mesurable. De méme pour f¥, y € Y. O

8.2 Mesure produit

Rappel (mesure o-finie) : La notion de mesure o-finie est essentielle dans ce chapitre.
On rappelle qu'une mesure p sur un espace mesurable (X,.A) est o-finie §'il existe une
décomposition dénombrable de X en X = |J,-; X, avec les X,, € A de mesure p(X,,) <
+00. Un exemple fondamental est la mesure de Lebesgue A sur (R, B(R)) puisque dans ce
cas R = J,~,[—n,n] avec A\(| —n,n]) = 2n < +o00. Un autre exemple de mesure o-finie est
une mesure de probabilité P, la mesure est méme finie puisque P(Q) = 1.

On considere dans toute la suite (X, A, u) et (Y, B,v) deux espaces mesurés avec u et v

des mesures o-finies.

Proposition 8.7 Soit E € A® B alors les applications suivantes sont mesurables :

{(X,A) — [0, 4+o0] {(Y,B) — [0, +o0]
x = V(Ex) ’ Y — /L(Ey).

Démonstration : On fait la preuve que = — v(E,) est mesurable pour tout £ € A® B,
I’autre partie étant analogue.

e ler cas : on suppose v mesure finie. On note
D={Fec AQB: x> v(E,) est mesurable}

et
P={AxB:AcABeB}. (8:2)
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Onav((AxB),) =v(B)siz € Aet =0siz ¢ A. On a donc
v((Ax B);) =v(B)1a(z)

qui est donc mesurable (v(B) < 4+00), ie. P C D. Observons de plus que P est stable par
intersection (ie. c’est un m-systeme car (A; x By) N (Ag X Bs) = (A1 N Ag) x (B N By)).
On montre que D est une classe monotone de X x Y :

— X xYePcCPD.

— Si E,F € D avec E C F alors

V((F\ B).) = v(F: \ Bx) = v(F,) — v(E,) (8.3)

est mesurable en tant que différence de fonctions mesurables (car F, F' € D). On a
donc F\ E € D. A noter que 'égalité (8.3) utilise v finie.

— Si E, € D,n > 1, avec E, C E,; alors comme (E,), C (E,i1):, par croissance
séquentielle (1.3), on a

(U ED),) =v(UE) = tim v((Ea.)

n>1

est mesurable en tant que limite de fonctions mesurables (car E,, € D).

D’apres le théoreme des classes monotones (Th. 1.32), on a o(P) C D. Mais par définition,
o(P)=A® B, on adonc A® B C D, ce qui prouve le premier cas.

e 2éme cas : La mesure v n’est pas une mesure finie mais seulement o-finie. On a donc
Y =, Yn avec Y,, C Y,11 et v(Y,,) < 400 pour tout n > 1. On pose v,(B) = v(BNY,)
pour chaque n > 1. La mesure v, est finie et d’apres le premier cas x — v,(E,) est mesu-
rable lorsque F € A ® B.

Par croissance séquentielle, on a v(B) = lim,,_, 1o V,(B) en particulier lorsque £ € A® B,
on a v(E,) = lim,_, . v,(E,) mesurable en tant que limite de fonctions mesurables. [

Proposition 8.8 Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deuz espaces mesurés avec des mesures [i
et v qui sont o-finies. Alors il existe une seule mesure (dite mesure produit) notée p @ v
sur A® B telle que

(n@v)(Ax B)=u(A)v(B), AcA BebB. (8.4)
De plus pour tout E € AR B,

wenE) = [ vE) du= [ u(E) av

Démonstration : e L’unicité découle du théoreme des classes monotones (Th. 1.32).
Si m et m' conviennent alors par définition, m, m’ coincident sur P en (8.2), stable par
intersection finie. Comme g et v sont o-finies, on a

x=Jx. v=v

n>1 n>1
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avec, pour chaque n > 1, X,, C X1, u(X,,) < +ooet Y, C Y11, v(Y,) < +oo. Ainsi, par
croissance,

X xV = (X, xY,)

n>1

avec (X, X Yy) C (Xps1 X Yoi1) et m(X,, x Y,) = m/(X,, x Y,) < 4+00. Le théoreme de
Dynkin (Th. 1.34) assure sur chaque X,, X Y;, que m = m/. On a donc pour tout £ € ARB :

m(E N (X, % Yn)) = (E A (X, % Yn)>. (8.5)
Mais par croissance séquentielle (1.3) des mesures, on a

m(E) = lim m(E N (X, x Yn)), m'(E) = lim m’ (E N (X, x Yn)).

n—+o0o n—+oo
En passant a la limite dans (8.5), on a alors m(E) = m/(E), ce qui prouve I'unicité.

e Existence. D’apres le résultat précédent (Prop. 8.7) pour £ € A® B,

mi(B) = [ B dp, o) = [ () av

ont un sens car x — v(E,) est A-mesurable donc sa u-intégrale existe et y — pu(EY) est
B-mesurable donc sa v-intégrale existe. On montre maintenant qu’il s’agit de mesures :

— mq(0) = ma(0) =0 car

ml(@):/Xl/(@;c) du:/Xu(Q) du:/XO dp =0,

— Soit E = U:j E, avec E, € A® B deux a deux disjoints, on a

E, = <U En) - U(En)x

avec les ensembles (E,),, n > 1, deux a deux disjoints. D’ou

+oo

m(B) = [ v du=/XV<nU1(E))du
[ EetEn )i f ) =i

ou on a utilisé le théoréme de convergence monotone (Th. 4.7) pour échanger
[325¢ =52 [. De la méme fagon, on a

m2<DoEn>:§m2(E)
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Les applications my et mq sont donc deux mesures. Puis comme avec (8.1) :

ml(AxB)_/

X

v((Ax B),) dp = /

A

v(B) du + / (0) dy = / V(B) du = u(B)u(A)

et de méme my(A x B) = u(A)v(B), ces mesures conviennent pour le théoreme.

Par I'unicité vue, la mesure cherchée est (1 ® v) = m; = mo. O

Exemple 8.9 (Mesure de Lebesgue sur R") Comme B(R") = B(R)®", on peut munir
(R™, B(R™)) de la mesure produit A® - -- @ XA = A¥". 1l s’agit de la mesure de Lebesgue sur
R™ et on la note \,. Elle est invariante par translation et vérifie

/\n(ﬁ[ai, b)) = ﬁ(bi — ).

i=1 i=1

8.3 Théoremes de Fubini

Sous de bonnes conditions, le théoreme de Fubini (Th. 8.11) permet de permuter les
intégrations dans des intégrales multiples. Ainsi les intégrales multiples, ou par rapport a
des mesures produits, se ramenent a des intégrales simples emboitées.

Théoréme 8.10 (Fubini-Tonelli) Soit f : (X x Y, A® B) — [0,+00] une fonction
mesurable positive, avec u et v des mesures o-finies sur (X, A) et (Y,B). Alors

1. z+— / fo dv est A-mesurable et y — / fY du est B-mesurable.
% X

Xxyfdw@”):/X(/yfxd”>d“=/y</xfydu) "

Démonstration : e Pour f = 1, il s’agit de la Prop. 8.8 précédente.

e Pour f fonction étagée positive, on obtient 1) et 2) par linéarité grace au cas précédent
des fonctions indicatrices.

e Pour f fonction mesurable positive quelconque, on trouve (s,),>; une suite croissante de
fonctions étagées positives qui converge vers f (Prop. 3.20). Mais alors la suite des sections
(sn). est étagée, croissante, positive et converge vers la section f, de f. D’apres le théoreme
de convergence monotone (Th. 4.7), on a :

2. Pws, on a

/ fe dv = lim (Sn)z dv
Y

n—-+o00 v
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est donc une fonction mesurable car limite de fonctions mesurables. Puis en appliquant
trois fois la convergence monotone (Th. 4.7, pour (u ® v), pour u et pour v) et le résultat
déja vérifié pour les fonctions étagées s,, on a

/f dperv) = lim [ s,dp®v)= lim X(/y(sn)x dv) du

n—-+00 n—-+00

= /Xnggloo (/Y(Sn)w dV) d“_/X(/YnETOO(S")f dV) dp
Sy

Le résultat avec les intégrations dans I'autre sens se justifie de la méme facon. O

Le théoreme de Fubini-Tonelli (Th. 8.10) ne s’applique qu’a des fonctions mesurables po-
sitives (sans conditions supplémentaires). Pour des fonctions quelconques, on a le résultat
suivant :

Théoréme 8.11 (Fubini) Soient (X, A, ) et (Y, B,v) des espaces mesurés o-finis et f
(X xY, A B,u®v) — R ouC (u®v)-intégrable. Alors

1. Pour p-presque chaque x, f, est v-intégrable et pour v-presque chaque y, fY est -
intégrable.

2. La fonction F(x) = [, fo dv est A-mesurable et p-intégrable; la fonction G(y) =
fX fY du est B-mesurable et v-intégrable.

3. Ona
fd(u@y):/Fd/,L:/Gdy.
XxY X Y

On a donc en écrivant les variables d’intégration :
fag) o )dndy) = [ [ fag) vidyutdn) = [ [ sa) udowldy),
XxY xJy v Jx

Démonstration : En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli (Th. 8.10) a |f]|, fonction
mesurable positive, on a

/X(/Y’fx!du)du:/y(/x\fy\ du) du:/Xxym (1 ® v) < +o0

car f est intégrable pour (1 ® v). On en déduit que = — [, |f,| dv est finie p-pp et y
Jx |f¥] dv est finie v-pp, car ces fonctions sont positives et d’intégrales finies (Prop. 5.3).
Cela justifie le point 1).

Pour le 2), d’apres Th. 8.10, F et G sont mesurables. Puis on écrit f = (u™—u™)+i(vT—v7)
ou u = Re(f) et v=1Im(f). On a alors

[(x):/fxdy:/u:dy—/ux dy—l—z’/v;jdy—i/vx dv.
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Par le théoreme de Fubini-Tonelli (Th. 8.10), les quatre intégrales sont des fonctions me-
surables donc F' aussi puis

|F(2)] §/Y|fx\ dv < +00

pour p-presque chaque z € X. On a donc f intégrable. On fait de méme pour G.

Pour 3), on écrit a nouveau f = ut —u~ +i(v" —ov7), on utilise la linéarité et le théoréme
de Fubini-Tonelli (Th. 8.10) pour les intégrales de u*,u™,v™, v~ puis on reforme f & la fin,
les somme étant licites par intégrabilité. Il

Remarque 8.12 — En pratique, on raisonne de la fagon suivante :
1. On s’assure que f est mesurable (arguments généraux).

2. Pour montrer que f est intégrable, on calcule [ |f]d(x ® v) en appliquant le
théoreme de Fubini-Tonelli (Th. 8.10) a la fonction positive |f] :

Jinawan = [ ([ 1sian)a= [ [ 1) i

en choisissant la forme la plus convenable (intégrer d’abord en x ou en y) pour
faire le calcul.

3. On applique le théoreme de Fubini (Th. 8.11).

— Si F est positive, on peut intervertir directement les intégrations (par la version
Fubini-Tonelli (Th. 8.10) du résultat). Si f ne Uest pas, il faut vérifier I'intégrabilité
en calculant l'intégrale de | f| en appliquant par exemple la version Fubini-Tonelli &
|f| > 0 pour se ramener a des intégrales simples.

— L’utilisation du théoreme de Fubini (Th. 8.11) permet de ramener de nombreux
calculs d’intégrales doubles (ou triples ou plus généralement multiples) a des calculs
successifs d’intégrales simples (aussi bien pour des calculs effectifs que pour montrer
des convergences d’intégrales).

— Un autre outil essentiel est le changement de variables présenté en Section 8.4.

— Application : grace au théoreme de Fubini (Th. 8.11), on peut justifier des inter-
versions > [ = [ : en effet une somme peut se voir comme une intégrale par
rapport a une mesure discrete de comptage et il s’agit bien des lors d’intervertir
deux intégrales.

8.4 Changement de variables

On a vu un résultat de changement de variable abstrait (la formule de transfert, Th.
5.5) avec pour seule condition d’avoir un changement de variable y = ¢(z) mesurable.
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Cependant, dans cette formule, la nouvelle mesure v = py n’est pas explicite du tout. Ce
résultat est donc essentiellement abstrait et difficile a utiliser pour des calculs explicites. On
propose dans cette section, pour les intégrales sur R par rapport a la mesure de Lebesgue
An sur (R™ B(R™)), des résultats plus explicites, avec des conditions plus restrictives sur le
changement de variables (difféomorphisme).

Définition 8.13 (Difféomorphisme) Soit F': D C R* — D" C R" ou D et D’ sont des
owverts. La fonction F est appelée un difféomorphisme si c’est une bijection de classe C*
dont la bijection réciproque est aussi de classe C*.

Définition 8.14 (Jacobien) La matrice jacobienne d’un changement de variable

OF;
Yy () <= (n yn) = (Fi(2 Ty) (Fo(z1 Tn)) = 61*]( ) Lcisen
est
Ox1 Oxn
Jp(x) = Jp(xq,. .., 2,) = : :
oz OTn

Le jacobien est le déterminant de la matrice jacobienne det Jp(x).

La matrice jacobienne est donc la matrice des dérivées partielles.

Rappel : Calculs des déterminants.

— Déterminants d’ordre 2 : | ¢ Z ‘ = ad — bc,
aq bl (6]

— Déterminants d’ordre 3 : Regle de Sarrus | as by ¢y | = ai1bacs + bicaaz + crasbs —
az by c3

a3b201 — b302a1 — Cgagbl.

— Déterminants d’ordre quelconque : développements selon une ligne ou une colonne
Dét ts d’ord 1 dével ts sel 1 1
pour se ramener a des déterminants d’ordre inférieur.

La regle de dérivation composée (ie. (f o g)’(:v) = f'(g(z))d'(x)) assure que

a(FOG 8Gk

ce qui se résume en

Jrec () = Jr(G(z))Ja(x).
Si I est une bijection C! de U sur V de jacobienne inversible sur U alors le théoréme
d’inversion locale assure que F~! est aussi C! (et réciproquement). En fait, F' est un
Cl-difféomorphisme de U sur V = F(U) ssi son jacobien (déterminant de la matrice jaco-

bienne) est non nul sur U ; de plus, la jacobienne de F~! est Jp-1(y) = Jp (F‘l(y))_l.

L’objet de la section est la preuve du résultat suivant :
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Théoréme 8.15 (Changement de variables) Soient U,V des ouverts de R™ et ¢ :
U — V un difféomorphisme de classe C* de jacobien J,(x) = (%)K' . ol o =
(P15, pn). Alors

1. pour tout B € B(R"), BCU :

A (¢(B)) :/ | det J,| d\; (8.6)
B
2. pour toute fonction f 'V — C intégrable :

/f d)\n:/(fogo) | det J,| d, (8.7)
1% U
(ie. si une des deux intégrales a un sens alors l'autre aussi et il y a égalité).

On commence par prouver 1) pour ¢ application linéaire en Section 8.4.2 avant de prouver
le cas général de 1) en Section 8.4.3. On prouve ensuite 2) en Section 8.4.4.

On présente enfin quelques changements de variable classiques explicites avec les change-
ments en polaires (pour R?) ou en sphérique (pour R?) et I'analogue pour R™.

On commence par un rappel sur le changement de variable pour les intégrales de Riemann
en Section 8.4.1.

8.4.1 Rappel : intégrale de Riemann

Soit I un intervalle de R et ¢ : I — R strictement monotone et C'! tel que ¢’ ne s’annule

pas sur /. Alors on a
/ s de= [ FeT@IE 6] by

Pour cela, on pose y = () ou z = ¢ *(y) et en dérivant on a la relation (formelle) entre
dx et dy en dérivant

dx

= (0™ (y) cestadire dr=(p ) (y)dy.
Yy

8.4.2 Changement de variables linéaire

Lemme 8.16 1. Soit T : R™ — R" linéaire et tnversible et B borélien alors
M (T(B)) = | det T| A\ (B).

2. SiT:R" — R" est affine inversible, ie. T'(x) = a+ To(x) avec a € R™ et Tjy linéaire
wversible, alors on a encore pour tout B borélien alors

A (T(B)) = | det Ty| An(B).
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Démonstration : 1) On pose X,(B) = A, (T(B)). Alors
— A/, est une mesure car 7' est mesurable;
— A/, est finie sur les compacts car si K est compact alors T'(K) aussi et donc A\, (T(K)) <
400 puisque la mesure de Lebesgue est finie sur les compacts ;
—ona XN (B+z)=M(T(B+z)) =M\(T(B)+T(x)) = \(T(B)) = X,(B) puisque
A, est invariante par translation.
D’aprés 'unicité de la mesure de Lebesgue (Th. 2.10), on a X, = cr), avec e = A, (T([0,1[")).
Il reste alors & montrer que ¢ = | det T'|. Pour cela, on utilise que toute matrice T" inver-
sible s’écrit sous la forme T' =T} ---T} ou les T;, 1 < i < k, sont de 'un des trois types
suivants :
— matrice de permutation (permute les lignes ou les colonnes selon que ’on multiplie
a gauche ou a droite) ;

— Diag(1,...,1,a,1...,1) (multiplie une colonne ou une ligne par «);
10 0 0 ... 0
11 0 0 ... 0

— 1 0 0 1 0 ... 0 | (additionne les deux leres lignes ou colonnes).
0O ... ... ... 0 1

Etant donnée une matrice, par la multiplication a gauche ou a droite par ces matrices,
on peut permuter les lignes ou les colonnes de cette matrice ou en faire des combinaisons
linéaires.

Comme T est inversible, il existe ¢; ; # 0. En multipliant par une matrice de type 1 puis
de type 2, on peut supposer que ce coefficient est ¢;; et qu’il vaut 1. En multipliant par
des matrices de type 3, on se ramene alors a

1 0 ... 0
0 =* *
0 * ... =x

Par récurrence, en répétant ce procédé, on arrive a la matrice identité I,,. Cela signifie que
T est bien un produit de matrices de type 1, 2, ou 3, ie. T'=T7 ... T}.

On a alors T'(B) = T1(T5(.. . Tx(B) . ..)) et on déduit ¢; = cq, ... cp,. La preuve est alors
achevée si on montre ¢y = | det T'| pour T de type 1, 2, ou 3.
— Si T est de type 1, on a

or = M (T([0,1[") = X, ([0,1[*) =1 =det T

car T conserve le cube [0, 1[".
— Si T est de type 2, on a

cr = M (T([0,1[") = A ([0, 1" %[0, &) = || = | det T).
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— Si T est de type 3, par exemple comme donné précédemment, on a T'([0,1]") =
D x [0,1]" 2 avec D = {(z,y) € R?: 0 <z < 1,2 < y < 2}, le triangle de sommets
(0,0), (0,1), (1,2) et donc d’aire 1, il suit

or = M (T([0,1[") = A (D % [0,1]"7%) = Mo (D) Ap—2([0,1]"7?) = 1 = det T\

2) On a
M (T(B)) = A (a+ To(B)) = M\ (To(B)) = | det To| Au(B).
O
Corollaire 8.17 Si B € B(R") est inclus dans un hyperplan affine alors \,(B) = 0.
Démonstration : D’apres le théoreme de Fubini, on a A, (R"fl X {0}) = 0. Ainsi si

B C R ! x {0}, on a \,(B) =0.

Ensuite, si B est inclus dans un hyperplan vectoriel H, il existe T" linéaire bijective tel que
H =T(R" x {0}) donc, d’apres le Lemme 8.16, A,(H) = 0 et A, (B) = 0.

Enfin, si B est inclu dans un hyperplan affine, translaté d’un hyperplan vectoriel, par in-
variance par translation, on a \,,(H +a) = \,(H) = 0 et donc A\, (B) = 0. O

Dans la suite, pour calculer les volumes, on choisit la norme sup ; dans ce cas, la boule de
rayon R est le cube d’aréte 2R et on a A, (C°) = A\, (C).

8.4.3 Preuve de 1) dans le Théoréme 8.15

L’idée repose sur le fait que localement une application C! est proche de son application
linéaire affine tangente :
p(x + h) = o(x) + Dap(h).

On découpe alors I'ouvert d’'intérét U en petits cubes U = |J, -, C sur lesquels on utilise
cette approximation. On a alors heuristiquement

A (@(B)) =~ Z A (0(C)) = Z M (Dap(0)) =~ Z det(D,p) A\, (C)

CCB CCB CCB
= Z/det(ngo) An(dz) = Z/ | det J,| d)\n:/ | det J,| dA,.
ccB’C ccB’C B

Pour cela, il faut que I’approximation soit uniformément proche de son application linéaire
affine tangente. Cela est assuré par

Lemme 8.18 (Uniformité) Soit O un ouvert de R" tel que O est compact et inclus
dans U (donné par l’énoncé du Th. 8.15). Alors pour tout n > 0, il existe 6 > 0 tel que
|z —al| <6 et |x,a] C O impliquent

le(x) — wla) = Dp(a)(z —a)|| < nljz —af|.
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Démonstration : Comme ¢ est un difféomorphisme C* | z — Dy(z) est une application
continue donc uniformément continue sur O compact (théoréme de Heine).

Soit alors 0(y) = ¢(y) — Dy(a)(y), on a DO(y) = Dp(y) — Dy(a). L'uniforme continuité
associe a1 >0 un & > 0 tel que si x,a € O avec [r,a] C O et ||z — al| < § alors pour tout
y € [x,a], on a bien |y —a| < 0 et ||DO(y)|| = [|[De(y) — De(a)|| < n. Le théoreme des
accroissements finis donne alors ||0(z) — 0(a)|| < ||z — a|| c’est a dire

lp(x) = ¢(a) = Do(a)(z = a)|| < nljz - af.

Lemme 8.19 Soit O ouvert tel que O est compact et inclus dans U. Pour tout € > 0, il
existe 0 > 0 tel que pour tout C' = B(a,R) C O et R <9, on a

M(#(0) £ (L4 )[Jp@MalC), et M(9(C%)) = (1= €)|Jp(a)| Al C). (8.8)

Démonstration : Comme ¢ est C", z = Dyp(x)~" est inversible et || Dy (x)|| ™" < M pour
x € O compact. On choisit 1 tel que

l—e<(Q—=—nM)"<(Q+nM)" <1+e¢.

On applique alors le Lemme 8.18 avec ce 7 > 0. Pour C = B(a,R) et R <, ona C C O
et pour tout x € C, ||z —al| < 0, [z,a] C C par convexité, on a

lp(x) = ¢(a) = Do(a)(z = a)|| < nljz — o] < nR.

En appliquant Do(a)™?, il vient :
| Pet@) " 0 p(@) = D) o pla) = (@ = )| < MR (3.9)

pour tout x € C', donc

Dg(a)™" 0 p(C) € B(Dyp(a)~' o p(a), (1 4+ Mn)R)

et donce

An (Dg@ < (14 Mn)"2R)" < (1 + )\ (C). (8.10)

Par ailleurs, par le Lemme 8.16, A, <D )) | Tpe(a)|  An(@(C)), ce qui avec
(8.10) fournit la premiere partie de (8.8).

Si ||z — a|| = R, d’apres (8.9),

|Po@) ™ 0 o) = Dip(a) " 0 p(a)|| = R~ MR,
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Avec E = B(Dy(a)™" o ¢(a),(1 — Mn)R), on a E N Dy(a)™ (¢(0C)) = 0 ol on note
IC ={zreR": |jx—a|]| =R}. On a

E = (EnDg(a) " (¢(C?)) U (BN Dpa) (9(90)) ) U (B \ Dpla) ™ (#(C))).

Les trois ensembles sont disjoints; le premier est ouvert car C' est ouvert et ¢ est un
difféomorphisme, le deuxiéme est vide et le troisieme est ouvert car C étant compact,
Dy(a)™!(p(C)) lest aussi. On a donc écrit E comme la réunion d’ouverts disjoints. Comme
la boule E est connexe, cela exige que I'un des deux ouverts soit vide mais le premier ne
I'est pas car contient Dp(a)™t o p(a). Il vient

E C Dy(a)t o p(C°)
et par le Lemme 8.16,
(2R)"(L = nM)" = Xo(E) < X (Dgla)™ 0 p(C°)) = [To(a)| " A (9(C?)).

On a donc
M(C)(1 =) < [Jo(a)| " X (0(C))

c’est a dire la deuxieme partie de (8.8). U

Lemme 8.20 . Etant donné B >0, tout ouvert O de R™ peut s’écrire comme une union
dénombrable de cubes semi-ouverts C; deuzr a deux disjoints et d’arétes inférieures a 2[3.

Démonstration : Soit kg > 1 tel que 2%0 < 2B. On considere tous les cubes de bord

dyadique []}_, [ ;,jo , l;}fol [ contenus dans O. Puis pour l'indice kg + 1, on considere les cubes

1T, [#7 ;,;)%11[ contenus dans O mais pas dans les dyadiques déja considérés. On conti-
nue ainsi le découpage de O. On recouvre ainsi bien l'ouvert O car comme R™ \ O est
fermé, pour z € O, d(z,R™\ O) > 0. On choisit alors k; tel que 57 < d(x,R"\ O); le cube
contenant x construit a I’étape k; est contenu dans O. Il

Lemme 8.21 Soit O un ouvert contenu dans U tel que O est compact inclus dans U alors
(8.6) est vraie pour O, ie.

A ((0)) = / ] dA.

Démonstration : L’application = + | det J,(x)| est uniformément continue sur O, com-
pact (théoreme de Heine). Pour € > 0, il existe £ tel que ||z —al| < 8 implique || det J,(z)—
det Jw(a)H < ¢ et il existe alors § donné par le Lemme 8.19. On applique alors le Lemme
8.20 pour min(f,6) : O = |J,~, C; ou les C; sont semi-ouverts et deux a deux disjoints (on
note a; le centre de C;). On a

M((0) = M(Uel€)) =D Mlel(€)) < 3 Mlp(@)

i>1 i>1 i>1
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< Y (T+e)ldet Jp(an)A(Cr) = Y (14 €)|det Jy (a:)[Aa(C)

i>1 i>1

(1 “)Z/C, | det J,,(a)| dA,

1>1

IN

< (149)) (/C | det J,(x)] d\, + 5)\n(CZ-))

i>1

< (1+¢) (/Oydet Jo| dA, +€)\n(0)> :

Comme O est compact, on a \,(O) < +o0. Alors en faisant £ \, 0, on a

)\n(gp(O)) < /O|det Jy| d\,.

En partant de A, (¢(0)) > 3,1 An(9(C5)), on montre de la méme fagon

Me(2(0)) = (1—¢) </O [ det ], dA, +5An<0))

dont on déduit
M (90(0)) > [ |det J,| d,.

Finalement,

A ((0)) = [ |det J,| d),.

Lemme 8.22 Pour tout ouvert O C U et compact K C U. Alors (8.6) est vraie pour O
et pour K, ie. on a

M (9(0))) = / et J,| dhy et A((K))) = / [ det J,| dA.
o) K
Démonstration : On écrit O = Uk21 Oy, avec Oy, compact et Oy C Oy, par exemple
O = B(0,k) N {z € R" : d(z,R"\ O) > 1/k}.

Comme ¢(Oy) C p(Ogy1), on a d’apres le Lemme 8.21 :

M(#0) = M (U(00) = lim A (6(00) = tim_ [ 10, [det 1 i,

k>1
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_ /ngrfoolok | det J,| d)\n:/O]detJ@]d)\n

par convergence monotone (Th. 4.7). Si K est compact inclus dans U, un résultat de
topologie (lemme de Urysohn) montre qu’on peut intercaler un ouvert O et son adhérence
O qui est compact, ie.

KcOcOcU.

Comme K = O\ (O \ K), et A\, ((0)) est fini (car A, est finie sur ¢(O) compact), puis
W(K) =¢(0) —p(O\ K), on a alors, O et O\ K étant ouverts

M(9(K) = M(0(0)) = A (0(0\ K)) —/O|detJ¢\ d)\n—/O\K|detJ¢\ dAn—/I<\detJ¢] .

g

Proposition 8.23 Si B est un borélien inclus dans U alors (8.6) est vraie pour B, ie.

:/ | det | dAn.
B

Démonstration : On considere ¢ borélien, comme ¢! est continue, p(B) = (p~1)~}(B)
est un borélien.
ler cas : B est borné. Dans ce cas, ¢(B) est borné et \,(¢(B)) < +oo. Par régularité
intérieure et extérieure, il existe
— K, compact inclus dans B, K, C K1, et A, (p(K3)) 7 A (0(B)),
— O, ouvert contenant B, O, D Opy1 et X, (0(0,)) \y A (¢(B)).

Mais alors
M(EB) = tim h(e() = lim [ |det ] d,
= / |det J,| d\, (convergence monotone, Th. 4.7)
Up>1 Kp
et
A (p(B)) = pETOOA”(SO —pEI—iI-loo/ | det J,| dA,
= / |det J,| d\, (convergence dominée).
ﬂp>1 OP
Mais

UK, cBCc(O,

p=>1 p>1
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assure

/ | det J,| dAngf\detJ¢\ dAng/ | det J,| dAy,
Uns1 Kn B N

leop

:/ | det J,,| d,.
B

2éme cas. B n’est contenu dans aucun compact contenu dans U. On écrit alors U =
Upsy Uk avec Uy, compact, Uy C Uyiq, et on pose B, = B N Uy. D’apres le premier cas
appliqué au borélien borné By,

et finalement

M(p(B) = [ |det J,| dA,.

By

Finalement, en utilisant le théoreme de convergence monotone (Th. 4.7),

k——+o0 k:—> 400

A (@(B)) = lim A, (¢(By)) = lim / | det J,| dA, —/]detJ|d)\

Corollaire 8.24 1. Soit B borélien tel que A\, (B) =0 alors A, (¢(B)) = 0.
2. Si A€ L(R™) alors p(A) € L(R™).

Démonstration : 1) Comme \,(B) =0, on a
M ((B)) :/ | det J,| dA, = 0.
B
2) Soit A € L(R™) alors il existe £, F' € B(R") tels que E C A C F et \,(F \ £) =0. On

a alors 9(E) C p(A) C (F) avec A, (9(F) \ ¢(E)) = A ((F \ E)) = 0 d’apres le 1). On
a donc p(A) € L(R™) et A, (p(A)) = [, |det J,| dA,. O

Cela acheve la preuve de 1) dans le Théoréme 8.15, il reste a voir la preuve de 2).

8.4.4 Preuve de 2) dans le Théoréme 8.15

Il reste a voir la preuve de (8.7) dans le Théoreme 8.15, ie. pour f : V — [0, 400] ou

C, on a
/fd/\n:/(fogp) | det J,| dA,,.
v U

Le résultat (8.7) est déja acquis pour f = 1p d’apres la Prop. 8.23 et par linéarité pour f
fonction simple (étagée).
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Si f est mesurable positive, il existe (f,),>1 suite croissante de fonctions étagées avec
f» /f (Prop. 3.20), d’apres le théoreme de convergence monotone (Th. 4.7) :

/V £, /V i f, dA, = lim /V £, d\,
= lim [ (fyoyp)|detJ, d/\n:/(fogp) | det J,| dA,
U

p—+00 U
en utilisant (8.7) déja prouvé pour les fonctions étagées f,. Puissi f : V — C alors d’apres
le cas des fonctions positives :

/|f| d>\n=/|f0s0| [det 7, dA,
1% U

ainsi f est \,-intégrable sur V ssi |fo | |det J,| I'est sur U. Lorsque tel est le cas, on écrit
f = Re(f)t — Re(f)” +iIm(f)" —iIm(f)~ et on applique le cas déja prouvé de (8.7) a
chaque fonction positive Re(f)", Re(f)~, Im(f)*, Im(f)~, ce qui prouve le cas général
de (8.7) et acheve la preuve du Th. 8.15.

8.4.5 Coordonnées polaires et sphériques

Un changement de variables utile dans le plan R? est le changement de variables en
polaire qui consiste a passer de (x,y) représentant des coordonnées cartésiennes dans un
repere orthonormé a (r,6) les coordonnées polaires correspondantes données par

(5.9) = p(r,0) = s@{ = Teosh (0, 4ool, 6 € [0,21]

y = rsinf

Formellement, on remplace alors dxdy par rdrdf car le jacobien du changement de variable

est r:
cosf) —rsinf

) =rcos’f +rsin?6 =r.
sinf 7rcosf

Jo(r,0) =

Ainsi :

+o00 +oo
/ f(x.y) dedy = / f(,y) dudy
R2 -0 J—00

= // f(rcos@,rsinf) rdrd.
[0,400[x[0,27[

+oo
Exemple 8.25 e Normalisation de la loi normale / e 2y = /27

—00

+00
Notons I = / e /2 dx et montrons que I2 =27. On a

o0

+oo ) +o0 )
I’ = / e v /2 dxx/ e V2 dy
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+oo +o0
= / / e~ 26V 12 dudy = // e~ @ H)/2 oy
— 0 —c0 RxR
27 +o0o )
= / / e " r drdf
o Jo

27 +oo ) 5 +o0o
= / d@/ re”" /% dr = 2n [—e_r /2] =27
0 0 0

ou on a utilisé le théoreme de Fubini (Th. 8.11) & la 2eéme ligne puis on a fait un changement
de variables en polaires a la 3eme ligne.

e Aire d'un disque : A = {(z,y) : 2* + y* < R?} :

27 R 271 R
/\Q(B(O,RQ)):// dxdy:// rdrd@z/ d@/ rdr = 21 {r—} = 7R,
B(O,R) [0,R] % [0,27] 0 0 2,

En dimension 3, le changement de variables utile est le changement en coordonnées sphé-
riques donné par

xr = rcosfcosp
(7,y,2) =¢(r,0,p) <= ¢ y = rcosfsing
z = rsinf

ou § € [—m/2,m/2] est la latitude, ¢ € [0, 27[ est la longitude et r € [0, 4o00[ la distance a
I'origine. Le jacobien du changement de variables est

cosfcosp —rsinfcosey —rcosfsinp
Jo(r,0,0) = | cosfsing —rsinfsing rsinfcosy |=r’cosd.
sin 0 rcos 6 0
Ainsi :

// s f(z,y, 2) dedydz

:/// f(rcosfcos p, rcos@sin g, rsinf) r? cos Odrdfdyp.
[0,+00[x[0,27[x [~ %, %]

Ce type de changement de variables (polaires en dimension 2, sphériques en dimension 3)
se généralise en dimension n avec

.
1 = rcosbicosby...cosb,_5cosb,_1,
To = rcosbcosby...cos0,_osinb,_q,
T3 = rcosbicosby...cos0,_3sinb,_o,
Ty = rcosficosby...co80,_4sinb,_ 3,
Tp_1 = 1rcosbsinb,,

T, = rsinb,.
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Exemple 8.26 Calcul du volume d'une boule euclidienne de rayon R en dimension 3 est

A3(B(0,R)) = /// drdydz = /// r? cos Odrdfdy
0,R]x[—m/2,m/2]x[0,27[
27
= / dgp/ cos 0 d9/ r? dr =27 51n0]7r/2 {T 1
s 3

= gﬂ'RS

ol A3 désigne la mesure de Lebesgue en dimension 3.



Chapitre 9

Espaces L*

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux fonctions dont les puissances sont intégrables sur
un espace (X, A, 1). On commence en Section 9.1 par des rappels de convexité sur lesquels
la plupart des résultats de ce chapitre sont fondés. On introduit les espaces LP(X, A, 1)
en Section 9.2, puis LP(X, A, ) en Section 9.3. Les principales inégalités (Holder, Cauchy-
Schwarz, Minkowski) sont prouvées en Section 9.4.

9.1 Convexité

On considere I un intervalle de R. On donne dans cette section des rappels sur les
fonctions convexes (pour lesquels on renvoie a des références d’analyse).

Définition 9.1 (Convexité) Une fonction ¢ : [ — R est conveze ssi pour tout z,y € 1
ett € 0,1] alors
p(te+ (1 —t)y) < te) + (1 —t)e(y). (9.1)

La fonction ¢ est dite concave si —p est convexe.

Géométriquement, une fonction ¢ est convexe si entre deux points = et y, la corde entre
(z, f(2)) et (y, f(y)) est sous le segment entre (z, f(z)) et (y, f(y)).

Proposition 9.2 Une fonction convexe s’exprime comme le sup des fonctions affines
qu’elle magore. De ce fait, une fonction convexe est mesurable.

Proposition 9.3 Une fonction ¢ est convexe sur I ssi Ve <y < z dans I, on a

Ply) — olz) o olz) = ely). 9.2)
y—T Y
Démonstration : le réel y €]z, 2] s’écrit ax + (1 — a)z pour un certain o €0, 1] et (9.2)
s’écrit alors

plaz + (1 —a)z) —p(r) _ ¢p(z) —plaz+ (1 - a)z)
(1—a)(z—x) - a(z — ) '

97
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soit
a(plaz+ (1 - a)2) = p(x)) < (1 —a)(p(2) = plaz + (1 - a)z)),

ce qui se simplifie en
plaz + (1 —a)z) < ap(z) + (1 — a)e(z),

soit la convexité de . U

Exemple 9.4 — Une fonction ¢ de classe C! est convexe ssi sa dérivée ¢ est crois-
sante. La condition (9.2) signifie la méme chose dans le cas non dérivable (croissance
du taux d’accroissements).

— Une fonction ¢ de classe C? est convexe ssi pour tout z on a ¢”(z) > 0.

— f(x) = 2 est convexe sur R, g(x) = 2**! n’est convexe que sur RT, h(z) =
ax + b affine est convexe, exp est convexe sur R, In est concave (c’est a dire — In est
convexe).

Le résultat suivant est propre aux mesures de probabilités.

Théoréme 9.5 (Jensen) Soit (X, A, 1) un espace de probabilité et f : X — I C R
intégrable et ¢ : I — R convezxe. Alors si p o f est intégrable ou positive, on a

w(/){fd/L)S/XsOOfdu-

Démonstration : Posons y = [ f du. Par convexité de f, en interprétant [ f du comme
un barycentre, on montre que y € I car f est a valeurs dans [ :si I = (a,b),onaa < f <b
et donc ap(X) < [ f du < bu(X), soit [ f du € (a,b) = I. Pour cette valeur de y, par
convexité de ¢ (cf. (9.1)), il existe a,, € R tel que

sup LW = @) _ B =)

<y y—x z>y zZ—y

En particulier, on a ¢(z) > ¢(y) + ay(x — y) pour tout = € I. Ainsi, avec z = f(u) € I,
ona o f(u) > ¢(y) + ay(f(u) — ) Comme ¢, convexe, est mesurable, ¢ o f 'est aussi.
On a ainsi

[eotwuan = [ o) ntan)+a,( [ ) tdn) - yutx)

> p(y)u(X) + a ><0=<P(/f du)

car u(X) =1 (u est une mesure de probabilité) et par définition y = [ f dpu. O
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9.2 Espace LP(X, A, 1)

Définition 9.6 ((semi)-norme L?) Soit (X, A, u) un espace mesuré et f : X — C une
fonction mesurable.
— Pour p € [1,+00[, on définit

1/p
11l = ( [ s du) .

— Puis M € R est un majorant essentiel de f si p(z € X : |f(z)| > M) =0.
— On définit alors

1 oo = +o00 st f n’a pas de majorant essentiel,
o inf des majorants essentiels sinon.

Par exemple, sur (R, B(R), ), ||1g/c = 0.

Définition 9.7 (Espace LP(X, A, u)) — On note LP(X, A, 1) l'ensemble des fonc-
tions mesurables de puissance p-ieme p-intégrable.
— On note aussi L>(X, A, u) 'ensemble des fonctions mesurables (essentiellement)
bornées.

Proposition 9.8 Les ensembles LP(X, A, i) et L2(X, A, ) sont des espaces vectoriels.

Démonstration : On montre qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de ’espace des fonc-
tions de X dans C. Pour cela, on montre la stabilité par addition et par multiplication par
un scalaire.

Pour p = 400, soit M < 400 un majorant essentiel de |f| et M’ < 400 un majorant
essentiel de |g|. On a

{zeX:|flx)+g(x)|>M+M}c{zeX:|fz))>M}U{zeX:|g(x)>M}
donc, par sous-additivité de u, on a

p(z e X |f(z)+g(z) > M+ M)
< plzeX:|f(@)>M)+p(zeX:|glx) > M) (9.3)
= 0+0=0.

Ainsi, M + M’ < 400 est un majorant essentiel de f + g et donc f+ g € L>®(X, A, ).

Pour p € [1,00[ : Par convexité de la fonction z +— 2 sur R*, on a pour a,b > 0 :
(aTer)p < %ap + %bp' Avec a = |f(z)| et b= |g(x)|, il vient

<\f(1:)—2|—g(x)|> < (\f@)“z"\g(iﬁ’)’) §%|f(w)|p+%|g(x)|l7.




Chapitre 9. (©JCB — L3 math — Université de Rennes 1 100

En intégrant par rapport a p, et en multipliant des deux cotés par 2P, on déduit :

/|f+g|p du§2”‘1/ P du+2”‘1/ gl? dy
X X X

qui est fini lorsque f et g sont dans £P(X, A, ). C'est donc que f+g¢g € LP(X, A, 1) comme
par ailleurs af € LP(X, A, u) quand f € LP(X, A, 1), on a bien un espace vectoriel. O

Rappel (Norme et semi-norme) : ||| : £ — R, est une norme sur un espace vectoriel
B si

— =0 [z =0,

— pour tout x € E et A € C, | Az]| = |N]|z]],

— inégalité triangulaire : pour tout z,y € E ||z + y|| < ||| + ||y||-
| - || est seulement une semi-norme si le premier point est remplacé par z = 0 = ||z|| = 0,
c’est a dire un vecteur = peut étre de norme ||z|| = 0 sans étre nul.

En fait, on définit des (semi-)normes a partir de ces quantités || - ||,

On vérifie facilement que [|af||, = |a]| f]],-

Par contre notons que || f||, = 0 n’entraine pas f = 0 mais seulement que f =0 p-p.p. En
effet, par I'inégalité de Markov, on a

(e € X - |f(x)] > 1/n) < np/|f|” dyi = |2 = 0

et alors comme {z € X : |f(z)] > 0} = U 5 {z € X : |f(z)| > 1/n}, par la croissance
séquentielle de la mesure p :

p(z: f(x) #0) =p(z:|f(z)] >0) :nl_i)riloou(x | f(z)] >1/n) = lim 0=0.

n—-+o0o

Pour avoir vraiment une norme, il faudrait que ||f|, = O entraine f = 0, c’est a dire
f(xz) = 0 pour tout x et pas seulement pour u-presque tous les z. Pour remédier a ce
probleme, on va identifier les fonctions qui ont la méme valeur presque partout. Ainsi,
f =0 p.p. est identifiée a la fonction nulle (qui vaut zéro toujours).

9.3 Espaces L'(X, A, u)

Formellement, on définit la relation d’équivalence ~, par f ~, g ssi il existe A € A tel
que (X \ A) =0 (c’est a dire A° est p-négligeable) et pour tout z € A, f(z) = g(z) (c’est
a dire f égale g p-p.p.) et on considere désormais ’espace quotient :

Définition 9.9 (Espace LP) Pour p € [1,00], on pose

IP(X, A ) = LP(X, A )/ ~,
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— LP(X, A, u) est lespace vectoriel des classes d’équivalence des fonctions modulo
f =g p-p.p. telles que || f||, < +oo (ie. telles que |f|P est p-intégrable).
— L®(X, A, p) est Uespace vectoriel des classes d’équivalence des fonctions modulo

f =g pu-p.p. telles que || fllooc < +00 (i.e. bornées p-p.p.).
Par exemple 1g est identifiée a 0 dans les espaces L” (R, B(R), )\). Plus simplement :

Si A =P(X) et u est la mesure de comptage (ou de dénombrement), on note tradition-
nellement ¢P(X), ainsi

“+oo

?(N) = {(un)n21 avec Z\un\p < +oo}

n=1

(*(N) = {suites bornées}.

Sur les espaces LP(X, A, 11), les semi-normes || - ||, deviennent de vraies normes car on a vu
que ||f|l, = 0 entraine f =0 p.p., c’est a dire que f est la classe nulle (f est identifiée a la
fonction nulle).

Il reste quand méme a voir I'inégalité triangulaire pour || - ||,. On 'obtiendra par 'inégalité
de Minkowski (9.6) ci-dessous. Avant, on définit :

Définition 9.10 (Exposants conjugués) Soient p,q € [1,+0oc]. Ce sont des exposants

CONJUGUES SS1
1 1 ]

p q

Par exemple, 1 et +00 sont conjugués, 2 est son propre conjugué, 3 a pour conjugué %

9.4 Inégalités de convexité

Théoréme 9.11 (Hélder, Cauchy-Schwarz, Minkowski) Soient (X, A, 1) un espace
mesuré et f,g : X — C des fonctions mesurables, p,q des exposants conjugués dans
[1,+00]. Si f € LP(X, A, ) et g € LY(X, A, ), alors on a fg € L' X, A, u) avec

1fgll: = / ol du < 1 flollgll, (inégalité de Holder). (9.4)
X

Pour p=q =2, il s’agit de inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ 1 an < (frean) ([1a2 au). (95)

Puis, on a aussi pour f,g € LP(X, A, u) :

1F+ gl < 17l + llglly  (inégalité de Minkowski). (9.6)
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Démonstration :(Hoélder) e Si p (ou q) = +oo, on a |f(z)] < [|flle p-p-p. dol
|f(x)g(z)| < ||flloolg(x)| p-p-, ce qui donne en intégrant

/ Fol d < 1]l / g diu= | flllgll
X X

e Soient p,q # +00,1 avec pour commencer ||f||, = |lg|l, = 1. Si f(z),g(z) # 0,400 on
peut écrire |f(z)[P = e* et |g(x)|? = €' (prendre u = In(|f(x)|P) et v = In(|g(x)|?)). Par
convexité de exp, on a alors :

11 1, 1,
exp (—u+ —v> < —e" + —e”,
p q p q
: L 1 1 e : o
ce qui se reéerit | f(z)g(x)| < —|f(x)|P+ —|g(x)]?. L'inégalité est en fait encore vraie si f(x)
p q
ou g(x) vaut 0 ou +o00. En intégrant I'inégalité précédente sur tout X, on a alors
1 1 1 1 1 1
ol = [ 1ol dn < [ 1P et [ ot du= i+ ol =+ =1
X DJx qJx p q p q
car d’abord ||f||, = ||lgll, = 1 puis ensuite parce que p, ¢ sont conjugués. Ce qui prouve
I'inégalité de Holder dans ce cas.

e Sip,qg#1,+o00etsi]fl,et]|gl,#0,+o0 alors on pose

F=FF s 3=9/llglly-

Comme Hpr = HﬁHq =1, le cas précédent donne :

17g]l, < 1= N fglls < 1 Flpllgly-

® Si [|f]l, =0 alors f =0 p-p.p. et donc fg =0 p-p.p. si bien que [ |[fg| dp= | fgl =0
et I'inégalité cherchée se réécrit 0 < 0, ce qui est vrai.

e Si ||f]|, = +oo alors il suffit de considérer le cas ||g||; # O sinon on se rameéne au cas
précédent (avec g a la place de f). Mais dans ce cas, l'inégalité devient une majoration par
+00 ce qui est nécessairement vrai. Ul

Démonstration :(Cauchy-Schwarz) On applique 'inégalité de Holder (9.4) avec p =

q=2:
2 2
] i ( / Ifg!du> = I£glB < I IBlgl3 = ( / fzdu> ( / 92du> .
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Démonstration :(Minkowski) Pour p = 1, soit f,g € L*(X, A, u1), en intégrant | f+g| <
/1 + 9], on a

/|f+g| duS/ 1 du+/|g| i = IS+ gl < Il + Dl
X X

Pour p = 400, soit f,g € L¥(X, A,pn). Si M > ||f|le et M" > ||g]loc alors on a vu
précédemment en (9.3) que M + M’ est un majorant essentiel de f + ¢g mais alors par
définition de ||f + ¢l/oc, On & :

1+ gl < M+ M. (9.7)
En faisant M N\ || f|lco €t M’ [|g]lco; on déduit de (9.7) : || f + glloo < [|flloo + [|9]lco-
Maintenant on suppose p €1, +oo[ et on commence par écrire
f+9=+9(f+9" ' =f(f+9" " +g(f+9)P "

et
f+glP <IfIIf+gl" " +lgl |f+glP"

Soit ¢ conjugué de p alors d’apres 'inégalité de Holder (9.4)

/|f+g|” duz/lfl If+glP! du+/lg| |f+glP" dp

<(fura)” (Jiseaora) " (frar )™ (fiseaoma)”
< [</|f|p d,u>1/p+ (/|g|p du>1/p] </|f+g|(p—1)qdﬂ)1/q'

Comme (p—1)g=pet1/g=(p—1)/p, on a

p—1

1/1’ 1/10 5
/\f+g!”du < [(/If\pdu> +</\g\pdu) ](/!f+g\pdu)
1F+alz < [+ gl IF + glz (9.8)

 Si||f+gll, # 0,400, I'inégalité de Minkowski (9.6) suit en simplifiant par ||f + g|[5~"
dans (9.8).

e Si||f +g|, =0, 'inégalité de Minkowski (9.6) est immédiate.

e Si||f + gll, = +o0, par convexité de la fonction x € Ry + 2P pour p > 1, on a

HET PR S p 2
(L) < Qo = A1+ bl <2 Usp 2o,
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Comme |1 +9| < |f] +Igl, on a done [ 17+ gl du < 270 [ 179 dv 2 [ g ae

Mais alors si [ |f+ g|P du est infini, 227 [ |f[P dpu+ 2P [ |g|Pdu Vest aussi donc [ |f|P dp
ou [ |g|P dp Vest si bien que I'inégalité de Minkowski (9.6) devient 400 < +o0, ce qui est
encore vrai. U

Corollaire 9.12 L’application f — ||f||, est une norme sur LP(X, A, j1).

Démonstration : Il ne manquait plus que l'inégalité triangulaire pour prouver que || - ||,
est une norme : c’est précisément U'inégalité de Minkowski (9.6). O

L’espace LP(X, A, p) est donc un espace vectoriel normé. On a mieux avec le résultat
suivant :

Théoréme 9.13 (Riesz-Fisher) Muni de la norme || - ||,, ['espace vectoriel LP(X, A, p)
est complet, il s’agit donc d’un espace de Banach.

Démonstration : Soit (f,,),>1 une suite de Cauchy pour || ||,, on montre qu’elle converge
dans LP(X, A, p).

Sip = 400, soit Apm = {z € X : [fu(®) = fin(@)] > || fu — finllso}- Alors pu(Ap,,) = 0 et
donc :“(Un,mzl An’m> =0 car

o U Aum) £ D0 alAnm) =0,

n,m>1 n,m>1

Pourz € E = X\U, ;,>1 Anm, on adonc pour tout n,m > 1, | fo(z)— fin ()| < [|fr— finllco-
Comme (f,)n>1 est de Cauchy pour || - ||, pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que si
n,m > N,on a || f, — fmlle < € et a fortiori | f,(z) — fi(x)| < € pour x € E.

Ainsi (f,(z))n>1 est une suite de Cauchy de C donc convergente vers un certain f(z) € C.
On construit ainsi f(x) pour tout = € E et on complete la définition de f sur tout X en
posant (par exemple) f(x) = 0 lorsque = ¢ E.

Pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que sin,m > N, pour tout z € E, | fn(z) — fu(z)] < e.
A la limite quand m — 400, on a |f,(z) — f(z)| < e.

Comme ceci est valable pour tout x € E avec u(E°) = 0, on a ||f, — fllo < €. Ainsi
[ € L2(X, A, ) puisque | flloe < [[fulloo & [ fa — flloe < 00 et fo — f dans L=(X, A,p),
ce qui prouve que L>®(X, A, u) est complet pour || - ||oo-

On considere maintenant p € [1,4o00|. La condition de Cauchy s’écrit : pour tout € > 0, il
existe N > 1 tel que si n,m > N, on a ||f, — full, < &. On construit alors par récurrence
ng <ng <---<n,<--- tels que pour tout ¢ > 1, on ait

1
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et on pose gp = D0y | fo = faueal €t

g(z) = lim gy(z Z!fm = fria (@)] € [0, +-00].

Par 'inégalité de Minkowski (9.6), on a

k

k
1
Hngp < Z Hfm - fni+1||p < ZE <1
i=1

Comme g(z)P est la limite croissante de gi(x)?, le théoréme de convergence monotone (Th.
4.7) assure

/ pdu— hm / d,u— hm lgwllh < 1.
Comme [, g* dpp < 1, on a g(z) fini sur E € A avec u(E°) = 0 (inégalité de Markov, Prop.
4.6).
Mais alors pour € E, on a >, | fai(2) = fai, (2)| < +o00. Comme C est complet la

convergence absolue de la série Zz:l | fni(2) = fnsy, ()] implique sa convergence simple, ie.
2 (fui (@) = fasi, (2)) converge. Posons alors

f( fnl +Z fm fnz+1(x>)

lorsque z € E et (par exemple) f(z) = 0 lorsque z ¢ E. Comme f, () + S35, fo, () —
frioa (@) = fo,(z), on a alors f(x) = limy_, 4 fn, () lorsque z € E, ie.

fn, converge vers f p-p.p. (9.10)

Puis par la condition de Cauchy, pour tout £ > 0, il existe N > 1 tel que sin,m > N, on a
/ | fr — [P dp < €P.
X

Avec m = ny et k assez grand pour que m > N, le lemme de Fatou (Th. 4.15) donne :
pour tout € > 0, il existe N tel que pour n > N, on a

/ liminf |f, — fn, P du < liminf/ | fr — fu, [P dp < €P.
X k——+o0 k——+o0 X
Comme f,, — f p-p.p., on a finalement

/‘fn_f|pdlu§€p
X
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ie. ||fn — fllp < e. On adonc f € LP(X, A, ) puisque || f|l, < [|fo — fllp + | fll, < 400 et
fn — f dans LP(X, A, ), ce qui prouve que LP(X, A, 11) est complet pour | - ||, O

Au cours de la preuve du théoreme de Riesz-Fisher (Th. 9.13), on a établi le résultat suivant
(cf. (9.10)) qui donne un lien entre la convergence d’une suite de fonctions (f,),>1 vers f
dans LP(X, A, ) et la convergence u-presque partout (pour une sous-suite).

Théoréme 9.14 (Convergences L? et p.p.) Si f, — [ dans LP(X, A, ), c’est a dire
limy, 100 || fn— fll, = 0 alors il existe une sous-suite (fy, )k>1 de (fn)n>1 qui converge p-p.p.
vers f.

Comparaison des espaces LP(X, A, i)

En général, il n’y a pas de relations d’inclusion entre les espaces LP(X, A, ) pour
différents exposants p. Par exemple, considérons (X, A, ) = (R, B(R),\) et les espaces
Lt (]R, B(R), )\), L? (R, B(R), )\) associés. Alors avec

@) = —=lon(@). () = Lo o).

ona f € L'Y(R,BR),\) mais f ¢ L*(R,B(R), ) puisque

Iflh = /|f(x)|d>\:/01d_\/9;:%

1
d
1F13 = /If(x)|2d/\: (& o

alors que g € L*(R, B(R), \) mais g ¢ L'(R, B(R), \) puisque

T dx
ol = [laaar= [ oo
1

€T
T dy
Il = / lg(2)[2d) = / )
1

On n’a donc aucune inclusion entre les espaces L' (R, B(R), A) et L*(R, B(R), A). L’exemple
se généralise pour les espaces LP (R, B(R), \) et L(R, B(R), \).

Par contre si p est une mesure finie (typiquement une mesure de probabilité), les espaces
LP(X, A, 1) sont ordonnés pour l'inclusion :

Théoréme 9.15 Soit (X, A, 1) un espace mesuré fini (c’est a dire pu(X) < +o00) alors
pourp > q :
LP(X, A p) C LY(X, A, ).
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Démonstration : e D’abord si p = 400 :si f € L®(X, A, u) alors f € LY(X, A, u), en
effet |f(x)| < ||f|le pour p-presque chaque z et donc,

1/q 1/q 1/q
1= (1) < (fsie an) < (11 ) =1lan0 < o

Donc f € LI(X, A, ).

o Puis si f € LP(X, A, ) et ¢ < p, alors f € LU(X, A, p), en effet comme £ 4 24 = 1,
a=p/qget = p%q sont conjugués, l'inégalité d’Holder (9.4) pour ces exposants «, § donne

alors
. a/p 1—q/p
||f||Z = (/|f|q x 1 dM) < (/|f|qxq d#) (/ lp/(p_‘”d,u) .
a/p
ey~ ([irean)

1/p
Il < uCxver ( [ du) < oo

D’ou

171

IN

Remarque 9.16 Plus précisément, le Théoreme 9.15 montre une inclusion topologique
LP(X, A, ) = LYUX, A, u) car I'inclusion canonique f € LP(X, A, u) — f € LY(X, A, )

est continue.



Chapitre 10

Convolution

Dans ce chapitre, on commence en Section 10.1 par présenter 'opération de convo-
lution entre deux fonctions. On donne des résultats de dérivabilité des convolutions en
Section 10.3. L’approximation et la régularisation de fonctions sont des applications im-
portantes de la convolution, on donne de tels résultats en Section 10.4 (Stone-Weierstrass,
densité dans les L?, Fejér).

Sauf mention contraire, on considére dans ce chapitre (X, A, u) = (R", B(R™), )\n) et
toutes les fonctions considérées sont mesurables de R™ dans R.

10.1 Définition et propriétés

Définition 10.1 La convolution de deux fonctions f et g réelles est la fonction fxg définie
sur R™ et donnée par

(Frg)@) = | flx=y)gly)dy.
On parle encore de la convolée fx g de [ et de g.

Remarque 10.2 Attention, il n’est pas clair pour quels z € R™ la fonction f % g est bien
définie. Certains résultats suivent pour donner des conditions d’existence de (f * g)(z).

Proposition 10.3 Soient f, g des fonctions mesurables, alors lorsque c’est bien défini :
— (fx9)(@) = (g f)(z)
— (f,9) — [ * g est bilinéaire.

Démonstration : e Pour le premier point, le changement de variable y — z = x —y donne

(fxg)x)= [ [fl@—ygly) dy= [ [f(2)g(z—2)|(=1)"] dz = (g* [)().
Rn R
e Pour le second point, par linéarité de I'intégrale, il est facile de voir que

(arfi + azfz) x g (v) = a1 (f1 * g)(w) + aa(f2 * g) ().

108
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La linéarité par rapport a g se montre de la méme facon ou en utilisant celle par rapport
a f combinée avec la symétrie de * vue au premier point. U

Proposition 10.4 Si f est nulle hors de A et g nulle hors de B, alors (f * g)(x) existe et
vaut 0 en dehors de A+ B={a+b:a€ Abec B}.

Démonstration : L’intégrale définissant (f * ¢g)(x) est bien définie si 'intégrale

[ 1wl 1ot =) dy

est convergente. Or si x =y + (x —y) € A+ B, alors soit y € A et f(y) =0, soit y € A
mais alors z —y € B et g(x —y) = 0. Donc dans tous les cas pour z ¢ A + B, on a
f(y)g(z —y) = 0 pour tout y et en intégrant, il vient [o.|f(y)||g9(z —y)| dy = 0 si bien
que (f x g)(x) est bien définie et vaut a fortiori 0 puisque

n

Rnf(y) g(r —y) dy‘ S/ [fW)] lg(z —y)| dy.

Proposition 10.5 Soient f et g bornées et nulles respectivement hors de A compact et de
B alors (f x g)(x) existe pour tout x et (f * g)(x) =0 pour x ¢ A+ B.

Démonstration : Pour z ¢ A 4+ B, c’est le résultat précédent qui s’applique. Il ne reste
qu’a montrer U'existence de I'intégrale définissant (f x ¢g)(x) lorsque = € A + B. Pour cela,
on a

/n fW)] lg(x —y)| dy = /A fW)] lg(z — )| dy < AMA)[| flleollglloc < +o00.

On en déduit que y — f(y)g(z — y) est intégrable pour tout x € R"™. La fonction f * g est
donc bien définie sur tout R™. g

10.2 Normes des convolutions

Les résultats suivants donnent des inégalités de type Holder (9.4) pour les convolutions,
ce faisant on obtient aussi des conditions d’existence de la convolée f * g.

Proposition 10.6 Soient f,g € L'(R"™), alors f * g est définie p.p. et

1 * glly < [[f111llglls-
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Démonstration : En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli (Th. 8.10), on a

L L uwllse=playas = [ [ 1761 lote =l dy
= [ ([ late w1 a) ay
= [ ([l =) a

(changement de variable z — z =z — y)
= | @ldy | lg(2)] dz
Rr Rr
= [I7l:llglh- (10.1)

Par conséquent, I(z) = [g. [f(y)| |9(z — y)| dy est d’intégrale finie bornée par || f||1]|g||1,
c’est donc que I(x) = 400 sur un ensemble de mesure nulle et donc f * g est bien définie
p.p. Puis

£ 29l = [ 10 o@lde = [

< / F@)g(x — )| dy dz < If 11 llglh
n RTL

FW)e(e —v) dy\ da

R™ | Rn

en utilisant la borne (10.1). O

Ainsi  est une loi de composition interne de L!(R™). On peut vérifier qu’elle est associative.
(L'(R™), +, -, *) est alors une algébre ; comme elle est complete pour || - |1, il s’agit méme
d’une algebre de Banach.

On a aussi, le résultat suivant :
Proposition 10.7 Soit 117 + é =1+ 1 avec r # +oo alors pour f € LP(R"), g € LI(R™),

frg existe p.p. et fxg € LR, avec | fxgll, < |, lglly- Lorsque r = +oc, on a méme
(f * 9)(x) existe pour tout & € R™ avec |(f  g)(x)] < ||l gl

Si ¢ = 1, on constate que la convolution par une fonction de g € L'(R") est un opérateur
de LP(R™) dans LP(R™) :
feLP(R") — fxge LP(R").

On utilise la généralisation suivante de l'inégalité de Holder (9.4) :

Proposition 10.8 (Hélder généralisé) Soit é + % —l—% =1 avec o, B,7 € [1,+00] alors
pour f € LYX, A, ), g € LP(X, A, ), h € L'(X, A, i), on a

Ifghlly < [Ifllallgllsl7ll-- (10.2)
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Plus généralement si p; € [1,4+00], 1 < i < N, avec Zfili = 1 alors pour f; €
LPi(X, A n), 1<i<N,ona

N N
’HIﬁlﬁfhmpf (10.3)
=1 =1

Démonstration : En effet d’apres 'inégalité de Holder (9.4) avec p; = % et ¢ =y
(conjugués) en (10.4), puis avec pp = =, ¢z = pﬁl (conjugués) en (10.5), on a
1
Ifghlle < NfallpnlIBlla = L7 g7 1L 1121l (10.4)
1/101
< (1™ lllg™ o) 10 (10.5)
1/p
o (i e P e R T
= A lallglislnll,-

L’inégalité (10.3) se prouve de la méme fagon par récurrence.

Démonstration :[Prop. 10.7] De %+ % =1+ %, on déduit r > pet r >¢q. On a % + (% —

l) + (l — l) = 1. Posons

T q T
T T

a=r, B=—L—) =1L

r—p r—q

On a alors + + % + % =1 et par I'inégalité de Holder généralisée (10.2), il vient :
[ wllste - )l dy

ZIWV@WWMW—yW“U@W”HﬂwFWT@
1/r (r—p)/(rp) (r—q)/(rq)
S( Iﬂwmﬁw—wﬂw) ( IﬂwW@O ( Iﬁx—wP@)
Rn Rn Rn

1/r
:<R'ﬂwWMx—ww@O LFIE = gl

avec le changement de variable y — z = 2 — y dans [, |g(z — y)|? dy. Lorsque r = +o0,
la borne précédente s’écrit

- [FWllge =)l dy < ([ flpllglly

et assure que (f * g)(x) est bien défini pour tout x € R” et |(f * g)(z)| < || flpllgllq- Puis
pour r # +00, on a

L ([ 1sste-wlas) ae < Wlal [ 1#wPlate -l dyds
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< Wrall e [ 18P ([ lote =l o) dy
= W lall UAIgNgle = 170G el (10

On en déduit que ([, |/(4)l|g(x — 9)| dy)" < +00 p.p. et donc (f +g)(x) est bien définie
pour presque tout x € R™. Il vient alors avec (10.6) :

eal = ([geo@ra)”

(/n (/n 1f@)llg(z — y)| dy)T dg;)l/r

r m1/r
< (IFIBNglle) " = 1£lllgls

IN

Ul
Lorsque f € LP(R™) et g € LI(R™), avec p, ¢ conjugués, la convolée f * g est réguliere (sans
aucune hypothese de régularité de f, g!). Pour cela, on a besoin d’abord de :

Théoréme 10.9 Soit f € LP(R™) pour p < 4+o0 alors pour h € R", 7,f(x) = f(x + h)
converge vers [ dans LP(R™) quand h — 0, ie. l'opérateur de translation par une constante
est continu dans LP(R™).

Démonstration : Comme p < 400, on peut utiliser la densité des fonctions continues a
support compact dans LP(R"™) (Th. ?7?).

e On commence donc par considérer ¢ une telle fonction, de support dans B(0, R). Pour
A <1/2,0n a

HWWMQY—M@VM7= RJMx+M—¢@de

< / o(e 1+ h) — p@) do
lz]|[<R+1/2

car ¢ est nulle hors de B(0, R) et ¢(-+h) lest hors de B(0, R+ 1) quand |2 < 3. Comme

¢ est uniformément continue sur le compact B(0, R + 1/2) (théoréme de Heine), pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que si ||h]| < « alors pour tout x € B(0, R+ 1/2) on a

lo(z +h) —p(x)| <e.
D’ou
/ Tho(2) — (@) de < / & d\, = 2 Ay (B(0, R+ 1/2))
B(0,R+1/2)
e — ¢l < & (A(B(O,R+1/2))"".

C’est a dire limy, 0 |7 — ¢||, = 0.
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e Pour f € LP(R") et ¢ > 0, par densité des fonctions continues & support compact, il
existe une telle fonction ¢ telle que || f — ¢||, < €/3. Puis

I7nf = fllo < llmnf — mellp + o — @llp + o = flln
= 2|f —ellp + llmne — #llp
< 2/3+ ||Th90_90||p

en utilisant ||7,f — 7|, = || f — ¢ll, d & un changement de variables immédiat. D’apres
le premier cas comme ¢ est continue a support compact, limy, o ||7h¢ — ¢|l, = 0 quand
h — 0, donc pour h assez petit, |70 — ¢||, < /3 si bien que

|nf — fllp <2/34+¢/3=c¢.

Le résultat suit car € > 0 est arbitraire. O

On a ensuite pour p et ¢ sont conjugués le résultat de convolution suivant :

Théoréme 10.10 Soit % + % =1et feLP(R"), g€ LYR"™) alors
1. la convolée f x g est continue et méme uniformément continue

2. pour p,q # 400, on a de plus lim|g|1o0(f * g)(x) = 0.

Démonstration : 1) Avec l'inégalité d’Holder et un changement de variable immédiat
y—r—yona:

|(f*g)@+h)—(f*g)(x)] < / FWllg(x +h—y) — g(z — y)| dy

IN

s ([ tte 41 g az)

< [ fllpli7ng = gllg-

IN

Quitte a échanger les roles de f et g, on peut supposer ¢ # +oo. Or le Th. 10.9 donne pour
tout € > 0, l'existence de o > 0 tel que pour ||h|| < a, on a |79 — g||, < €, c’est a dire

(f * g9)(z +h) = (f = g)(@)] < el flp-
On a donc pour tout x € R™ et ||h| assez petit |(f * g)(x + h) — (f * g)(x)| petit, ce qui
donne la continuité uniforme de f * g.

2) Par le Th. ??, soient ¢ et ¢ des fonctions continues a support compact qui approchent
respectivement f € LP(R") et g € LY(R") en norme ||-||,, || ||, respectivement. On approche
alors f x g par ¢ x ¢ de la fagon suivante :

[(f*9)(x) = (pxo)(z)] < [(f*9)(x) = (pxg)(@)]+ [(p*g)(x) = (p*¢)(z)]
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[((f =) #9) (@) + (% (9 — ¢)) ()]

<
< Nf = ¢llp llglla + lelln [lg = ollq

en majorant grace au premier point. On a alors

[(f * 9)()] (f x9)(x) = (p* ) ()| + |(p * &) ()]
1f = llp lglly + 1@l llg = llg + (0 * @) (2)].

Choisissons ¢ € C2(R") telle que

<
<

g
"= 2|9l

puis ¢ € C2(R") telle que
5

lg = ol < 57—
"7 2lell,

ce qui est possible par densité des fonctions continues a support compact dans LP(R") et
LY(R") (p,q < 400, Th. 7?). Mais alors comme @x*¢ est nulle hors d’'un compact (car ¢ et ¢
sont elles mémes nulles hors d’un compact, cf. Prop. 10.5), on en déduit que |(f*g)(z)| < €
pour ||z|| assez grand. On a donc bien prouvé :

lim (fxg)(x)=0.

[| ]| =00

10.3 Dérivation des convolutions

Proposition 10.11 1. Si f € L'(R") et g est C}(R™) (fonction bornée de dérivées
partielles Og/0x; bornées), alors f * g est C' de dérivées

0
8%

dg
0@-'

(fxg) =[x

2. 8 f € LP(R") et g est CL(R™) (C' a support compact), la méme conclusion reste
vrase.

3. Précédemment, si g € C°(R™) (dans 1)) ou g € C°(R"™) (dans 2)) alors f x g est
C* avec pour, tout multi-indice o € {1,... ,n}?, 0%(f xg) = f *x0%g.

Démonstration : 1) La fonction f * g existe et est continue d’apres le théoreme précédent
car on convole L' x L>. Puis, pour tout y € R", x € R” — f(y)g(z — y) est dérivable par
rapport a z; de dérivée

f(y) gi (z —y).
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Comme | f(y)%(:c —y)| < M|f(y)| (dérivées partielles de g bornées), le théoreme de
dérivation sous l'intégrale (Th. 5.17) s’applique et donne la dérivabilité de f* g par rapport
a x; avec la dérivée

dg 9g
et — d
(f * axi) () / TW)g,. (& =) dy,
convolée & nouveau de L' * L> donc continue. Finalement, f * g est de classe C!.

2) Comme g est a support compact dans B(0,R), on a g € LI(R™) (¢ conjugué de p)
et f % g est bien définie par le Th. 10.10. Puis pour ||z|]| < K et pour tout y € R",
x € K — f(y)g(z — y) est dérivable par rapport a x; de dérivée f(y)g—wgi(as — y) dominée
par

0
0|52

car si |ly|| > R+ K alors ||z —y|| > R et %(m —y) = 0. Par I'inégalité de Holder (9.4),

on a :
ag q 1/q
Lyyi<riydy < |1 fllp (/ (Hax- 1{|y||§R+K}> dy)

0
/n|f(y)\Hai
1 | 22| 2 (B R B < oo

5’% o

Lqy<r+ K}

A

IN

On peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale (Th. 5.17) et on en
déduit que f % g est dérivable par rapport a x; de dérivée f * %; on en déduit aussi la
continuité. Finalement, f * g est de classe C*.

3) Le résultat vient par applications successives des parties 1) ou 2). O

Définition 10.12 Une fonction g : R ou C — C est entiere si elle sécrit g(x) =
> ns0 Cn™ pour une suite (C,)n>0 avec un rayon de convergence infini.

Pour les convolées avec des fonctions entieres, on a la version suivante du résultat de
dérivation (Prop. 10.11) :

Proposition 10.13 Si f € L*(C) (ou L'(R)) est a support compact et g est une fonction
entiere. Alors f * g est une fonction entiére.

Démonstration : Soit 0 < M < +oo tel que f(z) = 0 quand ||z|| > M. Pour x € B(0, R),
on a

teo) = [ (X eat-) d

= Yo - dy (10.7)
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n

f(y) ( > (n> xk(—l)”"“y”‘k) dy

n>0 B(0,M) k=0 k
n n— n—
- Zw’“ch<k)<—1> (] s a)
k>0  n>k (0,M)
_ dexk (10.8)
k>0

avec dp = Y oy cn(Z)(—l)"*k(fB(O w F@y =t dy). L’échange (10.7) >~/ [ se justifie
avec le théoreme de convergence dominée (Th. 5.13) puisque lorsque = € B(0, R) alors
|z —y|| < R+ M et

\f<y>icn<x -9)

en utilisant la convergence normale de la série } -, ¢,z sur B(0, R + M). De plus, il y a

" < (Xleal(®+20)") 17 w)] € £'(©)

convergence normale de la série (10.8) sur B(0, R) car

S ldRF < Z(Zlcn\(Z)(/B(O,M)‘f(y”Mnk dy) ) 7

k>0 >0 n>k
k
< Tll(X% (1)) ([, i)

= (D leal(®+ 30" )1l < 400

n>0

puisque ) ., ¢,2" a un rayon de convergence infini. Finalement comme R est quelconque,
le rayon de convergence de Y, ., dyz"® est infini et f * g est entiere. O

10.4 Approximation et régularisation

Un des inconvénients majeurs de 'opération convolution est de ne pas avoir d'unité,
c’est a dire de fonction e telle que toute fonction f : fxe =ex f = f. Pour compenser ce
défaut, on introduit la notion d’approximation de I'unité :

Définition 10.14 (Approximation de 'unité) Soient ¢, : R" — R*, k > 1, des fonc-
tions mesurables vérifiant

/ ex(z) de=1 et pour toutn >0 : lim ex(z) de = 0.

k—+o00 \56|Z77

La suite (ex)k>1, est appelée approximation de l'unité.
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Proposition 10.15 Soit e : R* — R, une fonction mesurable telle que [5, e(z) dx = 1.
Alors ex(z) = k™e(kx), k > 1 définit une approzimation de l'unité.

Démonstration : En effet,
— d’abord ¢y, est une fonction mesurable positive ;

— puis fRn ex(x fRn ) dy = 1 avec le changement de variable x — y = kzx.
— avec le méme Changement de variable x — y = kx, par convergence dominée
(Th. 5.13) :

/ er(x) do = / e(y) dy — 0, k — +oo.
{lzl>n} {llylI>Fn}

Exemple 10.16 e Soit

(10.9)

I s’agit d'une fonction C* entitre d’intégrale 1 (e=*/2 = 57 CUZg2n o f+oo /2y =

n>0 2nn'
V2m). D’apres la Prop. 10.15, on définit une approximation de l'unité en prenant ey (z) =
ke(kzx).

e Soit
R— R
olx) =4 z+— eVl lz| <1
0 |z| > 1.

On montre que ¢ est C™ (par récurrence en utilisant que pour toute fraction rationnelle

P/Q, on a lim, ,44 Qg; exp(—1/(1 — z?))) et & support compact B(0, 1), ce qui permet de

définir sur R™

(] )
e(zr) = ool (10.10)

ol ||z]|* = z3+ - -+x2. Alors e est C™, & support dans B(O 1) et [p.e(x) de =1.D’apres la
Prop. 10.15, on définit & nouveau une approximation de l’unlte en prenant ex(z) = k™e(kx).

La terminologie "approximation de I'unité” est justifiée par les deux résultats suivants :

Théoreme 10.17 Soit f € L=(R") et (ex)r>1 une approzimation de l'unité, on suppose
que

i) soit f est continue sur {||z| < R},
i1) soit f est uniformément continue sur R".

Alors f ey, k> 1, converge uniformément vers f.
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Démonstration : Comme f est continue sur B(0, R), elle y est aussi uniformément conti-
nue (théoreme de Heine) et il suffit de prouver ii). Notons que comme [, ex(y) dy = 1,
on peut écrire f(z) = [g. f(x)er(y) dy. Puis par continuité uniforme de f : pour € > 0, il
existe n > 0 tel que pour ||y|| <n, on a |f(z —y) — f(x)| < e2, si bien que

}f * ex () — f(x)] =

[ eyt an- [ st ay

[ (o= 1(0) ext) ay

< |f (@ —y) = f(2)] ex(y) dy
]Rn
< [ e-v-s@lab) s [ 5= - f@)]a) d.
lyll<n lyll>n
On a alors
sup | (o)~ f@)] < = [ al)dy+2lfle [ ely) dy
S lyll<n llyll>n
€
< Sealfle [ at)d
lull>n
< ¢
avec k > kg assez grand pour que fIIyH>77 ex(y) dy < e/(4] fl) puisque klirf ex(y) dy =
—T S yli>n
0. On a donc pour tout € > 0 et k > ko : sup,epn |f * ex(z) — f(z)| < €, ce qui prouve le
Th. 10.17. Ul
On a aussi :

Théoréme 10.18 Soit f € LP(R™) pour p < +00 et (ex)r>1 une approzimation de ['unité
alors f x e, — f dans LP(R™) lorsque k — +o0.

Démonstration : Comme ¢, € L'(R"), f € LP(R"), on a f x e, € LP(R™) (Prop. 10.7).

Puis

|f *ex(z) = fla)] =

[ 0= = 1) al)
< [ M@=y = F@)] en) Pely)' " dy

< ([1se-o-sovaw w) " ([ aww)”

par l'inégalité de Holder (9.4). Puis comme [p, ex(y) dy =1, on a

I 5ex—flg = | 1fvel) = F@)P da
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IN

/n /n [f (@ —y) = f(x)[Per(y) dydx

< [ aw ([ 1o P ) a

(Th. de Fubini-Tonelli, Th. 8.10)

= [ et - 1l dy
Comme p < +o0, par le Th. 10.9, pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour |y|| < n,

|7y f—=fII} < €7/2, puis par I'inégalité de Minkowski (9.6) : (|7, f = fll, < |7y fllp+ fll, =
2|| f]lp- Ainsi :

xep — fIIP < = fIb dy + o f =Sl d
I *en— I /Iyllgnek(y)”T = fI2 dy /Hmek(y)rv f = fIIp dy

eP
< 5[ awd QUL [ at)d
lyll<n llyll>n
el P
< S 4 o
=5 + 5 3

pour k > kg assez pour que ny||>n er(y) dy < m puisque limy | o f\y|>n er(y) dy = 0.
Finalement, pour tout € > 0, il existe ky € N tel que pour k > ko, on ait || f e, — f]|, < ¢,
ce qui prouve le Th. 10.18. U

Applications des approximations de 'unité

Les approximations de I'unité permettent de prouver de jolis résultats d’analyse : le
théoreme de Stone-Weierstrass (Th. 10.19), le théoreme de densité de C2°(R™) dans LP(R")
lorsque p < 400 (Th. 10.20) et le théoreme de Fejér sur la convergence en mode Césaro
des séries de Fourier d'une fonction f périodique continue (Th. 10.21).

Stone-Weierstrass

Avec I'approximation de I'unité ey(x) = k"e(kx), k > 1, ou e est donnée par (10.9),
on a:

Théoréme 10.19 (Stone-Weierstrass) Soit f : K — R continue sur K compact. Alors
f peut étre uniformément approchée par des polynémes (ie. sur les compacts, l’ensemble
des fonctions polynomiales est dense dans l’ensemble des fonctions continues pour la norme
uniforme).

Démonstration : On commence par prolonger f en une fonction f définie sur R et a

support compact. On obtient ainsi une fonction f uniformément continue et bornée. Par
la Prop. 10.13, les fonctions f % e, k > 1, sont entieres car les e, kK > 1, le sont puis
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elles convergent uniformément vers f sur R donc convergent uniformément vers f sur K
(Th. 10.17). Or toute fonction entiere est limite uniforme sur un compact de ses sommes

partielles qui sont des polynomes. Ainsi pour tout € > 0, il existe kg tel que
€

sup | /(@) — (F» ex)(@)] < =

zeK 2

(f*eko cha:

n>0

puis en notant

le développement en série entiére de f * ey, il existe ng et que

Sup)chx - f*eko)( )| <

’ IS
zeK 2

. . no
Finalement, en notant P, (z) = > " c,2™, on a

sup | f(2) = Py ()| < sup | f(2) = (F % exo) ()] + 5up | (f * ex,) () = Py ()]
zeK zeK zeK
< c + - €
2 2
et f a un polynome dans chacun de ses voisinages uniformes sur K, ie. f est limite uniforme
de polynomes sur le compact K. O

Densité de C° dans L?

Avec 'approximation de I'unité ey (z) = ke(kx), k > 1, ou e est donnée par (10.10), le
résultat suivant complete le théoreme de densité (Th. ??7) du Chapitre 9 :

Théoréme 10.20 Pour p < +o0o, C°(R™) = {fonctions de R™ dans R de classe C> a
support compact} est dense dans LP(R™).

Démonstration : Troncature et convolution.

e Troncature : soit f € LP(R") et f, = flp(m) alors pour tout z € R f,,(z) = f(x),
m — +00, et | frn(z) — f(2)[P < 2P| f(x)P € L. Ainsi par convergence dominée (Th. 5.13),
on a

lim /]fm—f|p A\, =0

m—+00
et donc f,, — f dans LP(R") quand m — +o0o. Pour ¢ > 0 fixé, soit donc mg tel que
[ fmo = fllp < €/2.

e La fonction f,, * e, est C™ (car e, € C et f € LP, Prop. 10.11) et a support compact
(fmo €t e a support compact, Prop. 10.4) donc f,, * ex — fm, dans LP(R™) (Th. 10.18).
On trouve donc kg tel que || finy * €xy — finollp < €/2. Finalement,

Hf - (fmo * eko)Hp < Hf - fmoHp + Hfmo - (fMO * eko)”p
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< g/24¢/2=¢.

Dans tout voisinage de f € LP(R™) pour la norme || - ||,,, il y a donc une fonction ( f,, * €x,)
de classe C'™° et a support compact, ce qui prouve le résultat de densité du Th. 10.20. [

Série de Fourier et Fejér

Sur le cercle C = R/(277Z), on adapte les notions de convolution et d’approximation de
I'unité comme suit :
— convolution :

(Fr9)@) = o [ fwle =) dy

— approximation de I'unité sur [0,27] : ce sont des fonctions e, : C — C, k > 1,
positives telles que f_ﬂﬂ e(t) dt =1 et

P2

1
lim —/ er(y) dy = 0.
koo 27 J{_p<jy|<n)

Avec ce type d’approximation de I'unité, les résultats d’approximation vus sur R” (Th. 10.17,
Th. 10.18) restent valables sur le cercle C. On a alors le résultat suivant sur une convergence
en mode Césaro des séries de Fourier. On rappelle :

Théoréme de Césaro : Si (u,),>1 est une suite numérique qui converge versl € R alors
limy, oo £ (ug + -+ up) = 1.

Théoréme 10.21 (Fejér) Soit f une fonction 2mw-périodique, continue de R dans C et

f(k) = % /_ ' f)e ™ dt, su(z) =Y Fk)e™, on(z) = NLHZSH(:I;).

Alors on converge uniformément vers f quand N — +00.

Les f(k), k € Z, sont les coefficients de Fourier de f; s, est la somme de Fourier associée
a f.
Le Th. 10.21 exprime donc f continue 27-périodique comme limite uniforme de polynomes

trigonométriques (analogue du théoréeme de Stone-Weierstrass, Th. 10.19 sur le cercle C,
ie. dans le cas périodique).

Démonstration : On a f(k) = = [ fy)e*vdy et

sulz) = %kZ | 1w (e ) dy

1 [ -

= ) (Y exo (ik(z —v)) dy

o
- k=—n
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= (f* Dn)(x)

en notant D,,(y) = > ,_ , exp(iky). Notons que

1 .1 [T
o (y) dy k;n o / ) exp(iky)

On a Dy, (y) = “PHELREeREm et done

sin ((n +1/2)y)
sin(y/2)

Par définition de oy, on a oy = f * K avec

D,(y) = quand y #0 et D,(0) =2n+ 1.

;N
Bo= N ;%D”
K0 = G5 1)1Sm 73 2 Imleltn+1/21)
_ exp( (N +1)y) — 1)
(N +1)sin(y/2) Im(exp exp(iy) — 1 )
B sin((N + 1)y/2)
(N +1)sin(y/2) Im(exp (V+1/2)y) sin(y/2) )
+1)

B 1 sin (N +1 y/2)
- N+1 sin(y/2)

On a donc K,(y) > 0, [T K,(y) dy = ﬁzgzoﬁf; D,(y) dy = 1 et pour n > 0,
n<lyl <,

1 1
0< K,(y) < 5 — 0, N — 4o0,
N+1 (sm(n/?))
soit )
li — K dy =0
Jm o ~(y) dy

n<ly|<m

t (Kn)n>1 est donc une approximation de 'unité. De plus comme f est continue sur
le compact C, f y est uniformément continue. D’apres le Th. 10.17 (adapté sur C), on a
oy = f*Kn — f, N — +o00, uniformément, ce qui prouve le théoreme de Fejér (Th. 10.21).
O



Chapitre 11

Absolue continuité

Dans ce chapitre, on géneralise la notion de mesure sur un espace mesurable (X,.4) en
mesure a valeurs non nécessairement positives, appelée mesure signée, et mesure a valeurs
complexes dite mesure complexe en Section 11.1. Pour une mesure signée pu, on introduit
alors deux types de décomposition en Section 11.2 : la décomposition de Hahn de ’espace
(X, A) en ensembles dit positif et négatif pour p et la décomposition de Jordan de p en la
différence de deux vraies mesures (positives). On discute la notion d’intégrale par rapport
a ces mesures en Section 11.3. L’absolue continuité et la singularité sont des relations entre
deux mesures (signées) qu’on présente en Section 11.4. L’ensemble des mesures absolument

continues par rapport a une mesure donnée p est entierement décrit en Section 11.5 dans le
cas o-fini avec les théoremes de Lebesgue (Th. 11.15) et de Radon-Nikodym (Th. 11.16).

11.1 Mesure signée

Définition 11.1 On appelle mesure signée toute fonction d’ensembles p sur un espace
mesurable (X, A) a valeurs dans R U {—oo} ou R U {400} telle que u(@) = 0 et p est
o-additive.

Ainsi une mesure signée ne peut pas prendre a la fois la valeur —oo et la valeur 400 : ¢’est
I'un ou l'autre. Une mesure signée est dite
— finie sur une famille € si |u(E)| < +o00 pour tout E € &;
— o-finie sur & si pour tout E € £ il existe une suite (F,),>1 de & telle que |u(E,)| <
+oo et E C |, En.
De nombreuses propriétés usuelles des (vraies) mesures (cf. Section 1.4) restent vraies pour
les mesures signées :

Proposition 11.2 Soit u une mesure signée sur (X, .A) alors
(1) Si A,B € A et AC B alors |u(B)| < 400 implique |p(A)] < 400.
(2) Si A,B e AetAC B alors |u(B)| < +oo implique (B \ A) = p(B) — u(A).

123
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H < Unzl An)

(3) Si (An)n>1 est une suite d’ensembles disjoints de A telle que < +00

alors la série ), -, (A,) converge absolument.

(4) Si(An)n>1 est une suite monotone de A, avec en plus dans le cas décroissant |u(Ap,)| <
+00 pour un certain ng, alors

i fim An) = Jim ()
Démonstration : Si A, B € Aet A C B avec |u(B)| < 400 alors B = AU(B\ A), union de
deux ensembles disjoints de A pour laquelle I'additivité de u donne pu(B) = pu(A)+u(B\A).
On en déduit (1) puisque si pu(B) est finie alors p(A) et u(B\ A) aussi (on ne peut pas avoir
de forme indéterminée p(A) = 400 et u(1l\ B) = 4+00). Dans ce cas, on peut retrancher
1(A) et en déduire (2).

Pour (3), on note AT = A,, ou ) et A, =0 ou A, selon que pu(A,) >0 ou u(A,) <0. On

a alors
> A = u( U AZ>, > Ay = u( U A;)

n>1

ce qui avec (1) assure que les sommes ) -, u(A7) et > ) pu(A;) sont finies. 11 vient

D (A =D (A = w(AL) =D (A =) u(A,)

n>1 n>1 n>1 n>1

est finie comme souhaité.
Enfin, (4) se montre comme la propriété analogue pour les (vraies) mesures. O

Au dela encore des mesures a valeurs réelles, on peut considérer des mesures a valeurs com-
plexes. Une mesure complexe est une fonction d’ensembles a valeurs complexes, o-additive
et telle que u(0) = 0. Comme la convergence d’une série complexe exige la convergence des
parties réelle et imaginaire, il s’en suit que les parties réelle et imaginaire de p sont des
mesures signées (réelles). En fait, une mesure p est complexe si et seulement si elle s’écrit
W= ft1 + e OU i1, po sont des mesures signées réelles.

11.2 Décompositions de Hahn et de Jordan

Si p1, po sont deux mesures sur une tribu A alors leur somme p; + o, définie par
(1 + p2)(A) = i (A) + pa(A), A € A, est clairement une mesure sur 4. Cependant la
différence 3 — po définie par (g — p2)(A) = p1(A) — pa(A), A € A, ne lest pas forcément,
la positivité n’étant pas garantie. Mais il s’agit d'une mesure signée. En fait, on montre
dans cette section que toute mesure signée s’exprime comme la différence de deux (vraies)
mesures dont I'une au moins est finie (cf. la décomposition de Jordan du Th. 11.4).

Si p est une mesure signée sur (X,.A), un ensemble A € A est dit positif (resp. négatif,
resp. nul) si u(B) > 0 (resp. pu(B) < 0, resp. pu(B) = 0) pour tout B C A. Noter que
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les sous-ensembles mesurables d’ensembles positifs le sont aussi. Et 'union d’ensemble A4,
n > 1, positifs est aussi : si B € Aet B C |+, 4, alors B = (J,,-,(BNA,). On peut
méme écrire B = |, -, By, avec des B,, € A disjoints et B,, C BN A,. Ainsi u(B,) > 0 et
w(B) =3, o, 1(By) > 0 (0-additvité). De méme pour les ensembles négatifs.

Théoréme 11.3 (Décomposition de Hahn) Si p est une mesure signée sur l’espace
mesurable (X, A) alors il existe des ensembles disjoints A, B tels que, pour u, A est positif,
B est négatif et AUB = X.

La décomposition de X = AUB en ensembles positif et négatif s’appelle la décomposition
de Hahn de X. D’apres le Th. 11.3, cette décomposition existe mais elle n’est clairement
pas unique (un ensemble nul peut étre rajouté a A ou B). Une telle décomposition permettra
cependant de donner une décomposition d’une mesure signée p qui ne dépendra pas de la
décomposition de Hahn considérée (décomposition de Jordan, cf. Th. 11.4).

Démonstration : Comme la mesure y est supposée prendre au plus une des deux valeurs
—00, 400, pour fixer les idées on suppose que —oco < p(A) < +oo pour tout A € A et on
pose

o = inf (u(A) : A € A négatif pour p).

Comme I'ensemble () est négatif, il vient de suite v < 0. Soit maintenant (B,),>; une suite
d’ensembles négatifs tels que a = lim,,_, p(B,), on pose B = |J,,~; Bn et on prouve la
décomposition de Hahn par les étapes suivantes :

i) B est négatif. En effet, 'union d’ensembles négatifs reste négative.

ii) u(B) = a et donc —oo < a < 0. D’apres i) et la définition de «, on a a < p(B). Puis
pour tout n, B = (B \ B,) U B, et donc

p(B) = p(B\ By) + p(Bn) < pu(By)

puisque B\ B, C B est négatif. Il suit u(B) < lim, 1 u(B,) = a ce qui prouve
1(B) = « et ii) est justifié.

iii) Soit A= X\ B. Si F' C A est négatif alors F' est nul. En effet, soit F' C A négatif et
G € Atel que G C F. Alors G est négatif et F = BUG l'est aussi. Par définition de
a et avec i), on a a < p(F) = u(B) + u(G) = a + pu(G). D’ou u(G) > 0 et comme
G est supposé négatif, on a en fait u(G) = 0. Finalement, F' est nécessairement nul.

iv) L’ensemble A = X \ B est positif. Par absurde, si A est négatif, il existe £y C A,
Ey € A, avec pu(Ep) < 0. Comme Ejy n’est pas nul, d’aprés iii), il n’est pas négatif
non plus. On note £y alors le plus petit entier tel qu’il existe un mesurable F C Ejy
avec p(FEy1) > 1/k;. Comme u(Ep) est finie (—oo < u(Ep) < 0) et By C Ey, la Prop.
11.2-(1) et (2) donne u(Ep\ E1) = p(Eo) —p(E1) < 0 comme p(Ey) < 0et p(Ey) > 0.
En appliquant le méme argument a Ey \ E; : on trouve ks le plus petit entier tel qu’il
existe un mesurable Fy C Ey \ E; avec pu(FEs) > 1/ks. En procédant par récurrence,

on note k, le plus petit entier tel qu’il existe un mesurable F,, C Ey\ <U?;11 EZ> avec
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w(Ey) > 1/k,. On pose alors Fy = Ej \ ( iy EZ) On a (J,>, En C Ep et [u(Ep)| <

+o00 si bien que > o, u(E,) = ,u(Un>1 En> converge et donc lim,, o u(E,) = 0,
ce qui exige k,, — +00.

Ensuite, pour chaque n > 1, Fy C EO\U;;l E;. Ainsi, pour tout F' € A avec F' C Fy,
par définition de k,, on a u(F) < 1/(k, — 1) et comme k,, — +o00 on a u(F) < 0.
Ainsi Fy est négatif et donc par iii), Fy est en fait nul. Mais

u(Fo) = p(Eo) = > p(E;) <0

i>1

puisque pu(Ey) < 0 et pu(E;) > 0, ¢ > 1. Cette conclusion (u(Fy) < 0) contredit Fj
ensemble nul. L’hypothese de départ était donc absurde et finalement, A est positif
et cela acheve la preuve du Th. 11.3.

g

Théoréme 11.4 (Décomposition de Jordan) Soit ;1 une mesure signée sur un espace
mesurable (X, A). St X = AU B est une décomposition de Hahn de X pour u (pour u, A
est positif et B est négatif) alors on définit des mesures p, p— sur A par

pe(E) =p(ENA), p(BE)=—-p(ENDB), EE€A, (11.1)

dont l'une au moins est finie et on a u = py — p_. Les mesures py, pu_ ne dépendent
pas de la décomposition de Hahn utilisée et la décomposition u = py — u_ s’appelle la
décomposition de Jordan de la mesure signée L.

Démonstration : Comme AN E C A (u-positif) et BN E C B (u-négatif), les fonctions
d’ensembles ji, 1 sont positives. Il suit alors que ce sont de vraies mesures (la o-additivité
étant facilement due a celle de p). Comme g prend au plus une des deux valeurs oo, une
au moins des deux mesures . est finie. Puis pour tout £ € A,

W(E) = w(EN A) + u(E N B) = 1(E) - u_(E)

et donc p = py — pi_.

Il reste a justifier que us ne dépend(ent) pas de la décomposition de Hahn utilisée. Pour
cela, on considere deux décompositions de Hahn X = A; U By = Ay U By par rapport a u
et on montre que

Noter que I'ensemble EN(A; \ As) est un sous-ensemble de A; (positif) et donc p(EN(A;\
Ay)) > 0 mais est aussi un sous-ensemble de B, (négatif) et donc p(E N (A4; \ 4z)) < 0.
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Ainsi p(E N (A; \ 42)) = 0 pour tout £ € A. De méme, p(E N (A; \ Ar)) =0 pour tout
E € A. 1l vient alors

De la méme fagon, on a u(E N By) = u(E N By), E € A, ce qui complete la preuve du
Th. 11.4 et 'unicité de la décomposition de Jordan. U

Il est clair qu'une mesure signée se décompose en vraies mesures de plusieurs fagons : par
exemple p = (uy +v)— (u_+v), ol v est une (vraie) mesure finie quelconque. Cependant,
la décomposition de Jordan est caractérisée par une propriété d’unicité et de minimalité
(t4, s ont des supports disjoints). Par

1l (A) = pi(A) +p-(A), A€ A

on définit une (vraie) mesure |u| qu'on appelle la variation totale de p.

Noter qu'un ensemble E € A est positif pour u si et seulement si p_(F) = 0 puisque si F
est positif £ N B est un ensemble nul en tant qu’ensemble positif (sous-ensemble de E) et
ensemble négatif (sous-ensemble de B). Réciproquement si py_(E) = 0 alors pour F' € A
et FCE,onau_(F)=0et u(F)=pus(F) >0 justifiant que F est positif.

De la méme fagon, E est négatif pour u si et seulement si py (F) = 0.

On a aussi |u(E)| < |u|(E), avec égalité seulement si E est positif ou négatif. Enfin, noter
que |u|(E) = 0 implique que E est un ensemble nul pour |ul, py, pi, .

Un exemple important de mesure signée est fourni par des intégrales indéfinies d'une fonc-
tion dont I'intégrale est bien définie :

Théoréme 11.5 Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f une fonction mesurable définie p.p.
sur X et telle que fT ou f= € LY X, A,u). Alors on définit une mesure signée v sur A
par

:/fdu, A€ A (11.2)
A

Démonstration : On a de suite v()) = 0 et si f € L'(X, A, u) alors v est finie avec
v(X)=J + fdu. On complete la preuve en montrant que v est o-additive. Pour cela, soit
(A;)n>1 une suite de mesurables disjoints de Aet A =, An. Alors f11a =" o fila,
p.p. et par le théoreme de convergence monotone (Th. 4.7), on a -

/Afi d,u:/filA dﬂz/<z.fi1A /filA du Z/ Jx dp.

Comme f, € L'(X, A, ) ou f_ € LY (X, A, 1), une des deux séries prédédentes converge
vers un nombre fini et on a

v(A) = /A(f+—f)du—/Af+du—/Af dp
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_ Z(/Anf+du—/Anfdu>:Z [ fau

n>1 n>1 n
= D _viA)
n>1
justifant la o-additivité et prouvant que v est bien une mesure. Il

Une décomposition de Hahn naturelle de X par rapport a v donnée en (11.2) est X =
AUBou A={zr e X : f(x) >0} et B= A= {z € X : f(x) < 0}. Si 'ensemble
{r € X : f(z) = 0} est non vide, une autre décomposition de Hahn est A; U B; avec
Ay ={z e X: f(zr) >0} et By =A] ={x € X : f(x) <0}. La décomposition de Jordan
v =vy —v_ de v est alors donnée par

1/+(E):/Ef+ du, V_(E):/Ef_ du, E €A,

et la variation totale |v| de v par

WI(B) = i) v (B) = [ £t [ = [y du= [ 1w

Enfin, on montre facilement grace a la décomposition de Jordan que l’extension dune
mesure o-finie signée a une propriété d’'unicité analogue aux (vraies) mesures.

Proposition 11.6 Soit pu, v des mesures signées sur un espace mesuré (X, A), égales sur
un m-systeme P C A tel que o(P) = A. Si p est o-finie sur P alors p = v sur A.

Démonstration : On écrit p=puy —p_etv=v, —v_. Pour F € P,on a

1 (E) = u_(E) = v+ (E) — v_(E)

et donc py(F)+v_(E) =vi(E)+ p_(E) lorsque les quatre termes sont finis. Mais si 'un
des termes est infini par exemple py (E) = 400 alors vy (E) = 400 (et p_(E), v_(E) sont
alors finis) et 1’égalité précédente persiste. On a donc py +v_ = vy + p_. Comme il s’agit
de mesure o-finies, égale sur P, elle sont égales sur S(P) = A (extension déja utilisée du
théoreme de Dynkin, cf. Th. 1.34). On en déduit p = v sur A en réarrangeant les termes
alenvers yu, —pu_ =v, —v_,ie. p=v sur A. O

11.3 Intégrale par rapport a une mesure signée

Si u est une mesure signée sur (X, .A) de décomposition de Jordan p = py — p_,
I'intégrale par rapport a p s’exprime comme la différence des intégrales par rapport a .
et u_ pour les fonctions f € LY(X, A, puy ) N LY(X, A, p) :

/fdu = /f du+—/f dp— (11.3)
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= (/f*dm—/fdm)—(/f*dm—/fdu)-

Comme |u| = py + v_, on a pour toute fonction mesurable

st aul = [1£1 d+ [ 171 -

et donc f € LY (X, A, |u|) si et seulement si f € LY (X, A, uy) et f € LYX, A, u), ie.
LNX, A ul) = LNX, A ) N LYX A ).

Lorsque f est mesurable mais f & L'(X, A, |u|), on peut avoir [ f du = +oc lorsque les
deux termes négatifs dans la définition (11.3) de [ f du sont finis et un des termes positifs
est +oo. Autrement dit, [ f dp = +oo quand f- € LYX, A, uy), f+ € LNX, A po) et
f+ & LNX, A, puy) ou fo € LY(X, A, u_). De méme pour avoir [ f du = —o0.

L’intégrale par rapport a une mesure signée vérifie des propriétés analogues a celle de
'intégrale par rapport & une (vraie) mesure.

Théoreme 11.7 (1) Si u est une mesure signée et f € L'(X, A, n) alors

‘/f du‘ < [ 171 dll.

(2) (Convergence dominée) Soit p une mesure signée et (f,)n>1 une suite de fonctions
de LMX, A, |u]) et g € LNX, A, |p|) avee | fu] < g |ul-p.p. pour tout n > 1. Si f est
mesurable telle que f, — f |p|-p.p. alors f € LY(X, A, |u|) et

[it=fiau =0 [hdus [£an 0

Démonstration : (1) On utilise les propriétés analogues des (vraies) mesures avec la

définition [ f du= [ fdus — [ f du_ :

‘/fdu‘ﬁ‘/fdm +‘/fdu_'§/|f|du++/|f|du-=/|f|du~

(2) La premiere limite s’obtient par convergence dominée pour la (vraie) mesure |u| et la
deuxiéme suit de la premiere limite combinée avec (1). O

Le résultat suivant est le théoreme de transfert pour les mesures signées. Comme dans le
cas de vraies mesures, on peut étendre le résultat aux fonctions non-intégrables lorsque les
intégrales sont quand méme bien définies.

Théoreme 11.8 (Transfert) Soit (X,.A) et (Y,B) des espaces mesurés et y une mesure
signée sur (X,A). On considére une fonction ¢ : (X, A) — (Y,B) mesurable (définie
|pe|-p.p. sur X suffit). Alors
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(1) On définit une mesure signée i, sur (Y,B) par

po(F) = ule™'(F)), FeB.

(2) Si f est B-mesurable définie puy-p.p. et telle que f o € L'(|u|) alors f € L*(Juyl|) et

Lfdu¢=/){fowdu-

Démonstration : Comme dans le cas d'une vraie mesure, on montre que 1, est o-additive
et que f1,(0) = 0. Puis comme  prend au plus une des deux valeurs —oo, +00, il en est de
méme pour . Il suit que 11, est une mesure signée selon la Déf. 11.1, ie. (1) est prouvé.

Pour simplifier, on suppose que ¢ est définie sur tout X. Alors ¢! (B) est une tribu et on
note g la restriction de pu a p=1(B) C A.

Soit Y = AU B la décomposition de Hahn de Y pour fi, (pour fi,, A est positif et B
est négatif). On montre que X = ¢ '(A) U p ! (B) est une décomposition de Hahn de
X pour fi. En effet, o' (A) et ¢~ (B) sont dans ¢ !(B) C A, sont disjoints, et d’union
X. Maintenant, soit £ € ¢~ 1(B) un sous-ensemble de o~ (A) alors E = ¢~ 1(G) pour
un certain G € B. Comme F = ¢ 1(G) C ¢7'(A), on a E = ¢7'(G N A) et donc
W(E) = 1,(GN A) > 0 puisque A est positif pour fi,. On en déduit que p'(A) est positif
pour fi. De méme, on montre que ¢~ '(B) est négatif pour Ji.

Maintenant soit i = piy — p— la décomposition de Jordan de g. On montre que f, =

(B — i)y = Jigp — fi—, est la décomposition de Jordan de fi,. En effet pour chaque
E e B, ona

firo(B) = (e~ (E) N~ (A) = i(¢™(EN A) = i,(ENA) = (fiy)+(E)

puisque Y = AU B est la décomposition de Hahn de Y pour fi,. Donc iy , = (fi,)4 et de
méme fi_, = (fi,)—. Il suit que fi, = iy, — fi_, est la décomposition de Jordan de i, et

’ﬁg&| = /7+,g0 + /77750 = (b4 + /7*)50 = ’mso
Noter que |ji|(E) < |p(E)| pour tout E € ¢~(B) puisque

al(E) = o (E)+p-(E)

= p(Ene M (A) —u(Ene (B))
[l (BN~ (A) + |ul(Ene™'(B))
= |pl(E).

On déduit alors du cas de vraie mesure :

Justdud = [ 1fldug= [ 181 dng= [ 1706l du< [ 1700l di

IN
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Par conséquent, f o € LY X, A, |u|) implique f € L'(|u,|) et & nouveau d’apres le cas

vrale mesure
[ram = [ sdua= [ fduee— [ 5 dn,
Yy Y Y Y

= [1roeldn = [ 1fopldn = [ fopdu

ce qui prouve le théoreme lorsque ¢ est définie sur tout X. On peut adapter cette preuve
au cas ou ¢ est définie seulement |u|-p.p. sur X. Si ¢ est définie sur E avec |u|(E°) =0
alors on définit la fonction ¢’ : X — Y par ¢'(z) = ¢p(x)siz € Eet ¢'(zv) =yosizc € E
ou Yy € Y est quelconque. [l

11.4 Absolue continuité et singularité

Dans cette section, on fixe un espace mesuré (X,.A) et on y considere pu, v deux mesures
signées.

Définition 11.9 (Absolue continuité and co)

— On dit que v est absolument continue par rapport a p, vraie mesure, et on note
p <L v, si u(A) =0 implique v(A) = 0.

— Si p est signée, on définit encore v <K p par v < |u].

— On dit que p et v sont équivalentes, et on note u ~ v, si elles sont mutuellement
absolument continues, ie. v < p et u <K v.

— On dit que p et v sont singulieres, et on note u L v, s’il existe A € A tel que
||(A) = 0 et |[v|(A°) =0 (ie. les supports des mesures sont disjoints, cf. Déf 1.24).

Les notions d’absolue continuité et de singularité par rapport a une meéme mesure sont
orthogonales car :

Proposition 11.10 Soit p, v deux mesures telles v < p et v L p, alors v = 0.

Démonstration : En effet il existe A € A tel que p(A) = 0 et v(A°) = 0. Mais alors pour
E € A quelconque, on a v(E) = v(ENA)+v(EN A qui est nul car ENA C A donc
w(ENA) =0, exigeant v(E N A) =0 par v < pu, puis EN A° C A° avec v(A°) = 0 donc
V(BN A°) = 0. O

Proposition 11.11 Soit p, v des vraies mesures. On a v < pu si et seulement si pour tout
e >0, il existe 6 > 0 tel que p(A) < 6 implique v(A) < e.

Démonstration : La condition est suffisante car si p(A) = 0, elle donne v(A) < € pour
tout € > 0 qu’on peut faire tendre vers 0, ce qui donne v(A) =0 et donc v < p.
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La condition est nécessaire puisque si elle est en défaut, il existe € > 0 et pour chaque
n > 1, il existe A, € A avec u(A,) < 1/n* et v(A4,) > . On considere alors A =
limsup,,_, ;o0 An = o1 Upysim An- Pour tout m > 1, on a p(A4) < Y o (1/n?), ce qui
exige p(A) = 0. Puis par convergence monotone des mesures, on a -

v(A) = ml_i}rJr:@u( U An> >
n>m

puisque 5, An D A avec v(A,,) > . L’ensemble mesurable A contredit alors la défi-
nition de v < p (Déf. 11.9). d

Un exemple de mesure v absolument continue par rapport a p est fourni par (11.2) en
Section 11.3 avec

v(A) = /Af du, A€ A, (11.4)

lorsque fT € LY (X, A, u) ou f~ € LY(X, A, p1). Le théoreme de Radon-Nikodym (Th. 11.16
ci-dessous) montre que les mesures v absolument continues par rapport a p sont en fait
exactement celles-ci quand p, v sont o-finies.

Proposition 11.12 Soit pu, v deuz mesures signées sur (X, A). On a équivalence entre
(1) v<p,

(2) vy < petv_ < p,

(3) vl < |l

Démonstration : Pour voir que (1) implique (2), on considere £ € A avec |u|(E) =0
et X = AU B une décomposition de Hahn de X par rapport a v. Comme |u| est une
(vraie) mesure |u|(E) = 0 implique |p[(E N A) = |p|/(E N B) = 0. Comme v < u, on a
vIENA) =v(ENB) =0 et donc vy (E) = v_(F) = 0 (voir la définition (11.1) de la
décomposition de Jordan de v). On en déduit v, < pet v < p et |v| < p. Le point
(2) implique facilement (3) puisque |V|(E) = vi(E) + v_(E) = 0 lorsque |u|(E) = 0.
Finalement, lorsque (3) est vrai, soit £ € A tel que |u|(E) = 0. Le point (3) implique
V[(E) = v (E) +v_(F)=0et donc |v(E)| < |v|(E) =0, c’est a dire (1). O

D’apres la Prop. 11.12, on a v < p si et seulement si |v| < |p|. On a aussi v ~ pu si et
seulement si |v| ~ |p].

Exemple 11.13 Sur (R, B(R)), la mesure de référence est la mesure de Lebesgue A. On
considére fréquemment sur (R, B(R)) des mesures absolument continues par rapport a A.
Par exemple, lorsque ce sont des mesures de probabilités, il s’agit de lois a densité. Si sur
(R,B(R)), on a 1 < A alors nécessairement p n’a pas d’atome mais attention ne pas avoir
d’atome est loin d’étre suffisant pour avoir ’absolue continuité.
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11.5 Théoreme de Radon-Nikodym

Les théoremes de Lebesgue (Th. 11.15) et de Radon-Nikodym (Th. 11.16) assurent que,

étant donnée une mesure p o-finie, une mesure signée o-finie peut s’écrire comme la somme
de deux mesures signées, I'une absolument continué par rapport a p et 'autre singuliere
par rapport a p.
On commence par prouver le résultat pour des mesures finies (Lemme 11.14) avant de
considérer le cas général de mesures o-finies et signées (Théoremes 11.15 et 11.16). Le
théoreme de Radon-Nikodym trouve une place essentielle en probabilités pour définir les
variables aléatoires a densité (voir [JCB-probal) ou la notion d’espérance conditionnelle.

Lemme 11.14 (Décomposition de Lebesgue) Soit (X, A, 1) un espace mesuré fini et
v une mesure finie sur A. Alors, il existe deur mesures finies uniquement déterminées vy
et vy sur A telles que

vV=uv1+1e, 1 <KLu, Vo Ll pu.

De plus, il existe une fonction f p-intégrable, positive, p.p. unique, telle que
ul(A):/fdM, Ac A
A

Démonstration : Unicité : Si vy + vy = v3 + vy alors v; — 3 = vy — 1y est a la fois
absolument continue par rapport a p (car vy, v5 le sont) et singuliere par rapport a p (car
Vo, V4 le sont), ce qui exige sa nullité (Prop. 11.10). On a donc vy = v3 et vy = vy.

De plus, si v1(A) = [, f dp = [, g dpalors en choisissant A = {f > g}, ona [,(f—g) du =
0 ce qui exige u(A) = 0. De méme u(f < g) =0 et donc f =g p-p.p.

Existence de vy, 15 et f : On note K la famille des fonctions f mesurables positives sur
X telles que

/ fdu<wv(A), pourtout A€ A.
A

L’idée de la preuve consiste & trouver f € K qui maximise [ fdu de fagon & "extraire”
autant que possible u de v par [ fdu. On espére alors que le reste vy = v — 1y sera singulier
par rapport a .

On remarque que K est non vide car il contient la fonction nulle. On note v = sup ( S fdu:

fe IC) et on considere (f,)n>1 une suite de K telle que [ f, dpu 7 ov.

On pose g,(x) = max(fi(z),..., fa(z)) > 0. Pour A € Aet n > 1, A se décompose en
Ui, 4i ot les A; sont mesurables disjoints et tels que g,(x) = fi(z) pour z € A; : en effet,
prendre Ay = {x € A: g,(x) = fi(z)} puis Ay = {z € A: g,(x) = fo(x)} \ A1, etc. Ainsi

/Agnduzg/Aignduzg/&fﬁdﬂﬁgV(Ai)ZV(A)
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ce qui assure g, € K. Comme (g,,),>1 est une suite croissante, sa limite f(x) = lim,_, o gn(2)
est bien définie en tout z € X et par convergence monotone (Th. 4.7), on a

[ #du=tim_ [ g, du<oa),
A n—-+oo A

et donc f € K. Puis comme

[ fan=tw [ gdu= i [ fodn=a
X n—-+o0o X n—-+00 X

on a fX f dp = . On pose alors pour tout A € A :

r(A) = /Af di et (A =v(A) —1n(A).

Alors vy est clairement une mesure avec f > 0, f € LY(X, A, p) et vy < p, cf. (11.4).
Puis vy est finie, o-additive avec 15(A) > 0 pour tout A € A puisque f € K assure
vi(A) = [, fdp < v(A). Ainsi v, est une mesure finie et il reste & justifier la singularité
vy L p.

Pour cela, on considére la mesure (signée) A\, = vy — %,u, n>1, et on pose X = E, UF,,
décomposition de Hahn de X pour A, (A, est positive, A, p, est négative, cf. Th. 11.3).
On pose h, = f + %1E alors pour tout A € A, on a

/Ahn dpu = /Af dp + %M(En NA)=v(A) —wn(A)+ %M(En NA)
= v(A) —n(ANEF,) —M(E,NA) <v(4)

puisque v, est une mesure et A, g, est positive. Ainsi h, € K et

1 1
oz [ hodu= [ fdus (B =t Lu(E)
X b'e n n

ce qui exige p(E,) = 0. Si E = {J,5, B, alors p(E£) = 0. Comme E° C E; = F,, on
a A (E®) < 0 et donc vo(E®) < Lpu(E®) pour tous les n > 1. Comme g est finie, il suit
vo(E°) = 0= p(FE), ce qui établit 5 L p et acheve la preuve du Lemme 11.14. O

On énonce maintenant le résultat sous sa forme générale :

Théoréme 11.15 (Décomposition de Lebesgue) Soit (X, A, 1) un espace mesuré o-
fini et v une mesure signée o-finie sur A. Alors, il existe deux mesures o-finies, uniquement
déterminées, vy et vy sur A telles que

vV =1 + Vs, v L U, VQJ_,u.

De plus, si v est une (vraie) mesure alors vy et vy en sont aussi. La décomposition v =
vy + v S’appelle la décomposition de Lebesgque de v par rapport a .
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Démonstration : (A) On montre d’abord Iexistence de vy et de vy lorsque p et v sont
toutes les deux de vraies mesures o-finies. Pour cela on écrit X =, -, X,, avec X,, € A
disjoints et 0 < u(X,) < +oo et 0 < v(X,,) < +00 et on pose pour chaque n > 1 :

p™M(A) = wAnX,), WA =vAnX,), AcA
Comme 1™, (™ sont finies, le Lemme 11.14 s’applique et donne les décompositions
p( = VYL) + l/én) avec VYL) < u(”), l/én) 1 u(”).

On définit maintenant les fonctions d’ensembles v, v par

n(A) =Y (A), m(A) =Y uA), AcA

n>1 n>1

On av=wv; + 1y car

v(A) = DA =" (1V(A) + 15 (A))

n>1 n>1
= 2wl A+ Y ow ()
n>1 n>1

= 1i(A) + 1n(A).

On montre maintenant que v, et v, sont des mesures o-finies : pour la o-additivité, si
A =J,>, An est une union disjointe alors

n(A) =D (A =D D> M (A) =3 (A =D n(A)

n>1 n>1 k>1 k>1 n>1 k>1

en échangeant des sommations de termes positifs (théoreme de Fubini-Tonelli, Th. 8.10,
pour la mesure de comptage sur N). Pour la o-finitude : comme X = J,,-; X,,, on a

n(X) =Y ™(X,) < D VMX,) = v(X,) < +oo.

m>1 m>1

On fait de méme pour vs.

Pour montrer que v; < p, on fixe A € A avec ju(A) = 0. Alors u™(A) = (AN X,) =0
et comme VYL) < pu™, on a z/fn)(A) =0 et il vient 11(A) =3, o, v (A) =0, soit v; < pu.

On termine la preuve (lorsque v est positive) en montrant que v, L u. Pour cela, comme
pour n > 1, on a Vén) L ™ il existe B, € A tel que p™(E,) =0 et v™(ES) = 0. On
note alors F,, = E, N X, et F' = J,~, F. Les ensembles F,, sont disjoints (car les X, le
sont) et -

p(F) = p(F)=> p"(E,) =0,

n>1 n>1
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tandis que v™(X¢) = v(X,, N X¢) = 0 et donc l/én)(Xc) = 0. Comme F$ = E° U X¢, il

vient Vén)(Fc) = 0. On a alors

n
w(F) =D " (F) <Y w(F) =0
n>1 n>1

puisque F'¢ C F¢. Ainsi u(F) = 0 = v»(F*°), prouvant vy L p.
(B) 1l reste a traiter le cas de v mesure signée. Sa décomposition de Jordan (Th. 11.4)
s’écrit ¥ = v, — v_ ol au moins une des deux mesures v, v_ est finie et I'autre o-finie.
D’apres la partie du théoreme déja prouvée dans le cas de (vraies) mesures o-finies, on
peut écrire

Vi =Vii+Vep avec vy <, Vio Lp,

Vo =V_j1+V_9 avecv_j; <KW, Voo L .
Par exemple, si v_ est finie alors v_; et v_ le sont aussi et
v=(pa—voa)t+(Wia—vop) =1+

avec vy = vy —V_1 K ptet vy = vy 9—v_o L p. La décomposition de Lebesgue en découle
donc lorsque v est o-finie signée.
(C) Enfin pour voir I'unicité, on suppose d’abord que v est une vraie mesure o-finie et
qu’on a deux décomposition de Lebesgue

V=1 +Vy =13+ 1y (11.5)
ol vy,v3 K et vy, vy L u. Comme p et v sont des vraies mesures o-finies, on peut écrire
X = U,»; X avec des ensembles mesurables X,, disjoints de mesures p(X,) et v(X,)

finies. Pour chaque n > 1, on définit alors u(™ et Vi(n), 1=1,2,3,4 par

(A = wWANX,), v"(A)=u(ANnX,), AcA

)

On a alors
o 1, D A L)
L’unicité du Lemme 11.14 assure alors ™ = v{" et X" = v{™ pour chaque n > 1 et il
vient alors
n>1 n>1

Il suit v5 = vy de (11.5). On a obtenu 'unicité lorsque v est une vraie mesure o-finie.

(D) Pour conclure, on considere le cas de v mesure signée o-finie avec deux décompositions
de Lebesgue vy + 15 = v3 + v4. Les décompositions de Jordan (11.1) des mesures signées v;
assurent

A A N e S Z it Ja

—_— = Y= Y=

=1 =V9 =v3 =V
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avec vy, vy, vg vy < p (Prop. 11.12) et v, vy , v}, vy Ly (puisque les supports de vy, vy
restent inclus dans celui de vy et ceux de v}, v, dans celui de v4). On a donc
e A o o S e S U
—_— = Y= Y=
<Lp 1 <L Lu

L’unicité dans la décomposition de Lebesgue, déja obtenue pour les mesures positives en
(C), assure alors

vty =y = -y =vi -y = v =,
A e I e e e s = e/}
ce qui acheve la preuve du Th. 11.15. O

Théoréme 11.16 (Radon-Nikodym) Soit (X, A, i) un espace o-fini avec v une mesure
signée o-finie sur A. St v < u alors il existe une fonction f sur X, presque surement
unique, a valeurs finies telle que pour tout A € A :

V(A) = /A f du.

La fonction f s’appelle la densité de v par rapport a i, elle est p-intégrable si et seulement
si v est finie. En général, au moins une des deux fonctions f*, f~ est u-intégrable et cela
arrive lorsque vy ou v_ est finie. St v est une vraie mesure alors f est positive.

Démonstration : L’existence de f vient du Lemme 11.14 lorsque pu, v sont finies et posi-
tives. En effet, d’apres I'unicité de la décomposition de Lebesgue en v = 1y + 15 = v + 0,
on doit avoir v = 1y et donc v(A) = 11(A) = [, f du (Lemme 11.14). De plus, f prend des
valeurs finies et est p-intégrable car [ f du = v(X) < 4o0.

On suppose maintenant que j, v sont des (vraies) mesures o-finies. Comme dans les preuves
précédentes, on écrit X = |J,-; X, avec des ensembles mesurables X,, € A disjoints tels
que p(X,) < 400 et v(X,) < 400 et on pose a nouveau

p™M(A) = u(ANX,), (A =v(ANX,).

Comme p™ et v™ sont des mesures finies sur A avec v(™ < u(™ par la premiere partie
de cette présente preuve, on a 1™ (A) = NS du™, n > 1, pour tout A € A et pour une
fonction f,, positive a valeurs finies. Alors

V(AN X,) =v"(4) = /1Afn dp™) = / Lafn dp = / Lx, fo dp.
n A
Par le théoreme de convergence monotone (Th. 4.7), on a

V(A):Zy(Aan):Z/Au"fn dM:/A<Z1ann) du:AfdM,

n>1 n>1 n>1
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en posant f = > ., 1x, f,. La fonction f est mesurable positive avec des valeurs finies
(les f, le sont et les X, sont disjoints si bien que f(z) = f,(z) lorsque z € X,,). On a donc
prouvé l'existence de f lorsque u, v sont des mesures o-finies.

Quand la mesure v est seulement signée, on dispose de sa décomposition de Jordan v =
vy —v_ ((11.1) dans Th. 11.4) avec au moins une des deux mesures v, , v_ finie et 'autre o-
finie. D’aprés le cas précédent de la preuve (vraies mesures o-finies), on a vy (A) = [, fy du
et v_(A) = [, f- du, A € A, pour des fonctions fy, f_ positives et & valeurs finies et dont
I'une au moins est p-intégrable. La décomposition de Hahn (Th. 11.3) de X pour v en
X = EUF avec v (F) = 0 et v_(F) = 0 montre qu'on peut prendre f; = 0 sur F et
f- = 0sur E. Ainsi, clairement v(A) = [, f du pour tout A € Aou f = f, — f_ (o
f+, f— sont les parties positives et négatives de f) a toutes les propriétés requises pour le
théoreme, ce qui prouve 'existence de f.

Pour montrer la (presque stre) unicité de f, on considére g une autre fonction avec les
mémes propriétés. On écrit X =, -, X, avec des ensembles mesurables X,, € A disjoints
et de mesure u(X,),v(X,) finies. Alors pour tout n > 1,

I/(n)(A):I/(AﬂXn):/flxn d,u:/glxn dp, Aec A
A A

Comme ™ est une mesure signée finie, f1y, et gly, sont p-intégrables et flx, = glx,
p.p. pour chaque n > 1 (méme argument que pour I'unicité dans le Lemme 11.14 en page
133). On en déduit f = g p.p. sur X et la fonction f est donc presque siurement unique. [

La décomposition de Lebesgue (Th. 11.15) et le théoreme de Radon-Nikodym (Th. 11.16)
peuvent étre combinés en un énoncé unique comme ci-dessous :

Théoreme 11.17 Soit (X, A, p) un espace mesuré o-fini et v une mesure signée o-finie
sur A. Alors il existe deux mesures vy, vy uniquement déterminées telles que

V=v1+1e, 1 <LKU, Vo L

et une fonction f, presque siirement unique, mesurable, a valeurs finies telle que f ou f~
est p-intégrable et pour tout A€ A : 1 (A) = [, f dp.
Ainsi pour un certain Ay € A avec (Ag) =0, on a pour A € A

V(A):/Afdﬂ+V2(AﬂA0):[4fdﬂ+V<Aon)

puisque p(Ap) = 0 implique v1(AN Ag) = 0. La fonction [ est p-intégrable si et seulement
si vy est finie. On a v < p si et seulement si v(Ag) = 0. De plus, si v est une mesure alors
v, vy et f sont positives.

Noter pour finir que les théorémes de Lebesgue (Th. 11.15) et de Radon-Nikodym (Th. 11.16)
peuvent étre en défaut sans la condition de o-finitude (pour des contre-exemples, voir
[LCP)).
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