Chapitre 4

Produit d’espaces mesurés
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4.1 Produit d’espaces mesurables

Définition 4.1.1 (Tribu produit)

Soient (X, M) et (Y,N) deux espaces mesurables. Un sous ensemble de X XY de la forme
A x B avec A € M et B € N sera appelé un rectangle mesurable.

On désignera par M QN la tribu sur X x Y engendrée par les rectangles mesurables,
c’est-a-dire.

MOIN=0(MxN)=c({AxB:Aec M, BeN})

Proposition 4.1.2 La tribu M @ N est la plus petite tribu sur X xY qui rende mesurable

les deux projections canoniques

T (X XY MRQN)— (X, M), m(x,y) ==z
T (X XY, M@N) — (V\N), ma(z,y) =y

Démonstration. 7, et m5 sont mesurable car pour tout A € M et B € N on a
i A) ={(z,y) EX XY :z €A} =AXxY EMRN

et aussi T, (B) =X xBEMaN.
Soit A une tribu sur X x Y qui rende

Ty - (X X Y7A) - (XaM)v 7T1(-T,y) =
Tyt (X x YV, A) — (Y, N), ma(z,y) =y

mesurables. Pour tout A € M et B € N,
AxB=AxY)N(XxB)=m(A)nm (B)e A
ce qui signifier que M X N C Adonc MRN C A. =

Exercice corrigé 4.1.3 On veuz montrer que B(R*) = B(R) ® B(R)

1) Montrer que tout ouvert de R? est réunion dénombrable de produits d’intervalles ouverts
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de R. En déduire que B(R*) C B(R) ® B(R).

2) Soient A un owvert de R et Mi={B € B(R): Ax B € B(RQ)}. Montrer que M; est
une tribu sur R contenant les ouverts de R. En déduire que My = B(R).

3) Soient B un owvert de R et Ma={A € B(R): Ax B¢ B(RQ)}. Montrer que My =
B(R).

4) Montrer que B(R) ® B(R) C B(R?) (et donc B(R®) = B(R) ® B(R)).

Démonstration. 1) Soit O un ouvert de R?. Pour tout (z1,z3) € O, il existe r > 0 tel
que

|z — 7z + r[x]ze — r,xe + 7[C O

Comme Q est dense dans R, on peut trouver y; € QN]zy — 7, 21], 21 € QN]y, 21 + 7,
y2 € QNag — 7, xa[ et 29 € QN]z2, 29 + 7. On a donc (z1,x2) €ly1, 21[X]y2, 22]C O. On
note alors

I = {(91721,92,22) € Q" :Jy1, z1[X]ya, 22[C O}

Pour tout (z1,x2) € O, il existe donc (y1, 21, Y2, 22) tel que (z1,x2) €]y1, 21[X]ya, 22[. On
en déduit que

0= U Jy1, 21[X]y2, 22|

(y1,21,y2,22)€l

Comme [ est dénombrable (car Q%est dénombrable), on en déduit que O € B(R) @ B(R).
On a ainsi montré que la tribu B(R) ® B(R) contenant tous les ouverts de R?, et donc
contenant la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est- a-dire B(R?)). Donc B(R?) C
B(R) ® B(R).

2) ¢ € My car ¢ = A x ¢ € B(R?).

On montre que M, est stable par passage au complémentaire. Soit B € M, on a donc
B¢ e B(R) et Ax B°=Ax (R\B) = (A xR)\(A x B). L’ensemble A x R est un ouvert
de R?, car A et R sont des ouverts de R, on a donc A x R €B (RQ). D’autre part, puisque
B e Mj on a (A x B) € B(R*). Donc, A x B¢ € B(R?). Ce qui prouve que B¢ € M.

La famille M; est stable par union dénombrable. En effet, si (B,,), une suite dans M,
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ona A X <U Bn> = U (A x B,) € B(R?) car A x B, € B(R?) pour tout n > 1. On a
donc montrg:oiue My egilune tribu.

Soit # un ouvert de R, donc 6 € B(R). Comme A x 6 est un ouvert de R?, on a A x 6 €
B(R?). Ce qui donne 6 € M.

M est une tribu contenant les ouverts de R, donc B(R) C M,. En fin, M; = B(R).

3) On utilise la méme méthode que pour la question précédente pour montrer que My est
une tribu sur R contenant les ouverts de R et par conséquent on a My = B(R).

4) Les deux questions précédentes affirment que si A, B € B(R) alors A x B € B(R?). On
a donc B(R) x B(R) ¢ B(R?). On en déduit

B(R) ® B(R) = o (B(R) x B(R)) C B(R?)
Et donc, (avec la question 1) on a finalement B(R) ® B(R) = B(R?). =

Proposition 4.1.4 Soient (X, M), (Y1,N1) et (Ya,N2) trois espaces mesurables et soit
l’application

f=ff2) s (X, M) — (Y1 x Yo, Mi®N).

Alors f est mesurable si et seulement si f1,: (X, M) — (Y1, N1) et fo,: (X, M) —
(Ya, N2) sont mesurable.

Démonstration. Si f est mesurable, alors f; = w10 f et fo =m0 f le sont aussi comme
composition de fonctions mesurables (voir Théoreme 2.3.4). Inversement, si f; et fo sont

mesurables, alors pour tout 4; € N et Ay, € A, on a
F7HAL X Ag) = i (A) N 31 (Ag) e M
Donc puisque N1@N3 = 0(N;xN3) et d’aprés la Proposition 2.3.1, f est mesurable. m

Définition 4.1.5 (Les sections)
Pour toute partie E de X XY et tout v € X, on pose

E.,={yeY:(z,y) € £}
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On dit que E, est la section de FE selon x € X. De maniére analogue, on définit la section

de E selony €Y par
E,={reX:(z,y) € £}
Par exemple, si E=Ax Bou AC X et BCY, pour tout x € X on a

psix ¢ A
Bsizxe A

E,=

Définition 4.1.6 Soit l'application f : X XY — Z. Pourx € X ety € Y, on définit

les applications partielles f, : Y — Z et f, : X — Z par

f(y) = fx,y) et fy(x) = f(z,y)

Une propriété importante de la tribu produit M ® N est d’assurer la mesurabilité des

sections et les applications partielles. Plus précisément, on a

Proposition 4.1.7 Soient (X, M) et (Y,N) deux espaces mesurables.

(i) Si E € M®N, alors pour toutv € X ety €Y ona E, € N et E, € M.

(ii) Si Uapplication f : (X XY, M @ N') — (R, B(R)) est mesurable, alors les applications
partielles f. : (Y,N) — (R, B(R)) et f, : (X, M) — (R, B(R)) sont mesurables.

Démonstration. Posons
A={EC X xY :E, € N pour tout x € X}

Comme (X xY), =Y € N pour tout € X, ona X xY € A Si E € A, alors pour
tout z € X on a (E°), = (E,)° € N et par conséquent £° € A. En fin, soit (E,),., une
suite d’éléments de A, pour tout z € X on a

(DO En> = DO(EH)I eN,

n=1 n=1
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+00
et par conséquent U E, € A. On a ainsi montré que A est une tribu sur X x Y. En outre,

n=1
siAe Met BeN, alors pour tout z € X,

psizg A
Bsize A

(AXB)m:

de sorte que A x B € A. Comme M ® N est la plus petite tribu sur X x Y contenant
les rectangles mesurables, on en déduit que M ® N' C A, ce qui démontre (i).

(ii) Soit @ € R. Comme f : (X xY, M @ N') — (R, B(R)) est mesurable, on a f~(]a, +o0[) €
M @ N. Pour tout z € X, on a en vertu de (i)

f(a, +oof) = (f*(Ja, +oa[)), € N,

et par conséquent f, : (Y, N) — (R, B(R)) est mesurable. m

4.2 Mesure produit

On veut maintenant construire une mesure sur ’espace produit X x Y ou X et Y sont

des espaces mesurés.

Théoréme 4.2.1 [7]
Soient (X, M, u) et (Y,N,v) deuz espaces mesurés o-finis.

(i) Il existe une unique mesure positive, notée p ® v, sur la tribu M @ N qui vérifier
V(A x B)=u(A).v(B) (4.1)

quels que soient A€ M et Be N.
(ii) Pour tout E € M @ N, les fonctions

(X, M) — [0,400] et (Y,N)— [0, +o0]

r+— v(E,) y — w(Ey)
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sont mesurables de plus on a

neuB) = [ v(Bdn = [ p(E)iv (4.2

Y

Corollaire 4.2.2 Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a

/X (/YXE(:E,y)du(y)) du(z) = p@V(E) = /Y (/XXE(x,y)du(x)> dv(y)  (4.3)

pour tout E € M @ N.

Démonstration. Il est clair que pour tout (z,y) € X X Y on a x5, = xp = Xp, et par

définition de l'intégrale on a

WE) = [ xpdv et w(E,) = [ xp,du
Y X

Alors d’apreés (4.2) on a

p@v(E) = /XV(Ex)duz /X ([/XE(x7y)dV(y)> dp()

et

wone) = [ e = [ ([ xetaiu) ) avi,

Remarques 4.2.3 1) L’hypothése de o-finitude est nécessaire. En effet, soit (X, M) =
(Y,N) = (R,B(R)), u = X\ est la mesure de Lebesgue et v la mesure de comptage (v est
non o-finie d’apreés I'Exemple 1.3.8). Soit E = {(z,y) e R? : z =y} € M N = B(R?).
Pour toutx € X etyeY onav(E,) =1 et AN(E,) =0. Or

oo — /RV(E,E)CM 4 /R/\(Ey)du ~0

2) La mesure produit p ® v est o-finie sur (X, M @ N). En effet, comme les espaces
(X, M, u) et (Y,N,v) sont o-finis, il existent (E,), C M et (G,), C N tels que X =
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+oo +o0
U E, etY = U Gn avec u(E,) < oo et v(G,) < oo pour tout n € N*. Pour tout

n=1 n=1
n,m > 1, on pose F, ,,, = E, X G,,,, de sorte que

+o0o
XxY = U Fom et p@v(F,m) = uwE,)v(G,) < oo,

n,m>1

pour tout n,m > 1. Comme N? est dénombrable, on en déduit que u @ v est o-finie.

Exercice corrigé 4.2.4 (Ezemple de mesure produit)
Soient u et v deux mesures o-finies, non nulles, sur (R, B(R)) tel que up @ v(A°) =0 ou
A ={(z,x) : x € R} C R% Montrer qu’il existe a, o, 3 € R tels que

w=ad, et v=_[0,,
ot 0, est la mesure de Dirac en a.

Démonstration. On remarque d’abord que A° est un ouvert de R? donc A¢ € B(R?).
De plus on a (A°), = (A,)¢ = {2}, alors par les hypothéses et Théoréme 4.2.1 on a
pe (&%) = [ vi{a)dn =0,
R
on déduit donc que v({z}°) = 0, pour u-presque par tout z € R. Comme pu(R) # 0, il
existe donc a € R tel que v({a}‘) = 0. Ceci donne que v = @, avec a = v({a}). Comme
v#0onaa>D0.

D’autre fois, grace a le Théoréme 4.2.1 on a

1 ® U(A°) = / u({z})dv = 0

Comme v = ad,, on a donc p & v(A®) = ap({a}) = 0 on déduit donc p = (30, avec
B = p({a}). En fin, comme p#0onaf>0. m
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4.3 Théorémes de Fubini et conséquences

Ces théorémes relient 'intégrale sur la mesure produit et les intégrales itérées.

Théoréme 4.3.1 (Fubini-Tonelli)
Soient (X, M, ) et (Y,N,v) deux espaces mesurés o-finis et soit f : (X XY, M QN) —
[0, +00] une fonction mesurable positive. Alors

i) Les fonctions
(X, M) — [0,+0c] et (Y,N)— [0, +o0]
o [tepit) v [ i

sont mesurables.

i1) On a les égalités suivantes

[ gy = [ ([ i) duw »

= [ ([ st manto) ) avt) € 0.+

Démonstration. Pour f = yp, avec E € M ® N, les conclusions de i) et ii) ont été
établies en ii) dans le Théoréeme 4.2.1 et le Corollaire 4.2.2. Pour f : X x Y — [0, +o0]
étagée mesurable, les résultats restent vrai par linéarité. Finalement, si f : X XY —
[0, +00] mesurable, alors par la Proposition 2.3.11 il existe une suite croissante ( f,,),>1 de

fonctions étagées positives telles que

lim f.(z,y) = f(z,y), pour tout (v,y) € X x Y.

n—-+o0o

Par le Théoréme 3.2.4 de la convergence monotone on a

/Xf(x,y)du(fr)z lim /an(:my)du(x),

n—-+o0o

pour tout y € Y. Donc la fonction y —— / f(z,y)du(x) est mesurable comme la limite
X
simple d’une suite de fonctions mesurables (voir Proposition 2.3.10). Par le méme raison-

nement, on voit que la fonction z —— / f(z,y)dv(y) est mesurable.
Y
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Les égalités (4.4) est vraie pour les fonctions f, donc pour f par passage a la limite
croissante en appliquant deux fois le Théoréme 3.2.4 de la convergence monotone. m

On passe maintenant au cas de fonctions réelles ou complexes.

Théoréme 4.3.2 [16](Fubini-Lebesgue)

Soient (X, M, p) et (Y,N,v) deuz espaces mesurés o-finis et soit f : (X xY,MQN) —
R ou C une fonction intégrable, c-a-d f € LY (u @ v). Alors

1) fr € LY(v) pour p-presque partout x € X et f, € LY (1) pour v-presque partout y € Y.

2) La fonction x —— /f(x,y)du(y) est dans L' (i) et la fonction y — /f(:v,y)du(a:)
Y X
est dans L' (v).

3) On a les égalités suivantes

Xfod(lu@ /(/fxyd” ) /(/ffcydu ) v(y). (4.5)

Remarque 4.3.3 Il existe des fonctions f : (X X Y, M @ N') — R pour lesquelles les

intégrales superposées

/(/fxyd” ) /(/fﬂfydu ) v(y) (4.6)

ont un sens, mais qui ne sont pas intégrables (c-a-d f ¢ L'(u @ v)) comme le montre

lexercice suivant

Exercice corrigé 4.3.4 Considérons, sur le produit |0, 1[x]0, 1] muni de la mesure pro-

duit des mesures A de Lebesgue sur ]0,1[, la fonction [ définie par

22— P
T,Y) = ——"7
f(z,y) (2 + y2)2
Montrer que les intégrales (4.6) existent mais [ ¢ LY (A ® N).

Démonstration. Pour 0 <z <1 on a

1 1 1 y=1 1
Y 1 T
dy | dx = o dr = dr = —.
/0 </0 fl@9) y) ! /0 [w2+y2L20 ’ /01+x2 T
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On vérifier de méme que

/01 (/Olf(x,y)dx) dy = _g

En effet, f ¢ LY(A® \) car
1 x 1 y=x 1
y y 1
frdydr = / </ —dy) dr = / [—] dr = | —dzr = 4o00.
g o \Jo (a2 +42)° o L2?+9y%], 0 2%

La forme la plus courante du Théoréme de Fubini est la suivante

Théoréme 4.3.5 Soit f: (X x Y, M QN) — C. Sil’un des trois nombres

| intawsn. [ ([ in1epam)ae. [ ([ ienao) o)

(4.7)

est fini, alors il en est de méme pour les deux autres. De plus on a les égalités (4.5).

Démonstration. D’aprés le Théoréme 4.3.1 de Fubini-Tonelli, les trois nombres (4.7)
sont égaux. Donc si I'un est fini, f € £L1(u ® v) et le Théoréme 4.3.2 de Fubini-Lebesgue

donne la conclusion. m
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4.4 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1
Soit 'espace mesuré (X, M, u) avec X = {a,b,c} , M ={¢,{a},{b,c} , X} et p: M —[0,+00]
est définie par
w(@) = p({a}) =0 et p(X) =pn({b,c}) =1

1) Vérifier que la mesure p compléte et o-finie
2) Dans (X x X, M ® M, u ® ), calculer p ® pu({a} x {b,c}) et déterminer la section
({a} x {b}).?
Est-ce-que {a} x {b} € M @ M?
3) Déduire que la mesure produit x ® p n’est pas compléte.
Exercice 4.2
Soient (X, M, u), (Y, N,v) deux espaces mesurés o-finis et A € M ® N négligeable par
la mesure produit p® v. Si A, est la section de A en z € X, montrer que v(A,) = 0 pour
p-presque par tout x € X.
Exercice 4.3
Soient (X, M, 1) espace mesuré o-fini et f : (X, M) — (R, B(R)) une application me-
surable telle que ;g)f{f(x) =a € R. On pose Q@ = {(z,y) e ExR:a<y< f(x)} et
I'={(z,y) € X xR:y= f(x)} (graphe de f).
Utiliser I'application ¢ : X x R — R définie par ¢(z,y) = f(x) — y pour montrer que :

1) Q,T' e M®B(R)

2) p @ AQ) = [ (f —a)dp ou X est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)).

) uAI)=0
Exercice 4.4
1) On considére 'espace mesuré (N, P(N), 1) ou p est la mesure de comptage sur N.

a) Montrer que si g : (N, P(N), u) — (N, P(N), ) est une fonction mesurable, alors

/N gdp = iog(n)
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b) On définit la fonction f : (N?, P(N) ® P(N), u®u) — (N, P(N), 1) par

1,sim=n
f(m,n) = —1,sim=n+1

0, sinon

[ ([ stmmyinton) )ty e [ ( [ stmmpntn) ) i

Déduire que la fonction f n’est pas intégrable sur N2,

Calculer

Exercice 4.5
Soient (X, M, p) un espace mesuré o-fini et f : (X, M, ) — ([0, 4o0c[, B([0,+00[), \)

une fonction mesurable positive (A est la mesure de Lebesgue sur R). Montrer que

[ran=wen@= [ udzex: s> .

avec A= {(z,y) e X xR:0<y < f(x)}.
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