3™ année licence

Module : Mesure et intégration
Série 3
Exercice 1. Les fonctions suivantes sont-elles boréliennes (mesurables pour la tribu borélienne)
ou non ¢ '
-fi:R—=R telle que fi(z) = ?/x ?Liig
)

- fo: R—= TR telle que fo(r) = xexp(cosx).
- f3: R =R telle que f3(x) = .

Exercice 2. Soit f: E — R une fonction. Montrer que f est mesurable si et seulement si les
ensembles {x € E | f(x)>r} le sont pour tout r € Q.

Exercice 3. Soient (E, A), (F,B) et (G,C) trois espaces mesurables. Soient f : E — F mesu-
rable et g : F' — G mesurable, alors la fonction g o f est aussi mesurable.

Exercice 4. Soit f: (X, F,u) — (R,B(R)) une fonction mesurable.

1) Montrer que si (X)) # 0, alors il existe A € F avec 1(A) # 0, tel que f soit bornée sur A.
2) Montrer que si u({f # 0}) # 0, alors il existe B € F avec u(B) # 0 et m > 0 tel que
|f(z)] > m sur B.

Exercice 5. Soient f et g :(E, A) — R deuz fonction mesurables.

1- Montrer que la fonction h: (E,A) — R’ définie par h(xz) = (f(z), g(x)) est mesurable.
2- En déduire que les fonctions (f +g), af, f.g, sup{f, g}, inf{f, g} sont mesurables.

Exercice 6. «  Soit f :(E, A) — R, mesurable. Montrer que f est une limite d'une suite
{fn},>1 croissante de fonctions mesurables étagées et positives.
Indication : on pose

I L )
fulm) = K2 i S f@) <gmm etk=01---,n2" -1
n : f(x) > n.
Exercice 7.  Montrer que toute fonction croissante de R dans R est borélienne. (Indica-

tion : Montrer dans ce cas qu’en tout point de discontinuité les limites a gauche et a droite
sont finies.)



Résolution

Rappels. (voir le chapitre 2 du cours)

o f:(X,A) — (Y,B) mesurable “vypes, fYB) e A

e | est une fonction borélienne | f R — R est mesurable par rapport a la tribu borélienne
B(R).

e Si f est continue alors f est mesurable.

e La fonction indicatrice qu’on note par 15 est mesurable < A est mesurable.

1 1
Exercice 1. — On peut écrire fi(x) = —Ijo yoo[(z) +0.L)— oo g (). Comme x — — est continue
T

sur R*, donc mesurable sur R et comme ]0,+o0[ et | — 00,0] € B(R) alors lgurs fonctions
indicatrices sont mesurables. Par conséquent fi est mesurable sur R.

— fo = xexp(cos(x)) est continue sur R = fy est mesurable (borélienne).

— Comme Q est dénombrable alors Q € B(R), ainsi f3 =1y est borélienne.

Exercice 2.

=) Supposons f : (E,A) — (R,B(R)) mesurable, alors VB € B(R) on a f~}(B) €
A. Comme {x € E : f(x)>r} = f1(r,+00]) et |r,+o0l€ B(R); Vr € Q, alors
f7Y(r, +o0]) est mesurable Vr € Q.

<)  Supposons maintenant que
7 (r, +o0|) € A, pour tout r € Q (1)

et montrons que f est mesurable, i. e.

FUB®) C A 2
On pose ¥ = {]r,+o0[: 1 € Q}. Sachant que (voir Uezercice 8 de la Série 1 )
B(R) = {Jr,+oo[: re€Q} =o(%). (3)
Alors d’aprés la série 1 exercice 7 on a

o (f7E]) = fe(®)] = f BR)]. (4)
Mais o (f~1[X]) est la plus petite tribu contenant f~' [3] alors d’apreés (1) et (4) f~1 (B(R))

A c’est-a-dire f est mesurable.

Exercice 3. Supposons que f : (E,A) — (F,B) et g : (F,B) — (G,C) mesurables et
montrons que g o f : (E, A) — (G,C) est mesurable.

Soit C' € C, comme g est une fonction mesurable on a g~ *(C) € B, de méme, en utilisant la
mesurabilité de f on obtient f~'(g7(C)) € A.

Mais f~1(g71(C)) = (gonf)f1 (C), par conséquent (g o f)~1(C) € A. c’est-a-dire g o f est
mesurable.



Exercice 4. Soit f: (X, F,u) — (R, B(R)) une fonction mesurable.

1) On suppose u(X) > 0. Posons E, ={r € X : |f(z)|<n}=f"1([-n,n]) €F carf est
mesurable. On a X = J, ey En-

Commen <n+l1=E, C E,.1 = f ' ([-n,n) C f ([-(n+1),n+1]) = {En}neN est

une suite croissante et magjorée par X. Donc lim E, := |,y En = X. Alors d’aprés la
n—-—+00

n—-+00 n—-+o00

continuité monotone croissante de p on obtient : lim u (E,) = p < lim En) =u(X) <

(Ve > 0,3ng €N, tel que : Yn>ng ona |[pu(E,) — u(X)| <€) <=

(Ve > 0,3ng € N, tel que : Yn>ng ona pw(X)—e<pu(E,) < u(X)+e)
Choisissons € tel que 1(X) > €, (cela est possible car u(X) # 0), alors pour

n=nygetA=E, € F on, a0 < pu(A) < pu(X)+e.

Donc pu(A) # 0 et f est bornée par ng sur A, car par définition on a A = E,, =
{reX : |f(x)] <no}. Dou le résultat voulu.

1
2) Notons ¥n > 1, F, = {xEX cf(x)] > —}. Il est clair que F,, € F, ¥Yn > 1, car
n
1. .1
F,=f"1 (] — 09, _E[U]ﬁ’+oo[> € F, (f est mesurable.)

1 1
Donc pour xz € F,, on a : |f(z)| > — > —— >0=>zre€Fn e F,CFie{F},
n_ n 2

est une suite croissante donc elle converge et nous avons : lim F, = |J -, Fn =
n—+o0o =

{reX : |f(x)|] 40} =F = RETWM(Fn) =u(F)>0 (car p(F)+#0 par hypothése) <

(Ve > 0,3n; €N, tel que : Yn>mny; on a |[pu(F,) — w(F)| <e).
Choisissons ¢ tel que p(F) > €, donc Iny € N tel que :

0<pu(F)—e<pu(Fy) <up(F)+e.

1

Posons : B = F,, € F donc u(B) > 0 = |f(x)] > — = m,Vo € B. D’ou le résultat
n

voulu.

Exercice 5.

1- On montre que h : (E, A) — R’ définie par h(x) = (f(z),g(x)) est mesurable. Sachant
que
2

B(R") =0 ({[a,b] x [c,d], a<beR et c<deR}),

alors pour montrer que h est mesurable, il suffit de montrer que h=" ([a,b] x [c,d]) €
A pour tout a <beR et Ve<deR.

Montrant d’abord que

2

h=t([a,b] x [e,d]) = f ([a,b]) N g™ ([e,d]) € A, pour touta <b€ER et Ye<decR.



Soit z € h™! ([a,b] x [c,d]) & { A

Jys € [a,b] tel que : y1 = f(x)

Jys € [¢,d] tel que : y2 = g(x)

& (z e f([a,b) et x€g7([e.d]) & h™ ([a,0] x [e,d]) = [ ([a,0]) N g™ ([c,d]) € A
car f et g sont mesurables. D’ou le résultat voulu.

2- (a) On définit les fonctions ky, ko, ks par :

(b)

k1 :KQ — R
(z,y) +— ki(v,y) =2+y,
k’g : R2 — R
(557?/) = k2<x:y) =Ty

et o
k’gZR
T

Alors on peut écrire que
(f+9)(@) = f(z) +g(z) = k1 (f(2),9(x)) = (k1 o h)(z),

(f9)(@) = k2 (f(2), g(x)) = (k2 0 h)(x)
et
(af)(@) = ks (f(x)) = (ks o f)(=).

Les fonctions kq, ko, k3 sont continues donc boréliennes et comme f, g, h sont mesu-
rables alors on a la mesurabilité des fonctions f + g, f.g et af.

La fonction sup {f, g} : (E, A) — R. est définie par

f(x) si f(z) > g(x)

o) si f(x) < gla) — I @Ire(®) T (@) e (@):

sup {F(a), g(x)} = {

Comme {f > g} = {z € E : f(x) —g(x) 20} = (f —g) " ([0, +0c]) € A (car

f — g est mesurable et [0, +00] € B(R)) =I5, est mesurable.

{f<gt={zeE: (f—9)(x)<0}=(f—9) " ([-00,0]) € A= T;, est mesu-
rable.

Par conséquent la fonction sup{f, g} est une fonction mesurable.

De méme pour inf {f, g} = fl;<4+ gLy~  est mesurable pour les mémes raisons.

Exercice 6. Soit f : (X, A) — R, une fonction mesurable. On pose

k k k+1
ful2) :{ on St o S fla) < 2%; ke{01,..}
nosi f(z)=n



1) Montrons que f, est une fonction étagée positive ; ¥n € N. Posons

E+1
2n

k
Api = {x € X telle que g < flz) < } k=1{0,1,..,n2" — 1}

et
B, ={x € X telel que f(x)>n}.
Alors on peut écrire que :

n2"—1

k
falz) = > oA (@) + nlp, (2) > 0.
k=0
(K E+1 .
En plus, comme A,y = f o o cAetB, = f"([n,+o0[) € A(car f est mesurable),

on a la mesurabilité de la fonction f,, ,pour tout n > 0.

2) Montrons maintenant que {f,}, oy est une suite croissante <
Vee X : fulx) < furi(x); pour tout n € N.

— Sl existe un entier n tel que f(x) < n, alors

k kE+1 k
Elk‘>0:2—n§f(x)< i et dans ce cas onafn(:c):2—n.
Ce qui nous permet d’écrire que
k E+1 2k 2(k+1)
on < flx) < X <:>2n+1§f(x)<w<:>
2k 2k +1 2k1 2k +2
ﬁ S f(l') < W ou bien — +1 ~ f( ) W
2k _ 2k+1 k 1
Donc fri1(z) = il = on = fu(z) ou bien f,i1(z) = o — 2— ST > fo(x).
En conclusion si f(x) <n: fo(z) < foy(x).

- Sif(x)>nonan< f(r)<n+1 oubien f(x) >n+1
e Dans le cas ou : f(x) >n+1= fo(z)=n+1=f,(z)+1 & foii1(x) > fulx)
e Dans le cas oun < f(x) <n-+1, ,alors Ik € {0,1, ..., (n + 1)2"" — 1} tel que :

k k+1 k
Jol@) =0 < gor < @) < ThE =5 fana(@) = gy > fula).

En conclusion si f(z) >n: fu(x) < foii(z).

3) Montrons que liIf fo(z) = f(z); Vo € X.
— Supposons Vn € N: f(z) > n = f(x) = +oo. D’autre part, on a f(z) >n = f,(x) =

n c’est-a-dire lir+n fn(z) = 400 = f(x)
— Dans le cas ot Ang € N tel que : f(x) < ng, alors pour tout n > ng on a f(x) < ng < n,

donce
k+1

A

k
Vn > ng; 3k € N tel que :2—n§f(a:)<



k k 1
dans ce cas fp(x) = o dou¥n >ng: fo(z) < f(x) = o < folz) + o En passant
a la limite on obtient

Done hIJP fu(z) = f(2).
Exercice 7. Soit f : R — R une fonction croissante, montrons que f est borélienne.

1) Soit  un point de discontinuité de f. On doit montrer que : f(x 4+ 0) et f(z —0) existent
et elles sont finies, o :

f(a:~|—0):}lli§(1)f(x+h): lim f(x%—%)

n—-400
fr—0) = lm f(z+h) = tim (22
x—0)=lim f(z = lim r——.
h?O n—-+o0o n
1 1 ,
Posons : U, = f (1: + —) et Vo, =f <:c — —) ;Vn > 1. Comme [ est croissante alors
n n

f(w—%)Sf(x—nil)Sf($)§f<x+%+1)§f(x+%)-

Ainsi (Uy),~, est croissante et minorée par f(z) et (V,), >, est décroissante et majorée
par f(z) = (Uyn),~; €t (Va),>; sont convergentes = lim U, et lim V|, existent et elles

n—-+4o0o n—-+4o0o
sont finies, par conséquent f(x +0) et f(z — 0) ezistent et elles sont finies.

2) Posons A={ze€R : f(xr+0)— f(xr—0)>0}, Uensemble des points de discontinuité
de f. Montrons que A est au plus dénombrable.

1
Considérons l'ensemble A,, = {x eR/ f(z+0)— f(x—0) > —} , pour n € N*, alors
n

onaA= U A,. Montrons que A,, est au plus dénombrable ¥Yn > 1. Pour cela nous allons
n>1

raisonner par l’absurde.

Supposons qu’il existe ng > 1 tel que : A,, est non dénombrable (infini). Alors In; € N*

tel que : B = Ay, N [n1,n1 + 1] soit non dénombrable, alors

Vee B : f(m) < f(z) < flnm +1).

Comme B est non dénombrable on peut construire une suite {z,},~, C B strictement
croissante telle que :

Vn > 1, f(x1) + nﬁ < flxy, —0) < f(x, +0) < f(ng +1).
0

On a en plus, f(n) < f(w1) , alors f(n+1)= f(n) = =, doi mo (f(m +1) = f(m)) =
n, pour tout n > 1. ’



Contradiction avec le faite qu’il existe un entier n tel que ng (f(n1 + 1) — f(n1)) < n, car
d’aprés la propriété d’Archiméde on a

Vz e R,,AN e N*z < N.

Donc A est au plus dénombrable ce qui nous permet de dire que A € B(R).

3) On peut écrire que f = fla+ flae Comme A € B(R) = A° € B(R) par conséquent 14 et
I4c sont des fonctions boréliennes.

Ona fly = Zfi]IAm ot A; = {x;} et fi = f(x;), alors fl4 est mesurable.

1€N

Comme [ est continue sur A° = f.lc est aussi mesurable. Par conséquent f est boré-
lienne.

| BONNE CHANCE |




