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Série 3

Exercice 1. Les fonctions suivantes sont-elles boréliennes (mesurables pour la tribu borélienne)
ou non?

- f1 : R! R telle que f1(x) =
�
0 : si x � 0
1=x : si x > 0:

- f2 : R! R telle que f2(x) = x exp(cos x):
- f3 : R! R telle que f3(x) = IQ:

Exercice 2. Soit f : E ! R une fonction. Montrer que f est mesurable si et seulement si les
ensembles fx 2 E = f(x) > rg le sont pour tout r 2 Q:

Exercice 3. Soient (E;A); (F;B) et (G; C) trois espaces mesurables. Soient f : E ! F mesu-
rable et g : F ! G mesurable, alors la fonction g � f est aussi mesurable.

Exercice 4. Soit f : (X;F ; �)! (R;B(R)) une fonction mesurable.
1) Montrer que si �(X) 6= 0; alors il existe A 2 F avec �(A) 6= 0, tel que f soit bornée sur A:
2) Montrer que si �(ff 6= 0g) 6= 0; alors il existe B 2 F avec �(B) 6= 0 et m > 0 tel que
jf(x)j � m sur B:

Exercice 5. Soient f et g :(E;A)! R deux fonction mesurables.
1- Montrer que la fonction h : (E;A)! R2 dé�nie par h(x) = (f(x); g(x)) est mesurable:
2- En déduire que les fonctions (f + g) ; �f; f:g; sup ff; gg ; inf ff; gg sont mesurables.

Exercice 6. (�) Soit f :(E;A) ! R+ mesurable. Montrer que f est une limite d�une suite
ffngn�1 croissante de fonctions mesurables étagées et positives.
Indication : on pose

fn(x) =

(
k2�n :

k

2n
� f(x) < k

2n+1
et k = 0; 1; � � � ; n2n � 1

n : f(x) � n:

Exercice 7. (�) Montrer que toute fonction croissante de R dans R est borélienne. (Indica-
tion : Montrer dans ce cas qu�en tout point de discontinuité les limites à gauche et à droite
sont �nies.)

N.B.Les exercices comprenant le signe (*) sont supplmentaires:
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