Chapitre 2

Fonctions mesurables.



2.1 Fonctions étagées.

Définition 2.1.1 Soit (X, M) un espace mesurable. 1 fo~ctioc numérique f: X — R
est dite étagée si f est une combinaison linéaire finie le fonctions caractéristiques c’est-
a-dire s’il existe une famille finie (A;)1<i<n C M et un sous-ensemble fini {ai,...,a,} de

R tels que
f = Zai'XAz‘ (2.1)
i=1
Autrement dit si l'image f(X) de f est un sous-ensemble fini {ay,...,a,} de R.

Remarque 2.1.2 Si on pose A; = f~*({a;}) pour tout i =1,....n on a X = UAZ- avec

=1
A;NA; = ¢ pour tout i # j. Alors toute fonction étagée f s’écrit canoniquement par (2.1)

avec (A;)1<i<n une partition de X.

Proposition 2.1.3 Si f,g: X — R sont deux fonctions étagées et X € R. Alors f+ Ag,

f.g, sup(f, g) et inf(f, g) sont des fonctions étagées.

Démonstration. On écrit f et g sous la forme

f= Z%XAi et g= ij'XBa"
i=1 J=1

Ou n,m € N. Comme les familles (4;)1<i<n €t (Bj)1<j<m forment des partitions de X on

peut écrire

= Z ZaiXAimBj et g= Z Z ijAiﬁB]-7

i=1 j=1 j=1 i=1
Alors on a
f+g= Z Z(ai +0))Xanp, €t [f.g= Z Z(aibj)XAmBj>
i=1 j=1 i=1 j=1

et aussi

sup(f.g) = Y > _sup(ai,bj)xanp, et inf(f.g)=> > inf(ai,b;)xans,

i=1 j=1 i=1 j=1

]



2.2 Fonctions mesurables.

Définition 2.2.1 Soit (X, M) et (Y, N) deux espaces mesurables. L’application f : X —

Y est dite mesurable si, pour tout B € N, limage réciproque
f7H(B)={r € X: f(z) € B}
appartient a M.

Définition 2.2.2 Soit (X, M) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire toute
fonction mesurable de (X, M) dans (R, B(R)).

Exemples 2.2.3 (1) Toute application f: (X, P(X)) — (Y,P(Y)) est mesurable.
(2) Si M et M’ sont deuz tribus sur X alors lidentité sur X

id: (X,M) — (X, M), id(z) ==«

est mesurable si et seulement si M' C M.

(3) Si (X, M) et (Y,N) sont deur espaces mesurables et f : X — Y wune application
constante (c-a-d. il existe yo € Y tel que pour tout x € X on a f(x) = yo) alors f est
mesurable.

(4) Une fonction étagée f est toujours mesurable.

(5) Soit (X, M) un espace mesurable et A € M. La fonction idicatrice x , de l’ensemble
A est une application de X dans R muni de la tribi borélienne B (R) est mesurable si et

seulement si A € M. Pour cette raison, les éléments de M sont dits ensembles mesurables.

Démonstration. On démontre seulement (4) et (5). Pour (4), en effet f est une fonction
de (X, M) dans (R, B(R)), alors il existe (A;)1<;<, une patition de X et {ay,...,a,} CR

tels que f = Z a;.-X a,- Pour tout B € B(R) , on a donc
i=1

FYB) = < U Ai> € M.

i;a;€B



Ce qui prouve que f est mesurable.
Maitenant montrons (5), d’aprés (4) si A € M la fonction étagée x4 est mesurable.

Inversement, si x4 est mesurable, alors
A= (xa)({1}) e M
car {1} € B(R) comme un fermé dans R. m

Remarque 2.2.4 Une application peut étre mesurable par rapport a une tribu et ne pas

étre pour d’autres tribus. En effet, soit la tribu
D(R) = {A CR: A dénombrable ou A° dénombrable}

lapplication identique

est evidement mesurable. Cependant

n’est pas mesurable d’aprés (2) dans lexemple précédent car B(R) €D(R) comme [a,b] €
B(R) mais [a,b] ¢ D(R).

Proposition 2.2.5 (Tribu image)
Soit (X, M) un espace mesurable. Si'Y est un ensemble quelconque. Alors on peut toujours

munir'Y d’une plus grande tribu N sur'Y qui rende la fonction f : X — Y mesurable.
Démonstration. On pose
N={BcCY:f(B)eM}. (2.2)

On a directement, ¢ € N car f~1(¢) = ¢ € M et pour tout B € N on a f~(B)

appartient a la tribu M ce qui donne

B = [f(B)] e M.



Alors on a bien que B¢ € N. Soit maintenant (B,,),>1 C N une suite de parties mesurables

dans (Y, N'). Comme f~'(B,) € M, pour tout n > 1, on en déduit que

+o0 +oo
! (U Bn> = J B eM.

+oo
Ceci signifier que U B, € N et on conclut que A est une tribu sur Y.

Il est clair, par Cozls}cruction de la tribu V, que la fonction f : X — Y est mesurable.
Donc il reste & montrer que N est la plus grande tribu qui rend f mesurable. Si B est
une tribu sur Y telle que f : (X, M) — (Y, B) est mesurable, alors B C A car pour tout
BeBonaf!(B)e Metdonc BEN. m

2.3 Caractérisation de la mesurabilité et stabilité de
ﬁO(X ).

Proposition 2.3.1 (Critére de mesurabilité)
Soit f une fonction entre deux espaces mesurables (X, M) et (Y,N). On suppose que
N est engendrée par une famille F de parties de Y c’est-a-dire N = o(F). Alors f est

mesurable si et seulement si
f~HB) € M, pour tout B € F (2.3)

Démonstration. Si la fonction f est mesurable, alors la condition (2.3) est évidente.
Inversement, supposons que f~'(B) € M, pour tout B € F et soit N la tribu image
de M par f définie par (2.2). Alors F CN et puisque N = o(F) on a N CN, et en

particulier, f est mesurable. m

Corollaire 2.3.2 Soient X et Y deux espaces topologiques munis de leurs tribus boré-

liennes. Si f : (X, B(X)) — (Y, B((Y)) est continue, alors elle est mesurable.



Remarques 2.3.3 (Mesurabilité d’une fonction numérique)
1) Puisque la tribu B(R) est engendrée par la famille des intervalles de R de la forme
|a, +o0| (voir Théoréeme 1.2.13), alors la fonction f: (X, M) — (R, B(R)) est mesurable
st et seulement st

f ' (a, +o0]) € M, pour tout a € R.
On note L°(X) l'ensemble des fonctions f : (X, M) — (R, B(R)) numériques mesu-

rables.

Théoréme 2.3.4 Soit (X, M), (Y,N) et (Z,P) trois espaces mesurables. Si f : X —Y

et g: Y — Z sont mesurables alors g o f est mesurable.

Démonstration. Pour tout B € P, g~ ! (B) € N car g est mesurable, et donc f~(¢g7! (B)) €

M puisque f est également mesurable, donc

(go /) (B)=f"(97"(B)) e M.
ce qui prouve que g o f est mesurable. m

Proposition 2.3.5 Soient (X, M) un espace mesurable, (Y,T) un espace topologique,
f1, fo € LY%X) deuz applications numériques mesurables et ® : R? — (Y, 7T) une appli-
cation continue. Alors Uapplication h : (X, M) — (Y, T) définie par

h(z) = ®(f1(x), f2(x)), pour tout x € X,

est mesurable. Autrement dit, une combinaison continue de deux applications mesurables

est mesurable.

Démonstration. On peut écrire h = ® o I avec F : (X, M) — (R? B(R?)) est définie
par F(z) = (fi(z), fa(z)). Comme ® est mesurable (car continue), il suffit de montrer que

F est mesurable. Si I et J deux intervalles de R on a

FHIx J) = fi ()N fi () e M.



Par la Proposition 2.3.1 et comme B(R?) est engendrée par les rectangles de la forme
I x J, 'application F' est mesurable. m

Partie positive et partie négative d’une fonction numérique

A toute fonction réelle f, on peut associer deux fonctions positives, sa partie positive

fi et sa partie négative f_, définies respectivement par

f(x) = sup (f(2),0) et f(z)=sup(—f(z),0).

Les parties positive et négative sont liées & la fonction initiale par les deux relations

suivantes
f=fe—f- et [fl=[++ [

Proposition 2.3.6 Si f et g sont des applications numériques mesurables sur (X, M),

alors

f+ga fg7 Sup(f7g)7 lnf(f7g)7 f+7 f— el ’f|

sont des applications mesurables. Autrement dit, L°(X) est un espace vectoriel sur R.

Si f ne s’annule pas sur X, alors % est mesurable.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition 2.3.5 avec (Y, 7) =(R, |.|), la topo-
logie usuelle sur R, et ®(x,y) = x + y, zy, sup(x,y) et inf(z,y)
Pour I'application g = %, posons Y = R\ {0} et ¢ : Y — Y définie par p(y) = i Comme

f est mesurable et ¢ est continue alors g = o f: X — Y (ou R) est mesurable. m
Remarque 2.3.7 |f| peut étre mesurable sans que f le soit.

Exemple 2.3.8 Soit A ¢ M et f = x4 — Xac C'est-a-dire que

fa) = 1 size A

—1 sixzc A

Alors |f| = 1 est mesurable, mais f ne l’est pas car par exemple

{1} € BR) et fI({1})=A¢M.



Exercice corrigé 2.3.9 Soit la fonction f : (R?, B(R?)) — (R, B(R)) définie par

(

m stx>0etx<y<2r
1 .
— stz >0et2x<y< 3z
flay)=4 B
0 sixz >0 ety ¢|x,3z|
0 z <0

\
1) Pour tout n € N*| onposeAn:{(:c,y)ERZ:x>O,:C<y<2x+%} et
B,={(z,y) eR*:x>0et20 <y<3z+i}

+oo +00
Déterminer A = ﬂ A, et B= ﬂ A,. En déduire que la fonction [ est mesurable.

n=1 n=1

Démonstration. 1) Ona A = {(z,y) e R?: 2 > 0,z < y < 2z} et
B = {(x,y) e R?: 2 >0 et 2z <y < 3x}. On pose maintenant g(z,y) = m pour
tout (z,y) € R2 La fonction g : (R? B(R?)) — (R, B(R)) est mesurable car elle est
continue. On remarque maintenant que f = gx 4 — gxp. Pour tout n € N* les ensembles
A, et B, sont des ouverts de R? ils appartiennent donc & B(R?). On en déduit que A, B €
B(R?) et alors les fonctions x, et xp sont mesurables (voir (5) dans ’'Exemples 2.2.3).
En fin la fonction f est mesurable comme somme de produits de fonctions mesurables. m
Rappelons que la tribu de Borel B(R) sur R est engendrée par les intervalles ]a, +o0],

aeR

Proposition 2.3.10 Soit (f,), une suite d’applications mesurables de (X, M) dans (R, B(R)).
Alors les applications

supf,, inff,, limsupf,, lim grnffn X — 1R

n—--—+00
sont mesurables. De plus si la suite (f,), converge simplement vers f, alors f est mesu-
rable.

Plus généralement, ’'ensemble {{E €eX: lim f,(x) e:m'ste} est mesurable.

n—s-4o00



Démonstration. Soit g = supf,. Pour tout a € R, si z € g7(]a, +00]) alors il existe
+oo

m > 1tel que f,,(z) > a,doncz € U I (Ja, +0c]). Inversement, si z € U I (Ja, +o0]),

n=1 n=1

il est clair que g(z) = supf,(x) > a, d’ou

g " (Ja, +00]) Uf la, +oc]) € M

Ainsi, g est mesurable. Il en va de méme de inff,, = —sup (—f,,) .

Par définition on a
limsupf, = mf sup fx

n—s-+400 k>n

liminf f,, = sup 1nf fk

n—+00 n>1k
On est donc ramené aux résultats précédents. De plus si (f,), converge simplement vers
f, alors

f= lim f,=Ilimsupf, = hm inf fns

n—>+00 n—s+o00

D’ot le résultat. Finalement pour montrer la derniére affirmation, on définit 'application

F:(X,M)— (@{B(E%) , F(x) = (hmmffn,hmsupfn)

n—>+00 n—s-+o0o

et on remarque que
{x € X: lim+ fn(2) existe} =F1(A)

ot A = {(z,z):2 €R}. L'ensemble A est fermé alors il appartient a B(R2) et donc

F~Y(A) € M puisque F est mesurable. m

Proposition 2.3.11 Soit (X, M) un espace mesurable. Toute application numérique me-
surable positive f : X — [0,400] est limite simple d’une suite croissante de fonctions

(fu)n (mesurables) étagées.

On donne la preuve de cette proposition se forme d’un exercice corrigé.



Exercice corrigé 2.3.12 Pour toutn > 1, on définit la fonction étagée p,, : [0, +00] —

[0, +00] par
27"E(2") si0<t<n
Pn(t) = ,
n sit>n
ot E(x) désigne la partie entiére de x € R.
1) Démontrer que 0 < ¢, (t) < ¢,.1(t) pour tout t € [0, +o0] et n > 1.
2) On pose f, = ¢, o f. Vérifier que f, est étagée et montrer que la suite (f,), est

croissante.

3) Démontrer que si f(x) < oo alors pour n suffisament grand on a
flx) —27" < fulz) < f(2).
Conclure.

Démonstration. 1) On a trois cas
i) Pour t > n+1 (ou aussi t = +00). Alors ¢, ,1(t) =n+1>n=p,(1).

ii) Pour n <t < n+ 1. D’aprés la croissance de la fonction partie entiére on a
E(2n+1t) 2 E<2n+1n) — 2n+1n

ce qui implique que

1 n
Pn+1 (t) = on+1 E(2 +1t) Z n= (pn(t)

iii) Pour 0 < ¢ < n. Puisque 2"t > 2F(2"t) € N, On a E(2""'t) > 2E(2"t), alors

1 n 1 n
gpn-&—l(t) = 2n+1E(2 +1t) 2 2_nE(2 t) = ¢n<t)

Donc dans tout les cas, pour tout t € [0, +00] et tout n > 1 on a

Pu(t) < i (1)

2) 11 est clair que les applications ¢, sont étagées car pour tout n > 1, alors les f, sont

aussi étagées car

fn(X) =@, (f(X)) = ¢, ([0, +00]) est finie.

10



D’autre part par la croissance de la suite (¢,,), on peut écrire

fn(@) = ¢, (f(2)) < i1 (f(2)) = fria(2)

pour tout n > 1 et tout x € X.

3) Pour n suffisament grand choisissons n > f(x), dans ce cas nous avons

1

ful@) = 52" (2).

Par les propriétés de la partie entiére,
2" f(x) -1 < EQ2"f(x)) < 2"f(2),

donc
F(5) ~ 5 < fule) < f0).

Finalement, par le passage a la limite quand n — 400 nous concluons que f, — f
simplement. m
La proposition suivante généralise la proposition precedente au cas d'une application

mesurable de signe quelconque.

Proposition 2.3.13 Soient (X, M) un espace mesurable et f : (X, M) — (R, B(R))
une fonction mesurable. Il existe alors une suite de fonctions (f,)n (mesurables) étagées

convergente simplement vers f.

Démonstration. Les applications f* et f~ sont mesurables donc la Proposition 2.3.11
donne l'existence de deux suites croissantes (h,), et (g,), des applications (mesurables)
étagées telles que h, — [T et g, — f~ simplement quand n — +o00. On pose
fn = hn — gn, de sorte que f,(x) — fT(x) — f~(z) = f(x), quand n — 400, pour tout
x € X. D’autre part, (f,), est étagée (voir la Proposition 2.1.3). =

11



2.4 Quelques propriétés des applications mesurables.

Proposition 2.4.1 Soient f,g : (X, M) — (R,B(R)) deuz applications mesurables et

a € R. Alors les parties suivantes

(f =a):={reX: f(x)=a}
(f =9):={reX: f(x) =g(x)}
(f #9)={xeX: flx) #g(x)}
(f >9):={zeX: f(x)>g(x)}
sont mesurables, c-a-d appartiennent a M.
Démonstration. On a directement
(f=a)=f"({a}) eM
(f=9)=—-97'({0}) eM
(f#9)=(f=g)eM
(f >9)=(f—9)7'(0,+o0]) € M

Propriétés vraies presque partout

Définition 2.4.2 Soit (X, M, 1) un espace mesuré. Une propriétés p(x) concernant x €
X est dite vraie persque par tout si l’ensemble {x € X : p(z) n’est pas vraie} est négli-

geable.

Exemple 2.4.3 (Egalité presque partout)

Si les fonctions f,g : X — R sont égaux presque partout, alors il existe A € M tel que

(f#g9)CA et u(A)=0

donc f(x) = g(x) pour tout x € A° et u(A) = 0. On peut remarquer que si f et g

sont mesurables, alors (f # g) € M et donc f = g presque partout si et seulement si

u(f #9)=0.

12



Théoréme 2.4.4 Soient (X, M, u) un espace mesuré complet et f,g : (X, M) —
(R, B(R)) deux applications telle que f est mesurable et f = g presque par tout. Alors

g est mesurable.

Démonstration. Il existe A € M telle que pu(A) =0 et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

Soit a € R, si on pose (g > a) = g~ *(Ja, +o0[) on a

(9>a) =(g>a)N(AUA°
[(g>a)NAJU[(g > a) N A
(g >a)NAJU[(f >a)N A9].

D’une part, puisque f est mesurable on a (f > a) N A° € M et d’autre part ’ensemble
(g > a) N A est négligeable car (g9 > a)NA C Aet u(A) =0. Donc (9 >a)NAe M

puisque la mesure u est compléte. On a alors (g > a) € M, d’ou la mesurabilité de g. =

Exercice corrigé 2.4.5 Soient f,g,h: (Q, M, ) —R trois fonctions quelconques. Mon-

trer que si f = g presque partout et g = h presque partout alors, f = h presque partout.
Démonstration. Il existe A, B € M tels que
(f#9)CA (9g#h)CB et pu(A)=pu(B)=0.
Puisque (f =g)N(g=h)C (f=h)ona
(f#h)C(f#9)U(g#h) CAUB
et ona pu(AUB) < pu(A)+ p(B)=0,dou
(f#h) CAUB avec pu(AUB)=0.

Finalement f = h presque partout. m

13



2.5 Convergence p.p et convergence en mesure.

Définition 2.5.1 Soient (X, M, p) un espace mesuré, f, : X — R ou [0, +00] une suite
de fonctions et f : X — R ou [0,400] une fonction. On dit que la suite (f,), converge
presque partout vers f sur X, s’il existe A C X négligeable tel que pour tout x € A°, la

suite (f,(x)), converge vers f(x). Dans ce cas on écrit f,, — f p.p.

Remarques 2.5.2 1) Siles fonctions f, et f sont mesurables, alors la suite ( f,), converge

presque par tout vers f si

i ({x EX: lm_fy(x)# f(fv)}> ~o.

2) La convergence simple implique la convergence presque partout car si f, — f simple-

ment on a

I (ngrgoofn # f) = pu(¢) =0

Exemple 2.5.3 Soit X = [0,1], M est la tribu borélienne sur [0,1] muni de la mesure
de Lebesgue X et (fy,)n la suite de fonctions définie par f,(z) = (—x)".

Pour tout x € [0,1] on a li1r£1r falz) =0 et

A ({x €(0,1): lim_fu(e)# 0}) =A({1}) =o0.
Donc f, — 0 p.p.

Définition 2.5.4 Soient (X, M, 1) un espace mesuré, f, : X — R ou [0, +00] une suite
de fonctions mesurables et f : X — R ou [0, +00] une fonction mesurable. On dit que

(fn)n converge en mesure vers f si pour tout e >0 on a

lim p({z € X :[fu(r) - f(z)] Z}) =0

n—s--+oo

Remarque 2.5.5 La convergence presque partout n’entraine pas la convergence en me-

sure.

14



Exemple 2.5.6 Soit X =R, M = B(R), u =\ la mesure de Lebesgue et fn, = X (11

1 ssim<zr<n+l1
fn(x): )

0 stx<noux>n+1

il existe ng = [x] + 1 tel que pour tout n > ng on a fu(x) = 0. Alors (f,)n converge
simplement vers 0 sur X. Ce qui donne f, — 0 p.p.

D’autre part si on pose e =1 on a
A{ze X :|fu(x) =0 >1}) =A({z € X : Xjupry = 1}) = A([n,n+1]) =1#£0
donc f, ne tend pas vers O en mesure.

Proposition 2.5.7 [2]
Dans un espace mesuré fini, la convergence presque partout entraine la convergence en

mesure.

Exercice corrigé 2.5.8 Soit X = [0, 1[ muni de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue A. Soit la suite (f,), de fonctions définie par f, = X(1,2(- Montrer que f, — 0

en mesure, mais que (f,)n, ne converge pas vesr 0 presque partout.

Démonstration. Pour tout & > 0 on a {z € X : |f,(z) — 0] > o} C [%, 2[, donc

12 1
A{z e X :|fu(x) = 0| > a}) S)\([—,—[) = — 0.
Il s’ensuit que f,, — 0 en mesure.
D’autre part limsupf, = 1 # lim Hlffn = 0, alors pour tout x € [0, 1], linl fn(z) #0.
Nn—s400 n—-s+400 n—s+00
D’ou

)\({xeX: lim fn(x);éO}):)\([O,l[):l#O,

n—s-+oo

et donc (f,,), ne peut converger presque partout vers 0. m

Proposition 2.5.9 [5/
Supposons que la suite de fonctions (f,)n converge en mesure vers f. Alors il existe une

sous-suite (fn, )r de (fn)n converge vers f presque partout.

15



Proposition 2.5.10 Soient (X, M, 1) un espace mesuré, f, : X — R ou [0,400] une
suite de fonctions mesurables et f,g: X — R ou [0, +00| deux fonctions mesurables. Si
fn — [ en mesure et f,, — g en mesure, alors f = g presque partout. C’est-a-dire la

limite est unique presque partout.

Démonstration. Pour tout n > lona |f —g| < |f, —g|+ |fn — f|. Doncsi k > 1 on

(1h-al< ) (i-n< ) (ir-a<y)

et donc par passage au complémentaire,

(\f—g!>E)c(|fn gl > ) (yfn_ ‘>2I<:)
w(17=a1> ) <u(ira-al> 5 )+ (h= 11> 57).

En faisant tendre n vers linfini, on trouve (| f — g| > +) = 0. Comme

obtient

et donc

(1f —gl #0) = (If —g] > 0) = U(|f o> 1)

k=1
et donc

Wi 9= s ol 20 <3 (1 —al > 1) =0

et en fin f = g presque partout. =
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