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Série d’exercices n 01
Tribus et mesures

Exercise 1 Soit Q) un ensemble et T C P(2) un ensemble de parties de 2.
1- Montrer que si T est une tribu, alors 7" est une algebre d’ensembles.

Exercise 2 : Soit 2 un ensemble et soit F une tribu sur ). Montrez que l’ensemble €}
lui-méme doit appartenir a F et que F est stable par intersection denombrable.

Exercise 3 Soit ) un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur €2 est une tribu sur 2.

Exercise 4 1- Soit Q@ = Z et A = {ACQ [ A ou A° est fini}. Montrer que A est une
algébre d’ensembles

sur {) mais pas une tribu.
2- L’ensemble des parties finies de €2 est-il une tribu 7

Exercise 5 Soient A et B C P(E) eto (A), o (B) les tribus engendrees par A et B. Montrer
que si A C B alors

o(A) Co(B).

Exercise 6 Soit Q un ensemble et (A,), n € IN une suite d’elements de P (2). On pose :

B,=A,N (UZ;%AP)C, avec By = Ag.

Montrer que :
UnENAn = UnGNBn

et que les B; sont disjoints deux a deux.

(Cela signifie que toute reunion dénombrable peut s’écrire comme réunion dénombrable de
parties deux a deux disjointes. On remarquera aussi que si les A, sont des élements d’une
tribu T, alors les B,, appartiennent aussi a cette tribu.)

Exercise 7 1- Soit f : E — F une application et T' est une tribu sur F' . Montrer que
fHT) ={f1(B)/BeT}

est une tribu de E .(image réciproque de la tribu).
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2- Si T est une tribu sur E, alors
T"={BCF,f*(B)eT}
est une tribu de F' .(tribu image).

Exercise 8 1. Soit T une tribu sur un ensemble E et F C E. Montrer que Tp =
{ANF,AeT} estune tribu sur F (tribu trace de T sur F).

Exercise 9  Soit 2 = [1,400[ un ensemble et F' =10, 1].

Soit C' = {]0,1/3],]1/3,2/3],]2/3,1]} C P (F). Déterminer la tribu engendrée par C.
Soit f (z) = 1/x. Déterminer o (f~* (E)) et f~ (o (E)).

Conclure.
Exercise 10 (Lemme de transport)

Soit f: X — Y et E une partie de parties de Y. Montrer que
o (f7H(E) =f(o(B)).

Exercise 11 Soit (€2, T') un espace mesurable, (11;),<;<,, , n mesures sur (€0, T) et (a;),<;<, »
n réels positifs. Pour A dans T on pose:

p(A) =) am; (A)
i=1
n
Montrer que j1 est une mesure sur (2,T), notée p = Z'—1 Qi by

Exercise 12 1) Montrer que p est une mesure sur (2, T), notée u(A) = Zé_l ;-

2) On suppose que les (f1;);. sont des probabilités et on considére une suite (p,),, .y de réels
positifs tels que ) _ypn = 1.

Vérifier que pt = Y\ Pnlt, est une probabilité sur (2,7) .

3) Vérifier que la mesure discrete définie par :

p= Db,
neN
ou d,, est la mesure de Dirac au point x,,, est telle que:
VAET, p(A)=> paxa(za)
neN
Exercise 13 Soient E, F' € M,« et A C X . Montrer que
D A= (ANENE)+p*(ANENF)+pu* (ANENFE)+p* (AN E°NF°).

) W (AN(EUF) = (ANENE)+p* (ANENF) +pu* (ANE‘NF).
)W (AN(EUE)=p " (ANE)+pu* (ANF)si ENF =0
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Exercise 14 Supposons que A, B € T, montrer que les propriétés suivantes sont vérifiées:

1) P(A°) =1 — P(A) ou A° désigne le complémentaire de A dans € .
2) Si B C A alors P(A— B) = P(A) — P(B) avec A— B = AN B°.
3) PLAUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).

Exercise 15 Soit (X, M, ) un espace mesuré ou . est une mesure positive telle que p (X) =
1. On considére

T={AeMu(A)=0o0upu(A) =1}

Montrer que T est une tribu sur X.

Exercise 16 Soit X un ensemble et p une application définie sur P (X)) par pn(A) = CardA
si A est fini, i (A) = +oo sinon. Montrer que que u est une mesure sur P (X).

Exercise 17 Soit A la mesure de Lebesgue sur B (R) et A € B (R) tel que A (A) = 0. A-t-on
nécessairement A fermé ¢

Exercise 18 Soit X un ensemble non vide et M la tribu engendrée par les parties {x}ou
r e X.

a. Montrer que A € M si et seulement si A est d enombrable ou bien A€ est dénombrable.
b. Si X n’est pas dénombrable, on pose pour A € M.

p(A) = 0,si A est dénombrable,
pu(A) = 1,s1 A n’est pas dénombrable.

Montrer que 4 est une mesure positive d efinie sur M .

Exercise 19 Soit (E, M, ) un espace mesuré, (F,N) un espace mesurable et g : E — F
une application mesurable. Pour tout B € N , on pose

1) Montrer que v est une mesure sur (£, N). On dit que v est la mesure image de p par
I’application g.

Exercise 20 Soit f, : X — R wune suite de fonctions mesurables de l’espace mesuré
(X, M, ) vers l’espace mesuré (R, B(R),\) .

- Montrer que ’ensemble {z € X;Vn € N, f,(z) > 1} appartient a A .



