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Série d�exercices n 01
Tribus et mesures

Exercise 1 Soit 
 un ensemble et T � P (
) un ensemble de parties de 
.

1- Montrer que si T est une tribu, alors T est une algèbre d�ensembles.

Exercise 2 : Soit 
 un ensemble et soit F une tribu sur 
. Montrez que l�ensemble 

lui-même doit appartenir à F et que F est stable par intersection denombrable.

Exercise 3 Soit 
 un ensemble.

1. Montrer qu�une intersection quelconque de tribus sur 
 est une tribu sur 
.

Exercise 4 1- Soit 
 = Z et A = fA � 
 = A ou Ac est �nig. Montrer que A est une
algèbre d�ensembles

sur 
 mais pas une tribu.
2- L�ensemble des parties �nies de 
 est-il une tribu ?

Exercise 5 Soient A et B � P (E) et � (A), � (B) les tribus engendrees par A et B. Montrer
que si A � B alors

� (A) � � (B) :

Exercise 6 Soit 
 un ensemble et (An); n 2 IN une suite d�elements de P (
). On pose :

Bn = An \
�
[n�1p=1Ap

�c
; avec B0 = A0:

Montrer que :
[n2NAn = [n2NBn

et que les Bi sont disjoints deux a deux.
(Cela signi�e que toute reunion dénombrable peut s�écrire comme réunion dénombrable de
parties deux a deux disjointes. On remarquera aussi que si les An sont des élements d�une
tribu T , alors les Bn appartiennent aussi a cette tribu.)

Exercise 7 1- Soit f : E ! F une application et T 0 est une tribu sur F . Montrer que

f�1 (T 0) =
�
f�1 (B) =B 2 T 0

	
est une tribu de E .(image réciproque de la tribu).
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2- Si T est une tribu sur E; alors

T 0 =
�
B � F; f�1 (B) 2 T

	
est une tribu de F .(tribu image).

Exercise 8 1. Soit T une tribu sur un ensemble E et F � E. Montrer que TF =
fA \ F;A 2 Tg est une tribu sur F (tribu trace de T sur F ).

Exercise 9 Soit 
 = [1;+1[ un ensemble et F = ]0; 1].

Soit C = f]0; 1=3] ; ]1=3; 2=3] ; ]2=3; 1]g � P (F ) : Déterminer la tribu engendrée par C.
Soit f (x) = 1=x: Déterminer � (f�1 (E)) et f�1 (� (E)) :
Conclure.

Exercise 10 (Lemme de transport)

Soit f : X ! Y et E une partie de parties de Y: Montrer que

�
�
f�1 (E)

�
= f�1 (� (E)) :

Exercise 11 Soit (
; T ) un espace mesurable, (�i)1�i�n ; n mesures sur (
; T ) et (ai)1�i�n ;
n réels positifs. Pour A dans T on pose:

� (A) =
nX
i=1

ai�i (A)

Montrer que � est une mesure sur (
; T ) ; notée � =
Xn

i=1
ai�i:

Exercise 12 1) Montrer que � est une mesure sur (
; T ) ; notée � (A) =
Xn

i=1
ai�i:

2) On suppose que les (�i)i2N sont des probabilités et on considère une suite (pn)n2N de réels
positifs tels que

P
n2N pn = 1:

Véri�er que � =
P

n2N pn�n est une probabilité sur (
; T ) :
3) Véri�er que la mesure discrète dé�nie par :

� =
X
n2N

pn�xn

ou �xn est la mesure de Dirac au point xn; est telle que:

8A 2 T; � (A) =
X
n2N

pn�A (xn)

Exercise 13 Soient E;F 2 M�� et A � X . Montrer que

1) �� (A) = �� (A \ E \ F ) + �� (A \ E \ F c) + �� (A \ Ec \ F ) + �� (A \ Ec \ F c) :
2) �� (A \ (E [ F )) = �� (A \ E \ F ) + �� (A \ E \ F c) + �� (A \ Ec \ F ) :
3) �� (A \ (E [ F )) = �� (A \ E) + �� (A \ F ) :si E \ F = ?
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Exercise 14 Supposons que A;B 2 T , montrer que les propriétés suivantes sont véri�ées:

1) P (Ac) = 1� P (A) ou Ac désigne le complémentaire de A dans 
 .
2) Si B � A alors P (A�B) = P (A)� P (B) avec A�B = A \Bc.
3) P (A [B) = P (A) + P (B)� P (A \B):

Exercise 15 Soit (X;M; �) un espace mesuré ou � est une mesure positive telle que � (X) =
1. On considère

T = fA 2M;� (A) = 0 ou � (A) = 1g
Montrer que T est une tribu sur X.

Exercise 16 Soit X un ensemble et � une application dé�nie sur P (X) par � (A) = CardA
si A est �ni, � (A) = +1 sinon. Montrer que que � est une mesure sur P (X).

Exercise 17 Soit � la mesure de Lebesgue sur B (R) et A 2 B (R) tel que � (A) = 0. A-t-on
nécessairement A fermé ?

Exercise 18 Soit X un ensemble non vide et M la tribu engendrée par les parties fxgou
x 2 X:

a. Montrer que A 2M si et seulement si A est d´enombrable ou bien Ac est dénombrable.
b. Si X n�est pas dénombrable, on pose pour A 2M:

�(A) = 0; si A est dénombrable,
�(A) = 1; si A n�est pas dénombrable.

Montrer que � est une mesure positive d´e�nie sur M .

Exercise 19 Soit (E;M; �) un espace mesuré, (F;N) un espace mesurable et g : E ! F
une application mesurable. Pour tout B 2 N , on pose

� (B) = �
�
g�1 (B)

�
:

1) Montrer que � est une mesure sur (F;N). On dit que � est la mesure image de � par
l�application g.

Exercise 20 Soit fn : X ! R une suite de fonctions mesurables de l�espace mesuré
(X;M; �) vers l�espace mesuré (R; B (R) ; �) .

- Montrer que l�ensemble fx 2 X;8n 2 N; fn(x) � 1g appartient à A .
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