CHAPITRE 5 : EQUATIONS
GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.1. Généralités:

La résolution d’un probleme d élasticité linéaire, nécessite de trouver un champ de déplacements
u; (x, ) etun champ de contraintes 6;; (X, t) veritiant les équations du mouvement ou d’equilibre
selon le type de probleme dynamique ou quasi-statique. Sous les hypotheses des petites

perturbations, et dans un probleme de MM C, le nombre d’inconnues est €gal a 15. En effet,

I’objectif est de déterminer en chaque point du solide le vecreur déplacement (03 composantes),
le tenseur de déformations (06 composantes indépendantes) et le tenseur des contraintes (06
composantes indépendantes). On obtient donc un systeme de (15) equations a (15) inconnues et
le probleme sera « bien pose » et admettra une solution unique pourvu qu’on lui rajoute des

conditions aux limites et ¢éventuellement des conditions initiales adéquates. Ces €quations sont:
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.1. Généralités:

Les trois equations d’équilibre (¢tude statique de Navier) :

00y, 00y, 00y, (
— 5.1)
ox T dy T T fx
do do do
yx yy yz _ (5.2)
ox "oy Taz T =0
6o'zx+aJZy+50'zz+ fZ=O (53)

0x dy 0z
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.1. Généralités:
- Les six équations de compatibilités des déformations

Tableau 5.1 : Equations de Cauchy (Extensions et Distorsions)

. _@ 1 6u+0V
XX — ox Exy_z a_y &
v 1 du oJdw

Cum) — A &xz = 5 (G- T3
yy 0y 2 0z O0Xx
. _a_W 1 6V+6W
2z = ey, =5 (5 y
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5.1. Généralités:

Tableau 5.2 : Equations de compatibilité ou St Venant

2 2 0%exy _ 0 , 08y  Ogyy | Ofygy
0 Exx Y _ 26 Exy dydz ~ 9x >  dx + +35)
dy?
0%€yy _, 0%€yy _ 0 ([ Oz 0y,
0z dy? dy0z oxdz  dy dy 0x
02£XX azszz _ 0 _asxy aexz
0z* dxdy 0z 0z dy
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.1. Généralités:

[ _es six équations de Hooke

Tableau 5.3 : Equations de Hooke

1 _ Oxy
Exx = = (axx — v(ayy + O'ZZ)) Yxy = G

1 Oy
&y = ¢ (ayy —V(0,y + O'ZZ)) Vaz = 77~

1 g
€22 = T (O'ZZ —v(0oyy + ayy)) Yyz = %
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.1. Généralités:

> Equations de Lamé

La formule suivante donne les contraintes en fonction des déformations :
Oijj = )\ tre + 2}1811

o E.v . E .
 (14+v)(1-2v) 2 = 2(14v)

D’ou :

Les six ¢quations de Lame sont récapitulées dans le tableau suivant:
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5.1. Généralités:

Tableau 5.4 : Equations e Lamé

Ev E Oxy = G. Vxy

X T AT A —2v) " T Aty

Ev E Oyz = G-Vyz
W ATnA— T T arn W

Ev E Oxz = G.Vxz
= +
A+ =2v) ¥ " (1 +v) 2

0-ZZ
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.2.Méthode de résolution d’un probléeme d’élasticité linéaire

Elles existent deux grandes mecthodes de résolution ce type de problemes. La
premiere,, dite résolution en déplacements, consiste a e€crire toutes les conditions
que doivent satisfaire les deplacements dans la structure, pour en déduire une
solution. La seconde, dite résolution en contraintes, consiste a ¢&crire ces

cquations a 1’aide du renseur des contraintes:

UDBKM_ELA_M1_Structure_CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ELASTICITE LINEAIRE 20




CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.2.Méthode de résolution d’un probleme d’élasticité linéaire

Forces extérieures ¢ > Equations d’ équilibre
Loi de comportement ¢ > Contraintes (a;;)
Déformations (¢, ) ¢ 5 Equations de compatibilité
Déplacamants {Ul} Q

Figure 5.1 : Organigramme de résolutions d’un probléme d’élasticité
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.3.1. Equations de Lamé (Résolution en déplacements)

Pour aboutir un champ de déplacements dans un matériau, 1l suffit de résoudre un probleme a
trois inconnues (les (3 déplacements selon les (3 directions). Pour cela, les trois equations
d’equilibres vont formuler en deplacements selon la loi de comportement et la définition des
deformations. En effet, le champ de deformation va se déduire du champ de deplacement a

1’aide de six équations de compatibilite.

La résolution en déplacements d’un probleme d’¢€lasticiteé se fait donc a 1’aide des rrois
equations differentielles dites de « Lame-Clapeyron » dont le but est d’exprimer les
equations differentielles d’équilibre en fonction des déplacements u, v et w. Pour cela en

utilisant les equations de Lame et en les remplagant dans les équations d’equilibre, on aura :

UDBKM_ELA_M1_Structure_CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ELASTICITE LINEAIRE 92




CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.3.1. Equations de Lamé (Résolution en déplacements)

0(A.ey+2G.gx) , 0(G¥xy) | 0(G.yxz) _
dx t ady t 0z +Fx =0

0(A.e, +2G.gy) 9(G.vyx)  9(G.Vyz)
+ +
dy 0x 0z

0(A. &, +2G. &) ACRZY a(G Vzy)
0z d0x ady
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.3.1. Equations de Lamé¢ (Résolution en déplacements)
Apres des opérations mathématiques intermédiaires, on obtient les €quations finales de Lame.

On prend le sens X comme exemple et apres réarrangements des termes de 1’€quation, on peut écrire ce qui suit :

d(A.gyp) n 0(2G.gy) n a(G-ny) + 0(G.Yxz)

dx dx dy 0z +E =0

ou av) N OVxy _ 0%u , 9%v

Or: Vay = (@ t ax dy  0y? t 0x0y

au ow 0y, O0%u 0%*w
Vxz = =

3z " ox 9z 922 ' 3xaz

ou de 02%u
E = > —Z=
Liéy = ox x 0 x2
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.3.1. Equations de Lamé (Résolution en déplacements)

En remplacgant ces termes dans la premiere équation, on aura :

o g”)+2(; 07 +Gazu+G 07y +G02u+G 07w +FE =0
0x dx2  ~ 0y?2 Oxdy = 0z2 oxdz *
oA g, i 0%u . azu 0%u i d’u  0%v  9*w LR =0

0x (axz ay 2) (axz 0x0y axaz)
0/1.81,+Gazu+62u+62u +Ga ou ov oJw LR =0
0x (axz dy? 622) 0x (ax % az)
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5.3.1. Equations de Lamé (Résolution en déplacements)

Sachant que le Laplacien V4u est égal a :

Et :

_0u+0v+aw
T 9x 9y oz
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CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.3.1. Equations de Lamé (Résolution en déplacements)

Apres simplification on aura donc :

’wg"+c;|72 +Gagv+F =0
0x u 0x x

it de
Soit : (/1+G)a—;+G|72u+Fx=O

Généralisation sur les axes y et z on aura donc :

oe
(/1+G)a—;+6|72v+Fy=O

de, 5
(A-I_G)E-I_GV W+FZ=O

Remarque_: Si on a Deffet de la température les €quations

d’¢lasticité en déplacement s’€crivent comme suit :

(/1+G)ag"+G|72 @b a(AT)+F—0

dx “Ta—2n) ax T
/1+Gag"+G|72 @k a(AT)+F—0
A+6)3, YTa-2v) ay v
/1+Gag"+G|72 @b a(AT)+F—0
A+6)7, YTa—zv ez 7T

Ou : AT: La variation de tempe¢rature ;

a : Coefficient de dilatation du matériau

UDBKM_ELA_M1_Structure_CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ELASTICITE LINEAIRE

97




CHAPITRE 5 : EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE

5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

Quand seules les conditions aux limites en contraintes s’existent, 1l peut €tre intéressant de
résoudre le probléme en utilisant les six composantes indépendantes du renseur des contraintes
comme nconnues. Il faut alors disposer les six equations, qui sont obtenues en verifant que les
deformations obtenues par la lo1 de comportement respectent les equations de compatibilite. Les
c¢quations d’e¢quilibre sont donc ic1 simplement utilisées pour simplifier les équations de
compatibilité exprimees en contraintes. Donc, la solution de Beltrami, consiste a exprimer les 15
equations de D’élasticité en contrainte uniguement. A cet effet, on dérive les equations (5.1)
respectivement par rapport a X, y et z et on suppose que les forces de volume sont constantes

aF;
== 0).
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'5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

Soit :
628 0 0F,
(/1+G) +G—(l72u)+—=0
0x
28 0F,
(A+6)o— +G. —(\7217) +—==0 (5.5)
dy
d%e, , OF,
(/’l+G) +G—(|7 w)+g 0
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5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

On additionne les équations (5.2), on aura :

G+ 6) 628v+028v+028v D 6u+6v+aw _ 0
d0x2 = dy? = 0z2 " \ox o9y 9dz/)

Soit :
(A+2.6)V%e, =0
Ou bien

V2e, =0
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CHAPITRE 5 ; EQUATIONS GENERALES D’ ELASTICITE LINEAIRE
5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

Lorsque les forces de volume sont constantes, le Laplacien de la déformation volumique est nul.

Passant maintenant a la transformation de déformations des €quations (5.2) aux contraintes, a cet

effet, on fait appel aux équations de Lamé.

Ona:
Oxx = A €y + 2G. g4
Oyy = A &y + 2G. &gy

0,, = A& + 2G. g,y
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'5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

En appliquant le Laplacien a ces ¢quations on aura :

T}
Or: VZEV =0

V2(0xx) = A V2(gy) + 2G. V2 (g4y) Do -
Vz(cyy) = A V%(g,) + 2G. Vz(syy) 72(04y) = 2G. V2 (g4
V2(042) = LV?(gy) + 2G. V?(g4,) V(oyy) = 2G.V%(gyy)  (5:6)

2 (Gzz) = 2G.V? (Szz)

D’apres la loi de Hooke généralisée : )

fv = (31+2G)

0 =(31+2G).g, et
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; 5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

1
(34+4+2G)

On dérive €quation (g, = 0) 2 fois par rapport a x, y et z, on aura

0%¢, 1 046

9x2 (31 + 2G) 9x?

0%e, 1 040
dy2 (314 2G) dy? (5.7)
0%¢, 1 046

0z2 (31 + 2G) 922
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'5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

Il faut maintenant remplacer (5.5) et (5.6) dans (5.7), on aura :

A+ G) . 626+GV20XX—0
(31 4+ 2G) 9x?2 26

En réarrangeant les termes et en remplacant les constantes de Lame, on aura :

040

9x2 0

(14+v).V%0,, +

On suit le méme cheminement les équations de Beltrami-michell sont récapitulés dans le tableau

suivant.
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5.3.2 Equation de Beltrami-Michell

Tableau 5.6 : Equations de Beltrami-Michell

046 026
2 — —
(1 +v). V505 + =5 =0 (1+v).\72crxy+axy2 =0
, 026 ) 06
(1+U).V ny+a—yz=0 (1+U).|7 GXZ_I_@XZZ:O
) 0°0 , 026
(1+v).V Gzz+ﬁ—0 (1+v).V Gyz+ay22:0
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5.4. Exercice: On considere un domaine pour lequel on suppose avoir le tenseur de déformations

ax 0 0
suivant : [g] = [ 0 —vax 0 Ou « a » est une constante.
0 0 —vax
5 1- Calculer le tenseur de contraintes
o R i associe; , , |
C £ gl 2- Que représente 1’¢tat de contrainte
b > . || trouve?
N W 3- Calculer les composantes du vecteur
D4 ] N LI R déplacements (u,v,w).
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Solution

1- Le tenseur de contrainte associé est fourni par la loi de Hooke sous la forme de

Lamé . Oji — A tre + Zusii

Donc :
Ev (1—2v) 42—t E
= x(1 — .x = FEax
T T A2 e T T et
Alors 6. = Eax Gyy =0 0y =0
}’xy=0 sz=0 Yx =0

2- L’état de contrainte trouve est un état de contrainte uni-axial (traction ou

compression) selon la direction de x.
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3- Les déplacements (u,v,w)

_ u _ _a ., afza(j:' 2) = g41(2) fa(x,z) = g1(2).x+ g,(2)
Sxx—a—a.x.'$u(x,y,Z)—Ex +f1(y;Z) af1(y,Z) = f (yz)zvay_z_g (Z)y+g (Z)
oy VW~ 91(2) 1 2 1 3
ov
= —= — = )Y, = — + , d d , / d ’
Eyy ay vax = v(x,y, 2) vaxy + f(x.2) Vaz = (a_:+a_‘:)=° = —g1(2).y + g3(z) —vaz + f?’a(i Y _ o
ow
£, =——=—-vax>w(x,y,z) = —vaxz + f3(x,y) 3 ¢, =g, (2)
0 f3xy) _ o 1= 91
Z = 91(2).y — g3(2) +vaz= ¢, = —g'i(z) + vaz
du Jdv af]_(y,Z) afZ(x)Z) (7
= (——+— )= —_ Z)=¢C Z+D
Yxy (ay ax) 0= 3y 5 vay 91(2) = ¢4 1 z2
_ o = 319502 = —C2z +va—+ Dy
f3(x%,2) = c1xy + Cox + g4 (y)
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