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C���� ��' F����� �� /�3 �����/�� 	&�� �� �73���G� �
��! .	����� +
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 I�3& �
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�3�� 
�,�. 	����� +
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� ������#3 �
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��	����� ����� ����� 

��
��
��� 
��� ���3��
 "���B��� ;����� I������ �
�J� �� ��
B& �1 >������ ��

 �7�
���� Q�3 ����� ;. ��-�� /� 
����� �.��� $����� �3�9 .����� ��% R8
 /� ���

 	����� $�� 	?�� ����� ;. ��
1 �
��� A��� $3 �%�#� �
�,�!��� .��� 2�#3�� �� �3 / ���

 	73 "�0� �
�J��� $3G �� �3�3#� 
��� ��
��
��� $��� ����1� $,�����' �7���� ;. �3H��� 

�%�
�38 �� 2#3��� .����3/�3� ��
��
��� 	��� ;. �G�=�� �
��� $,��� $�8�@3 6�� 	�
� ��

 ;��4�� �7�&= ;. 
����� A�% 	
���)"!���� >���� K����� ("��9���);N
9��� ((Formel) 


������� �
������ K�&�� ;. �
��# �7?
 ��& .��
��
��� �
�����/� �-
?��� $�8�' ��#��
 ���

 ������� ��3� ��� �
����� ����
� ��%� ��
�
3���� �
�����/� �,
3��3 �7�
��� L7�� �3�� �

�,����� ;������/� ��=��� �� �.���� ��!�3 ��=
 / ����
 2
#3 ��
. U
�
 "��� �
#���3

��
3��� 	�?��.

���� �%��� ;��� ����� ��� ����
����� ��' ��
��
��� K
�4�� �
:

1.*+������ �,�!�:	
%��-��� ���7? $
���� �+
����� �3� �7��4���� ��&.�� ���� 2
# �� 

�
��
���.� +
���� �@. ��� �� �V&�
 �' I�3& �
�%1 ��
��
��:

PE3�� )���
#1 ��
�3�� (��9�� ��
9�� R�9��� ������3 �
��
��� 	
%�-��� ��7? $#���

�7,=��.

P�7
-?�� �
-
& ������� $��= ���' ;. 	
%�-��� A�% $�8�' .

P��,��� ��' $�9��� ;��
��� �7.��9
 ;��� $
G����� $
�#� .

P�
�%����� 	%1 ��� >������ ��
��
��� �7
. :=�� ;��� �,
3�� ;.�4B��� "���#�� ��3�� $�8�' 
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����� A�% ;. �
��3����.

2.*��-.�� �. � !� :$���� ��#������ $,����� $��# $
��� ;. �
���7�� $�&=�� $�8�' �'

3� ;.� �7
. ��3H� "�4�� �$�.1 $&=3 $��#�� A�% K����
 �
������7���
� .

1.*+������ �!��� 

���B� �J
��� ��,�� ���
 "�3���� ���
��� ;. ��
��
��� +
��� >
?���:

1.��� ��
��
��� 	
��� �� $�. �� "��9���� ;��4�� $&=�� );N
9���((Dogmatique et 

Formel) .

K.�/� K�����3 �3����� ��
��
��� ���� �9�8�� �
�%�� ��' �?��� 
���� ;����.


��:�& ��
���
��� +
���� $JN���/ ��%������ �&�
 ���% ��4� ��8 $G�� ��� I�� ���

 ;%� ��
��H��
3:

1.C�N�� ;��G� ;�&=� �4�� 	�� ��
��
��� 	�� �:3 ��4��/� ���!')���
7
��3 �>
�����

��
�?�(� /� ����� J3 K��8 �% ��
��
��� 	��� �:3 M�3��/� ��' "�0
 ��� ����� W�

 	����� ��� ��#� K����� .>��� / ���1 6�� X����–�3���3 P���� K
�
 "��� $�0� �% �� 

	����� :Q��3 	
��4� ���&�
 ��
���
��� +
����� *	�7-��� ��% ����� *��
�?��� A�% �����

 �� $&�=���� $
G������ �7���# ��� �����/�3 	
%�-���� ��
�?��� $�# ����= �� ��������� ;�

	
%�-���� ��
�?��� A�% �� 2#3�� (��B1 (������ �.��9.

2./' $
!��3 �% /� 	���� �� �7?
 	� ��
��
��� 	�� +
��� ��� Y=�1 �4� $3 �;% .K�
 ���

;�����/�� ;-��-��� ;8
����� �#���� C�
� ;. ;���� � (�=� � ��% �� 2#3��.
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3.2#3� �����3 ��
��
��� +
��� Z��
 �� ��
��
��� �73 ��� ;��� $#������ ����8��

6�� �1 	�7-��� ��% �.��9 ;��� $
G������ (��8��� $&�=���� ��&.�� �
#��.

4.
!����� �
��
��� $����� 	7. �� ��
��
��� +
��� �V&�O
)�3&����� (��8�� ���:���� ���

 ;. �G���� �7��%�3� �
�?� �%�!� ��&� ��%�3�� (��B1 $�
G������ $,������3 ��3��/� E� $����

�
��H��
3��.

4.�'��� (��N��/� �&�
 / ;.�4B !�& ��
��
��� +
��� .

5.U
��
� �
�&=��� �
N
9�� ��
��
��� �� F�8
� �X�&��� �9�. ;% ��
��
��� +
��� �'

�81 ��' ��&� ��� I�81 ��' 
��. �� 	����� $�4���� ��&.�� ���� ��.

2.��������� ���� �

����7�� �
�%1 �� ����8 �3� $�4
" :���4� ;. 
(��' �73#�9 �
-� ����7�� �1 	��1

 ���4����…��� �
4�
� ���G�� $�N
 "��� K�B�� ��3�9�� �3�B�3 �&-�� ����7�� 	�� ������. 

������� ������"1.��7
����� ;. ����7�� �
�%1 ��� �#��� ��/� $�� 
��7=�� A�% �
�3���� 

�
�
������ .;% ��
��
��� �
���� ������ >��%�� �
3 �� �1 	���� ""��&-�� W����� �
���

 �3
���� C����� �G�� ;������/� $/���/� ��� A�
��� C
�� �� �
����� I�� 	&#�� ;. �G����

 � $/���� ;. $�8�� �1 >���� ����� >=& ���� ��������/� �� ����� (��3 ��� ���� ��

 ;,��4��/� $/���/� ���# �.��� ��' �7
���� (��3�� �4��� ������ ." �>���%�� A�% C
4#���

 ��9�8 �-93 ��
��
��� �
��� >��%1 C
4#�� ����. ��
�� �%��3���3 ����7��3 (����/� K�


 
1����8 �3 ��#��� �3� :��3��� ���
�� �3��� K��&1"�� �� 	%�9�� ��� �3�3��� 	����� K���� 	�
1 ;. �38��� 

�3&�� �������)���4��� (!� .( C
4#� :��
�9��� �3�&��� ����
3 �"�
���� U
���1996.R.471 .
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6���� �	7����7�� �
����� �
�J��� �J%0� ;��� ����7�� �1 �' ����� �-93 	
������ �
=���3 

	%������� �
���� 	7,�&�'���
������ $/����/�� �?#J���� 2#3�� $��� ;. 	7����&�' (��B

�
3���� ;. �G����.

$,������ Q��3 $��# $
���� �
���7�� ��B��� Q�3 	�4� >��%�� A�% �� �GJ���� 

�
B����� ��-�0��� Q�3 $J8 �� �
�3��� �1 �
3��#��.

1.G� $�9�� K��& ��
� :K��&�� ��% �� 	�4�3��B�1 :

1./����� 012�� ��-�3�� ������� ��2

�3 �
#
 "��� Z���� >��� �
��4�� ;�3�� �@. C-�� �� >
& 	
4��� �8 	�G ��'

��& �8�� E3��� ���� ����4��3.

��,�� 

2 B. Vitrac : Les Eléments d’Euclide. Paris, PUF, Vol. 1. 1990, p. 331-332. 
3
�
7=�� �43������ �
�3� ��%�3��� A�% $B�� :abbaba 2)( 222 ++=+

A C B

H G K

D F E
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E3���� Y=� ABCD�� �,�&�� �8��AB$9� BD�� 	B C�8�� 	��� CF��$&� !�

 �
�8�� ��AD, EB  .��4��� ���G�
�8�� �� $&� !��� 	��� AB�DE.E3�� ����

AB ;�3�� "���
 AC , CB �
�8��3 �
#��� $
������ >��� AC, CB .

5.��-�3�� ������� �� '��+�� 012��4

�����4�� ��3 �
�#
 "���� Z���� �@. �
-��8� �
��G� �
-9�3 	
4��� �8 	�G ��'

��8�� >9� E3��� ���� ���4�� ;���� �
3 "��� 	�4�� E3�� E� ��-��8��5.

�% .��-�3�� ������� �� �2� 6��
�� 012��6

�
#
 "��� �
��!�� 	,�4�� Z���� ��&
 ��# �
��43 ����-� ��
4��� ��8 	�4� �1 �
��

;G�3�� E3��� �
���� �
��G �#1� ��& �8�� �37.

4 B. Vitrac : Les Eléments d’Euclide. Op., cit., pp. 333-335.
5;�
 ��& ;% ��%�3��� A�7� �
�3��� 
(��4�� :��& ��'AB=a �DB=b �@. �
��4�� �
3 ��9#��� 	�4�� 

CD=a-b .��&
 ����22 )2()2()( ababba =−+−
6 B. Vitrac : Les Eléments d’Euclide. Op., cit., pp. 353-357. 

7
��3� ��%�3��� A�% �������� �� ������ �
��B�� ;�
 ��& �
�3� �7�� �
3���� �&�
 :E��aAB=�

xAH =�������� ��&� ���� axax )(2 −=�% �7�#� 
2

)15( −= ax.

A C D B

K L
H M

E G F
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��,�� 

�8�� �&
� Q��-��� 	
4����� AB.E3���� Y=��ABCD>9�� AC��4��� ��� .E

�
3 $9� B�E�8�� ��� �
!� 	B AC
��
! A����� ;. A��� F2
#3 EF=EB  	�B �

E3���� Y=��AFGH  ���� 	B �GHE�4
. DC;.K.��� $9#�.2AHABxHB=.

�1 Q�-�aAB=.�@2
aAE=

��
��2
5aEFBE == 

��%�3��� K�#47K��& �� ����� ���4��� �� ��
�G� $�9��.

����2
15−=aHB

�@. 6��&�2
53−=aAH

��� $9#� K������� ����� ������3�2
51+== AH

HB
HB
AB.8

8�������� K����� �
#��� $#�� �%� ;3%��� �����3 ����� ��% ���
012 =−−xx.
�% ����� ��% R��8 ��� ϕϕ +=12�ϕϕ 11+=2
# ϕ;3%��� ����� $B�
 .

A BH

E

C K D

F G



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

11

���	
 ����� ���.-�� 
)���	
�� �� �����(

��.�� 
����� 	������ �
���#�� I�3&�� $�# �
���� I�3&�� ;��� E4� ;.C������ 

�3= �
,����/� 
������ $��= �8(����/� .��� Z����� �1
���# 
����� �%��?�� 
/E
���� �1���� /';.	
�G' E
���
 �
. ����� ������� �1��=
�
 ���;.

	J� ;3�� E��.��� $3� �#����.��� A�% ��7��� �&�� �$
��� ���� ����-��� 
������ ... �%�
H�.$&� �7� I��
 ��#��� ����= ��;����� ��398�� 

��7���� /$�#� (�� ��' ��#3�� $3/��� ����� ���&.1�.�/�3�1��&� 
�
3& 
��' ���� �7�1 Z
�� $,����� ��' E����� "�=3�� ��.������ 
�
3&�� ��� �7��39� .


���#��� ���� ;.�%��?�� �
4����� 2
#3 /�&�
 �1:=�� �
3 ����� 
�
N9 $3
�
3 ������ 
�
3& �
3�� .��3 ���1 	�7� /�1 $3G� $&Y=$�9:3 ������# >��. 
	�7� 6��& 
���#��3 �
�3�3�� �
�9���� ��� ��7� ���B� C
�� ;.K��= #3���

Q
3�� ������� ��� 6�� 
���#�� �
�
9�� �
��7��� ��73�4� ;3���� ��A�% 
C������ ��&� 
���#�� �
����
�� ;��� ������� �1	�� A�73 �����#�� ;���� �(�� 

;. 
��. 
�8:�� 
3���.
��%� Z��� �#��� �
.�& �:=3 �J3 ���
3 ��
�7��� �@. ���-�� ����� 

K��4
 ��� ���#3�� Q
3�� ������� �&�� ���39� ��39�� �7� ���� E4� ;.
L
�8�� ;3����.��1 $
��� -�%� �7��� �
#���-K9
. ;.�#3�� Q
3�� ������� 
E�� ��% 
���#��. �
�9��� ��
�4�� 	�:=�� K�4��3 ���#3�� $3��� �.��� 
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�� 3=n��'101=n.
$�B� 6�� :

104
1

52
1

8
1

13
2 ++=

$�
� E�� ��% $����� ;.�
��3 �
��3�� ��� �7��
3� ;7. E��� ���%"�?� ��� �%;���.
��' ��
�9��� ��.��
 �������� �
�����:

6��%�� 6�C���:
�� �
3 $,����� 
������� ;.�
��3 ��
� �&���� ���� 40��:�� �
3��# ����� 

;. �7���# ��� Q�3 �/������ �
�3��� ��
�8�� �7�& 
����� ��
�
#�� �
��
�� $B� 
	
�4� ��-H��� $
&��� K�3#��� �����
#��� �%�
H�.
A�%� $,����� �7�& �/���� �������� ����� ��� �
�& ����7�� E�	���� �:3 6��% 
����/� ;.�
��3�� ��� �
��7�� �������� �
��B�� ;.�
��3 �
��3)	G�6619 (;%� 
�� $&=�� :

�3�� �� ��& ;.�
��3�� ;%x = 8�y = 6���� ;%� ����� ��& 
I�� �(�� ;.�
�?� ���H��
. .

�-93� ���� ������ �
�8 ����� ����1 ��� �4
�� :�8�� �#����.
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$�B� �
�& �7�3�� ;��� ���� �=� .��&�� �
3����3 �9����� ��& ;�
 19
7
1 =+ xx

$# ����
 ��� (��� ��
G �,��8 ��0x�	B�7�� �
�� 0b3� �7$9#� ��� $#�� 
Z
#9�� .
���-.�� 

��(�=�'� ����7��3 (���4�� ��
�9��� 	�%� �4��79;���� �����%�� (��3 ;. 6�� ����
� �
;�. �

�9���� ���-� ;. f��3�� �B�� $
��� �7�� ��& ��& ��)� �#� 6�� ��� 
�%�= $�!� /

�����
% K%� �4. ��
���7�� ��(�=� �)�����
%(Héredote) ;4
�H' `�0� )484 	�G P
420 	G ((10 � "��� �7��� ;% �9� �1 ;�' �C
�H � ;8�0� +
= �$��4. �����7�� �
. ��� :

"�#�� $& ��� Q�.� ��
����� ��3�� ���G ��&��� ��� Q��� 	�G �
����!
� �1 ����!
 �
��� ����
' .$���
. �A�38:�. 6���� ��' K%� �	7�� "1 Q�� ��� $
��� �N� ���& ����&.

 ���
 � Q-8
 6�� �3��3� �
���8�� ��4
� �Q��� �
4
 �� 6���� ." �����
% >
��
 �:
"�%��81 ��7��� �����7�� ��.��� ��' �%�
H �43� �9� �1 ;. K3��� �% ��% �1 ;� ��3


C
�H � ." 
;�����3 Q��
#�� ��
. �
��� Q
-
 $
���. ������
% ��G ��� �4�� ��& ���� $��

)"��� �
H ���
-�� ��% ��& ��' �9�8 (	���� ����7
. ����# �� ;����� �
3 �� C�N
�
 ���#�� A�% $����� ������3 �
�� �� .E
����� ���' �
H ���7��� A�% $
9�-� 	�
�� ��� C3� 	��

 ��
����7�� $�&�=�� R,�98 �� �
B&3 ����
 	7��� �G ��� ��3 ��� �73 	7��
G �1 ��4� ��
 �7���=
 ��#����� ���=:& �/�3# ���& �
����� 	7��� �1 �7?
� .;�. ��
��&��
� ��& �4.

 ���8�� ��4�� ���8�� 	�� �. ;. ��
�� C�-�
 �#1 / �:3 �8-
 ��J
��� $3G "�����= ��� ��#
��
�9��� $�3#��."

2��B��� �#��� ��.�� (���4�� �

�9��� �1 �&0
 �� �
.����� $,����� �� 	�
�� ��
���
 E
3��3 
�,���� �#��� ���
  
���G 	7
�� ���&� �>�#���� �3=� $
�������8/9�%� ��4�� ��

�
��� ��� ;��
π�
3
�4��� ��
4�� 3.1605)��:��48��
� �
��3 �� .(�

�9��� I�� ��&.
 ��=����� �J
������ "!����� K�&���& ��
�3�� 	����� Q�3 	��# ���
  �#
#9 ����G

 
9�;���!�3�� (�.��� ;3� ����7�� 	�� �� E��9�� �
�' F��#
 �� $& $J8 �� ��(�=� � ����% ���G�G >��


�
�
��� $�# ;����� �4����� ���
��
��� �
�&
&� 1998 �R.1.
10 ;. ��
�G� ����% ����
�� 	
�� ��#1 ������ ��3��� ��
=3�� ��� ����� ��
3�� �
1 1991R �.6.
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������/�� .	%�����G �1 ��3
 ��@. �����4�� A�% �#-9 ��� �
%��3�� 	%��� ��� / ���1 �
H
�G�
�' �3�� � �1 ��%�3�� ��' ��73��
 	� 	7�1� �;3
��� ���1 ��� ��.

��>����48�-�� ����� �� 
��
G $9� $���#�π=3.1406�� ��' ��3� E��� �

�9��� ��� �
����� �����:

���� $�� E3�� ;. 	���9��B� ���
G ���#� )$&=�� �?�1 (;�. ��B�B��� �� $& �#���
 ;% E3���� �
��!3.3/2=4.5 �
#��� 
�#� .E3���� �#��� =9;.9=81�
#��� 
�#� .

��B��� �#��� =E3��� ��B�B��� �#���� E3���� �#��� �
3 C�-��81P18=63�
#��� 
�#� .
���� $�� E3�� �#��� �3
�4� ;% ��B��� �#���8��
G 
�#� .;���� � 
�,���� �#��� ��'

 ���� �3
�4� ;% � �%��G $�� ���� $�� E3�� �#��� "8/9� ���� �) =16/9C��(2=
)16/9(2C� 2=πC�2���� π=3.1605 

������ 
1.K�#1 5;.12.

�� $�0��� �-�7;.13�12;.9.
2.��� K�#16��� $9#� ;&� 50)����3 ;. K�� ��' "��� ����� ���1 6���1 50.(
3.�
 ;��� $,����� ��� 6������3 ��� $9#� >
& 6
1� ;. �
3 ��
�G "�9��� K��&�� �7.�

 ;�
 �� :104
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8
1
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2 ++=

4.��
�4�� �
�9��� �4
����3 K���5;.
)3

2
1

5
1
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1( +++

�
��#�� �4
����3 �4
���� A�% 6����4� $J8 �� �7������� 6�&�
 ;��� ��?#J��� ;% ��.
5.G���
�4�� �
�9��� �4
����3 	�19��� 5.
6.	
�4�� "�9��� ���� 	�?� ;. K�&1 :12111 �11111.
7.5�	� ��
�4�� �
�9��� �4
����3 11;.)3

3
1

5
1

8
1( +++
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��#�� �4
����3 �4
���� A�% 6����4� $J8 �� �7������� 6�&�
 ;��� ��?#J��� ;% ���
.
8.��
�4�� �
�9��� �4
����3 	�G�19��� 8.
9.��� $9#� >
& 6
1� ;. �
3 ��
�G "�9��� K��&�� �7.��
 ;��� $,����� ��� 6������3
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 �� :
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1
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1
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2 +++=

10 .����� :�7�3�� �
�&)
7
1(�=� ���� ���� )19.(

$# :

11 .����� :� �
�& �=� ���8)
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1(�
BJB� ���� ���� �7�� �(!� )39.(
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B!� �,�@� ���	
�� ��-�-���� 
�.-��	�� 	�����*

���� ��8�0��� 	
�4� 
���#�� �
����
�� ��' $#����� 
����� �:
1.� 
���� ������.�� ]13C.	P8C.	: [��������� 
�.����� ����
 $�# A�% ���#���� 

�(�� ;.�
3��& �

�-= ��%"
��
� � "�";�
���"���
��7� 2
# 	��&� 6��% �3��& 
�
����� ���� $
�#� �
��% �
��#���� �@. 2���#�� ;��� �(�� ��7
. �&�
 ��%��81 
2���#& 
4
4#�.��� ��
9�8 A�% ��#����.

1.�
�&� �J
�� 
�
N9.
K.��7? F���' ;#J. 3��� $��3� "�4�.
�� .��7? 	��� �
���% ��� ��8-�� >!8���.
$�
 ��% ��� ��-� ��&��� ��' Q�3 $�&=�� �
����7�� ���
���� ��� ����3�� 

�J
����� �,���� ��%�
H� A�%� $�&=�� /$�!� ��' �#�)� �����3 �&�� �
� 
6��% 	
G�� /��
��3 K��#� K��&�.

��1 ;.�
�7� A�% ��#������7?
. �
��� ��� I���� �#3�� Q
3�� �������� 
�%� !��3 
��
� �
��
� �
��9�G�� 

4
�
-�����
��� ����
� ��� �-��� �
G�=��� 
�#3�� ������� .���&

4
�
-�� ��N� �3��&� ��
��31 "��
 Q�3 ���8�0��� �����
�� 
$�B�1 �����%(Hérodote);.��N� `�0�� �
3& ����-��4$3G 
����J"�1
���#�� 

�
����
�� ���1 ;.�7�
��3 ��� 
���#�� �
4
�
-�� �
�3�3��� �
�9����".
	��� ��� I������ ;.�4B�� �1����
�� ���81 >��#�� �
��3�� 
4
�
-�����.��1� �

�7
�'>��#�� �&�#���� (les voyelles) ���
H� ;.�3��& Q�3 >��#��.
2.� 
���� ����!��]7E.�"6E.�[

�7? ;.A�% ��#���� ��9�G� "���� �"�4� ��
� ��� ��9�G/� ;#J-�� 
��
��6�&�#/� �
3 K�=�� "�9��� ;�3�3��� 4
�
-���;���7� K�=��� ;����
�� ��
�7� �I�81 I�1��' ��7? 	�?� ���� ���&��� �
�4����)���
4�� $�
&���(... ���
�
��3 ��7? ��4��� 
������� ���A��J������.

��& �7? ;.
��-�� A�% 	&#�� ;������� (Solon)�]��,�� ����& 	�&#� �����
�� [
�
���G ����� ��#� R�8=�� ����
4�� �
�,�34�� �
�,�=���� .��# Z��� R�8�=�� 
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��%�����3 ;.
������ .� 6������� ��9�G/� "������ Z391� ���#3 ���� ��' ��� ��
3& 
�� R�8=�� ��� I�1 ��' K�� �
3��� ��F��8 E������ ;����
��.

�7?. E���� �
�� �
���43 �
�
�� I�1��� ��% ������' 	7���
� ��� ����3 
I�81 $B� �
���
� �
3����� �
�49� �
�D� I�N9�� �#3��� �����.

��� L,��� A�% 
��
��� �
��
��� ��7? ��=� ;.��4B ;����� ;�. A��% 
���������� 
�
���� .I�:. ��' !��3 ����� �
.�4B �����& ;�
� ;.�
�D I�N9�� 

������ ;�
� ;.�
���
� �
3����� ������ �

��H�B
-�� .�
9�8� A�% �������� ;�% 
�
-��. �
��
�� �
3�1�.�4� ��7? ;.A�% ��#���� :
-��
��
��� ��3��&��� E��-��-�� K����.
-
3����� K������)���776 C.	$���� 
��(

-��� ���� (Villes états)$&� 
�#�� �7�� ���
� 	&#� $4��� ��� I�1 ��' �.��� 	7�
3 
;. K��#�� ��
��3���� �
��
���.

��7? ��� I������ ;��
��� ����=� ���% ;.�
�?� ������� ��
� ����� 
���H�B. .��A�% ������� ���& ��0� �:3 ��&�� �&�
 A�
�-� ��3$,� ��
3���# 

$&� Y=�3��� ������3 �1	�� �����)��&�� �%��� (��# ����7�� ����# ���' �����1 
���3����.������ �
�&=��(Nombres figurés) ���� I�1 ��73 ��=��� �&-��� ;-��-�� ��' 

��7? ��=� �
3& ;.����
��� ��� I�1 Q�33 �
8�0��� �1 ��4��/� ��' ����7�� ;%
;��� �&���
��3 ��
��
��� ��
����
�� /'���1 I�� �1	�� ����� �%C3���.

3.� 
���� ��&�������� )K�# 	�7-��� ;����
�� 	
�4�� /K�# 	�7-��� "�9���] (5C.	–
4C.	[

��7? ��43� ;.E������ ;����
�� ��&�� ��)����#1 �
3� K���1� (�!�3� 
���� K�# ����� ;.��H��
��� ;.K��� ��
���
' ;.� �
�D �I�N9�� f�3� ��� ��&� 
��
B1 JB� 400000 �&�� ���#1)�
���� (�360000 K���1 �
3��.

��&� 	�?��� ;���4�
� 	�:3 ���� ���&�� R8
� �4. �
������ .E�=� ���% 
	�?��� ��=��� ;����� ;-��-�� �;��
���� !
��� ��=��� ;��
��� K��#��3 �
3 ������ 
�� $&��
�� ���& �
�� 
��
��� ��� I�8�� ��$��1 	&#���� ;�. ��=���� 

�"��9�G/� ��& ���& K��# ��
�� �
3 K�=�� ;����
�� K��=� I��81 ��
��/ 
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���-�� A�%� K��#�� ���� 	&#�� ;����
�� �-
�� .�
H �1��=��� ;��
��� ;������ 
	�4�
 ����3 E���3� �
3&)K�3�� �7�7��.(


9�9�8/����;.+
��� ��
��
��� �����
 �:3 A�% ��#���� ;�% 	�%1 
$#����� ;.��=��� ;��
���;����
�� ���6��% ���� ;.�
-
& $���� ��#� ;�. 

�
�& F���' ��
��
���.

4.� 
�� ��-1�����1�� ]3C.	P7	[
��#�� E��� �
�� ����
�� �&�� �-93 �
!��� 	�#� 	�?��� ;�8���� >��� 

�=����;.�4B�� �;������ �
H �1��% �
8�� E��� F��8 �J3 ����
�� ��&� 	��?��� 
;����
�� ;.6�� ��G��� ��' ��%�� ��9�G/� ;����
�� ;�8����� >���� ��=���� 
�;-��-�� K�3�� �
��
� ��
�8�� �&�� 6��% �
=�� �
�� ���
��� ��9�G/�� �.�4B��� 
F��8 ���#�� �
����
�� ��
�4�� 9�8��;.�9�)�#� 	&# ���&�� �
3&�� (��7?� 
��� 
$�� �
����
 :3;.����
�� 
�#��� ;.��-��)	&#�� ;G�����.(

���&	&#�� ;����
�� ;.A�% �4����� ��	7� ���
#�� ��=��� ;��
��� ��@. 
E�= �
=�� ��
��
��� �
�3�3�� ��
�4�� -�3��� �1��% ��=��� �%��#���� ��
��B�� 
�����= ;��
��� ;�3�3��-�
H ��1 ��K�9�� $9-�� ;.A�% ��
��
��� $%�
�3�3 
�1 *�
����
 $%� 6��% �
B:� ;�3�3 ��� ��
��
��� *�
����
�� 

��9J8 $�4�� �1Y=�� ��K
�N ;.A�% ��#���� ��%��%�� ��=��� ;��
��� 
;-��-��� �
3�� ;.��3 	��)����
�� (���
3 �%�=� ��=� �
3& ��
��
��� �-��-��� ;.

�
���&� � ��9�3 ��&� �
� �
�9� $3�%��=� ;����
 ;.�9�.

���	� 
��	����� ��-�-���� 
$�=� ��
��
��� �
����
�� 	�� �K��#�� 	�� ������ 	�� �����7�� 	��� 6�-��.

� � H ;�� :1�3 	�� 6�-�� ;.��#���� ��
��B�� 2
# ��7? K�& ��=G���� �
-���. 
�
��%/ �7�� ���3��� �
���3 �	����� ���%����� ;.*(����� ��;%�&�# 6J.�� 

*��=��� ���%����� ��(��� *(����� ��,�1 �7�� �
��� I�81� �
��%/ �
-���. .
��3�&� �3�& 
�
�� ;.��% �K����� �
H �1A�% K�&�� �-��1 �1��G�#1 �1��B�3�.

	%1 K��& ���9� ;.6�-�� 
��;���� –��3� �%	%1 K��&-R8�
 	��
� $�& 
��������� �
&�-�� �
����
�� .��%� �&���K�;������� ������
��3(La  Syntaxe de 
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Ptolémée))M�. ������4�� (��
� ����7�1 K�&�� ;.6�-�� ��' ��# �)� .���& 
$�=
 6��& ����7�� ������� .	���� ��% K��&�� ��� �
(���� K���� 	�%� 
�����
��1 A�	�� ;������ .��
3������ 	�A�.��
 	��3 La Syntaxe $3A�.�� 	��3 ;������� 

)�3&�� K��&�� ;��
(���%� 	�/� $�
 ��� ��1 ��	?�1 K�&�� .�3��
� ���1 ����=��� 
�
&�-�� ��� K���� (���3� ����4��8	.

� � 5��
�� :/>��� ��� �
B&�� (��B���3 ��1 ����
 ��� >��#�� �
��3�� �
����
�� 
��� $9�� 4
�
-��;;%�24�.�# .	�?�� ���� "�=� �
H� ;����)"1/	��7
 

E����3.(

χ β γ δ ε ζ η θ ι κ λ µ ν ξ ο
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 
π ρ σ τ υ ϕ χ ψ ω ∋
80 90 100 200 300 400 500 600 700 800 900 

'α 'β 'γ 'δ 'ε 'ζ 'η 'θ
1 000 2 000 3 000 4 000 5 000 6 000 7 000 8 000 9 000 
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� � ���-.�� :;%�#3 �����	��
����
�� ;%� 	%1 ���
� 	�%1 �3�C
�H � �
� �4. ��� 
K��� �������� �7�&� ���� �7�:3 ���1 $&��
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H ;��� .6��� >
���& (;=�� �A��3 �4. ��&
 

������ ��
�!J�� ��7.��� ���� �
�. "1��7�� �.���� �B&1 ����8)� >
������ ;����� ��&
 

��/�3 (;= >�� �43�� ��B� ��-
��� �%��
 �3=1 
���3 ��H�-� >
���& ���4��� ��:3 ��$34
 


��
!�� ��94����.�.
��
!� �7��� �3��
 �7��7-� 	�7-�3 ���4��� 
3&���.
$& 6�� �3����� ���
�G� �4. ��,� ��' �7=1 ;
��
� �	����� 	74��1� ��B1 .6�� �1$&

K��� ��
��
� ;.������� �
,���3/� ��
���B��� ����4�� 2��B�� $3G ��J
��� ��# >9��� ����G 

���% ��& ���
 ����7�� �
������ ��� �#��� "��� �V��8� ��
�G� ;.K��& 9���$.�4� �-��8� 

	�1 	����� ;.�7��N� �7������ �%�,�4�� �73�&� ��
�
��� �&���� $&��1 ��3 �-�1 �1�B�� ��
�7,�31 %����1��.�&�� ������1 $9� �7
�' K��& $�9�� �N�3 ��� �1��� �#� ��� ��# ���81 

����3� 	���� 	
%�-��� 
����
��.

��� K���� �1��% $���� "��� f�3 ���. ��� �
���� � ��% f�3��� />��� �����
# 

�9�8�� I�� �1$�1 ���
��3 	&# �9� )��323 ��'284 (A������ �
�:�� ����� 

���
��
��� ;.�3�&� �
���&� � 
�
7=�� b�%:=�:. ���
�G� K�&� ��� �73�3 :V�����%���7��� 

������".
��� ��4� �1��
�G� ��& ;.F�1 ���=� ;���� � ;���# ���300  $3G �J
��� ;.
�
���&� � ./�I�� ���!� ��Q�8� ��% ;.$
9�-� �������� ��4
4#���� ��
���� �3,���� ;��� 

���3 $�9��� ��' ��% 
�4����.;-&
 �1�&����1�

3�N�� ����� $&��	7
�� ��$,��� 2#3 

������ ��;.�����8��� �
4
�H � �
�
�J��� �
3����� ��
�3���� ��� �
=
 ��K
�G �1�
�3 ��' 

"1 (;= C���
 �&-��3 ;4
�H � ��# ��9 $
#��
 �1��&
 �1$9
 (���� ��' �
�� ;.��% 

����
��� 	7��� /''��>=�&� ����8� ��
�� 	�A����
 .�8:��. 	%�
�4�3 ���% �&�� ��;�
 ��
+
������ �G��&� 
�
-� ��
3�� $���� 2��#�� ;��� �#� �%��93 :



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

45

���743 C.	:;.�� ���J.1.��&� ��
�G� �3��� ��3 ��� �&
 	��8:
 ��7��3 ;�����.

���233C.	:��1 ���&�� (��33 ��
�� �
���&� �.
���223C.	:;.�� �����1 �G� �81 ��
�G� ��7��3 �;����� 1����&# A�-�� ;.�3��& 

��� �#� f��3 ������� �&�� ����1 	��=
 ��' ���
�G� 	�� �-
 ����
%��3 ���&#��� ��:&. 	�� 

.��
�.
���287C.	:��� ��
�8�� "��� ��
 	?�1 �
�4� �
��
� �7.�� +
�����.
�4. ��&
 ��
�8�� ��� $3G 
�.� ����
�G� ���' >��8 ���
�8�� ���&. A��9��� 

���N9/���
���3 ��&%� ��& C
�H � ;.�
��4�� E3���� 2��B��� $3G ��J
��� ���& K�H K&�& 

l!3 �8D.

�G� E�� ��
�G� 
�� K�& ;.���
��
��� K�&� ;.6�-�� ��
�9�3��� ��&
��&
���� 

4
�������.�&�� ���7= 	�4� ��� K��& �#�� �%���4���� (Stoixia) "��� A��� K����� 

K��& ���$�9 >��
� �
!
��� �3 	���3 The Elements of Euclid �3� �
����-�(Les 

Eléments d'Euclide) �G���� ��
�G' ;.�BJB �=� �(!� �%��� K���� ��/�4� ��.��1� 

�7
�' :�8 �
1!� �
�8D ��
� ��
�G .

;.� ��% K��&�� �-�
 ��
�G� L7�� ����1�;����� �&�� E�9 	��� >���
 
$& 1���3 ���E�9
 /������
 ��K
�7� L7�� 	����� �$��� ��' 	!� ���� �6
�'� 
��
3 6��:

1.
�
�� 	
%�-� �� ���4��� �
�� $��=� �� $& ��#� ��-
���3 ���4� $& 1�3
 �1.
2.������ ��8� ��
7
�3 E��� �-
��� ���=�� �BJB ������ ���4��� ;..

����!���:�7�� �&��:
P��� ��4 :�� (!� / (;= ;%11.
P�8�� :�4. $�� ��.
P�
�3�� ) :Z���� (�4. Q��� $�� ��.

11 �G�� �3 ���G >��
)�.910	(C�� / � Q�� /� $�� / ;��1 �� ��3 / (;= �7�:3 ��4��� .>���

 ���7�� ����9 ;�� $8���� ���G�G����
3���� ��
��
��� +
��� $�# 2��B�� ;3��N��� �4����� ��G�� �3 ���4� 

!�����,�1P3/12/1990��
��
��� +
���� �
�,�!��� �
����� �4����� $���1 ;. �)�=�(����
� ���,�!��� �
��
������ ����3����1998R �.67.
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P
�8�� ��
4����� ��
�3�� �
��!�� �:��
H ��� �
����� ��8�� �� ��%�#1 >��#�� ;%
���4���.

P��,�4�� �
��!�� :�
�3�� ���� �
���� �
�
��!�� �X
9. �	
4��� �8 ��� 	
4��� �8 	�G ��' �
���� �� $�4
 	,�4�� �8��� ��,�G �
��! ��7�� 
�#�� $&� $
G ��
�
�����.

P
�,���� :;���� ��
4����� ���8�� $&� ��4� ��8�� ;. ��#�� �8 �3 �
#
 Z��� $&= ;%
Q�3� �7��3 ���� �8�� 6�� ��' ;7���� �7�� F�8�.

P"!����� :
�8�� �#1 	4
 	� �'�81 �'� ���3�� �8�� ��� ��
�7� J�3 �
�7��� ���& ;. ���
��
!������ ��7� $�4
. �#�� Z�� ;. ��%�.


��.�����12 :
1.�
����� �#�� (;=� �
������ (�
=��.
2.�
����� L,����� ���& �
����� (�
=� �
����� (�
=1 �-
�1 ��'.
3.�
����� ;G��3�� ���& �
����� (�
=1 �� �
����� (�
=1 �#�� ��'.
4.�
����� �
H L,����� ���& �
����� �
H (�
=� �
����� (�
=1 �-
�1 ��'.
5.�
����� �
H L,����� ���& �
����� �
H (�
=1 �� �
����� (�
=1 �#�� ��'.
6.�7�
3 ��
. �
����� ;% �
�&�� �-� >��� �
������ ��
�&��.
7.�
3 ��
. �
����� ;% �
�&�� �-� >9�� �
������ ��
�&���7.
8.�
����� C3���� ;��� (�
=��.
9.(!��� �� 	?�1 $&�� .


�� ���� :
1.�
����-� �
��4� "1 �
3 $9
 	
4��� "1 �� .
2.(�=� �� ��43 ����4��� ��� ���#� 	
4��� "1 �� .
3.��G >9� ":3� !&�� "1 $�# 
�,�� 	�� .
4.�
����� ��,�4�� �
��!�� $& .
5.��� �8 EG� ��' �
��,�G �� $G1 �
�7� �� "1 ;. �
�
�8���� �
�
��!�� M���� ��&. �
�8

��
4��
 �7��� 6�� ;. ��� ��' �
�8�� �@..
K��&�� �/�4� $&� �#��9 >
������� ��������� ��
7
�3�� A�%�.

���&. �73 �9�8 ������ ���4� $&� $��. K��&�� ��% ��
�G� 	V?� �G�:

12 Euclide, Les œuvres d’Euclide, F. Peyrard (traduction), Paris, Blanchard (nouveau tirage), 1966,  p. 3. 
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F��9� ������� 
B ����� ��
4���� $�&�=�� R,�9�8 ���� ���%�3� �
�3�1� ���B� �-
��� �
�=�� �BJ

��#����� C
�� �� I�81 ������ ��' �������� Q�3 $
�#�� "!����� �
�?�� MJ��� .
��-�3�� ������� 

K����� E����& �
3��#�� ��
����� Q�3 R,�98 ��#� ���%�3� 
�=� E3�1� �
-
��� "�#�
� 	��8���3 ��%�2�B� ;. ��GJ��� Q�3 ����� ��
���7�� $�&=�� �#�� .

�
���% �
��B�� ������ �� �/������ $��# �
��� L���� �
��B��� ����� ���4��� .
�3��3�� ������� 

!�&���� 2
# �� 
�,���� R,�98 ���� ���%�3� �
BJB� ��3�� �-
��� �=� ���8 �����
� EG�� �
�#�� ��������� �������
�,��� �3����3 ��4 .

�!����� ������� 
����#'� Q�3�3 �7���3 �,������ �GJ� ���� ��%�3� 
�=� ��� >
���� ��3� �����

��������3 �7���#'� �73 �������� .
����+�� ������� 

K������ ���� ���%�3� �
�=�� ���8� �-
��� �=� �
���B ����� .
������� ������� 

B� >
���� ��3�1 ����� �� ���� ���%�3� �
BJB� �BJ $������@3 ������ �/�4��� ;. (��
�?K������ �
�.

�!����� ������� 
	��4�� L����. ������ �
�?� ���� ���%�3� �
BJB� ����� �-
��� �
�=�� �
�B� ����� 

�
��!��� �
����� �3������� ������� �N9�� 6��=��� >������� �3&�� 6��=��� .
����� �-��3�� �� 

������ �
���7�� ��
������� ���� ������� �
�?�� ���&� ;%� ���%�3� �
�=�� k��3� �����
�
��� �
3 ;���7�� .

�!����� ������� 
�%���# E�� �
-
&� �
���7�� ��
������� ����� $9��� ���%�3� �
BJB� ��� ����� .

��2�!�� ������� 
�,��� >
���� ��3�1 �����(��9�� ������ ���� ���%�3� �=� ���8� .
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�2� ����
�� ������� 
�-
��� �
�=�� �
���B �����)�
G�3�� �/�4��� R8� (����7�� ���� ���%�3� �
BJB� �����

�
!������ W����� ��� ��������� W������ �
��!��� ���8�� L����. ������� .
�2� ��-�3�� ������� 

�=� ;���B ��������%�3� ��=����� ���8���� 	�7�� 	�# L����. ������� ����7�� ����

Q�3�� �7��33 �7�GJ�� ��������� .
�2� �3��3�� ������� 

�	��7�� ;�%� ��?����� W����� ��� ���8�� �������� ���� ���%�3� �=� ���B �����
8�� �7��� �
��&�'� ;���=��� ��=� ;�B/� �A����� ;���B �K�&���
�& $.

�
���4� $�9�� >
�1 �G�13 .
;. $B���. ���%�3��� Q�� ;. ��
�G� �
�7�� ��1 :

1.��%�3��� R� (���' .
2.C3��
 $&=�� �1 �
3
 R�� ��
��31 >��#3 ��#� $&=3 $B��
 �R�8 ����G (���' ;. ��

K������� ��
����� ��
3� ���%�3��� R�.
3.�=� � C
�� �� ��%�3�� (���'
������� ������ �����3 ;���7�� (.
4.
��3� 6�� K4�
� ��44#� �G ��%�3��� �1 �
3
 R� ;�:
 X	B "K������ �% ��%�."

���� ������� ���
�� $9# >
& �&�
 �1 ��� ���%�3��� $# Q��
 ��
�G� �1 ��� ��73�
 �
�#��� �4
���� ��� ����
 �
%��3�� Q�3 ;. ��1 /' ��
3
&���� �4
���� ��%� >�8��3 ��%�3��3 �


��3���� ���4��� �� ����� ��%�3��� ;. A��� �� .

0�C9� 5��1 0�
 
�	����:� 
��4��/�� Q����/� �� 	��
 	� ��1 /' 
�7= �� K��&�� �44# �� $& 	H�.

��&��3 ��&.(Proclus))C.4	($��4
 �' �
�4����� $,��1 ��" :�
�3 >�V�1 ���
�G� X�'
���&��
 ���� ��� ��
B& 	V?�. ��
��4�(Eudoxus))C.4C.	(KV��%� 	��?� �
H ���

 ����
B �3�& ��� ��
B&(Theatus) ����& ���&.1 �� ��
B& �� $
B� / M��3 (��3 ;. Q��� 
A�43� �� ��?�1 	��1 ��,�� ." 

13 �=� ��3���� ���4��� ��J&�3% ��' K��� ;��� ( Hypsiclès ) )"�J
��� ;��B�� ��4�� �� $��� >9��� (
"�J
��� ������ ��4�� ;. �!��1 �=� ����8�� ���4���� .R �C3���� E����� .21.
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"��&�� C�#�' $�4
�)257/873 (��,��� Q�3 ;." :���
�� 6��� Q�3 ;�. ���� �
�
#� / ;��� ���8�� 	����� ���9 ��7
. �&� ���X���� ��
���3� �
3���� �
3��& K�&�� �,�!8
 �
���4�� $:�. 6�� 	��
 �� ����
�� Q�1 ;. ��
 	�. �
3��&�� �� 6-
 �� K��. ��7�� �B&:3 
�&

 	
��G�� �� �
�� .��
�G� ���� ��93 J�� I1� ��1 �
��0���� Q�3 A�38:. 
������ �����9�
 $#���� 6�� 6���� K��&. ��3 	�4
� �-�� ��% ;. 	�&�
)�
4
�
. (K��� �
3��&�� �8�� �
�' �X
��

 $�%1 	���1 ��
�G� ��&� ��3 ��
�G� ��' 	�4�� $#���� 6�� $�-. ��7&. �� ��
�G� $�0� ���
 B ��7
. ��
���31 Q�H �� W�=� �
3��&�� ��1 �� �X�3. �����7��3 ����! k����9 ��� E�� 	

���' �3������ �=� 2JB�� �/�4��� 6�� �� 	�4. ���8�� �������� A�% �.��� ��' $�9���
��
�G� ." 

K���& E��� �1 $�# 6V=�� �� ��! �=� ���8��� �=� E3���� �
,!��� �1 ��
1 $
G ����
 ��#�� �98= �
� $�9��.
�� �������/� 	%1 �1 /'$�# ��:

�!����� �� ���� 
�1 �������� ������ �� �

��
��� Q�3 �7�4�1 ��
7
�3�� ��' �%�.��1.

����+�� �� ���� 
�

���
��� �� �
B&3 E.� �� ��% �/�1 ��
4��
 ��7�1 �&:�� ��# �
�8�� ��� �1 K�
 	& �' 

�
&��� 6��� ���8��. ���:���� A�% R� ;. ��B#3
 �1 .
0�9�:��
 ����3�. (/0�% ���� �"!������ ��8D >�
��� (���' ;. $B(Philoponus) 

��
�����3� (Posidonios).
*-�3��:���� ��7� ��,.�&� I�81 ������ Q���.�3 ��%� �7��3B' K�
 ��%�3� ������� ��3��� 

�&��3 (/0%����
��3� (Ptolémée) 	�
8�� ���� )�.1123 	(;�������)1201	P
1274	(�� "��� "�
&�� ;���
 �� �
.�=�� ������� �7� $(Saccheri))1667	P1733	(�

�
�
�G�� �
H ����7�� ��7? �
��3� �33� ��& ��% $&.
����B E��� �1 ��3. ��������� �� �
�� M�� ������� A�% �3��� ��
�G� �1 �&�
 ���� 


��. ������� A�73 $���� 1�3 ����� ���4��� ;. �
�G �
�=�� �����7��3 ����%�3��� A��% �
�4�����.
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0�C9� 5��1 K�2� ��%�� 
�#�=� $�9�� K��&3 ���!��� ������ >��8� �� ��
��
��� (���� 	�%� �4� 

�������.
�3�3 �� $& �#�=Pappus)()C.3	(�&��3���
���1� (Aganis))C.1	(

��
% 	�G�(Héron) ;. K��&�� �����3 2��B�� ��4��"�J
� ��
B A��# ��G ;���#3 A��3� �
"���&� �(Théon) .

��' $�9�� K��& 	��� �� $�1 ��� �3 >��
 �3 F�X�#�� ��&. �K���� ��� ��1 
�
=��� ����% �7� ;. �
3����)170/782P193/809 (	B ;����7�� $4���3 $4��� ��% >��
�

 ���:��� �7� ;. ��4� ���1)198/813P218/833 (;���:��� $4���3 >��
� .
�
�# �3 C�#�' ������)�.298/910 (;���#�� 
�G �3 �3�B �#�91� )�.288/901 .(

 "!
�
��� 	��# �3 $�-�� ��3��� �31 �#�=3 	�G�)�.310/922 ("�%���� �
�� �3 ��3����
)�.830	(�!�8�� �-�� �31�)�.965	(;���!�3�� (�.��� �31�)�.998	(	��4�� �31�

 ;&����� ��#1 �3 ;��)�.987	(	B
7�� �3� ��#�� �3 ��#�� ;�� �31�)�.1093	.(
;3�N��� �&=�� ;31 �3 ��#� �
��� ;#�� ;����� �
��� �
9� �� $& A��# )�.1280 

	("��G����� >�=1 �3 ��#� �
��� ��=�)�%�!�.1227	.(
����&$�1 ��&�� ��3� ��� K1482�
G��3�� ;. 	.
��GR�& ����. ��=� E����� ��4�� ;. $�9�� K��&� ��
�G �8�� ��&
��-�� ;. ���� 

l�3
�% �8�� �
�� C4#�(Heibreg).
��� ;.�1908 2
% ����� �=� (Heath)(�!�1 �BJB3 ;4
�H' $91 �� K��&.

�
��� �
���-�� �N��� ��' 	��� ��& ���3 >��� �� ����� �(F. Peyrard) ����1819 �
6���
-� ���& �
��B���(B. Vitrac) �
3 �� 
��-�� ;. 1994�2000.
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������ 
I.������� L�C-�� 0 
 
<.)���.�
� K��&L(VI, 16) :( ��� ��7�� 	?��� 
��
! ��&� �
�3�� �
��� ��� �1 �
��

 ��3�� ��� ��� ;G�3�� ��& 	?��� �� �94� ��� ��N9�� ��& �N9�� �� ��
1 �94� ���
��3�� ��� ;G�3��.

5.)���.�
� K��&L(I, 27) :( �
����� ��%(���� ��7����� �
��� ���1)��3��1
 M������20(������ 96.(

�% .)���.�
� K��&L(III, 4)(:��& �%�#1 �� �7����� E3�� W�� ��' ����1 �BJB ���1
��3�� L�����.

II .��� L-�� 5�1� 
���9�� 0#������ �
�	�� ���C�!��� $����� 0��!���� *��
 0
�� ��, *J H�<� ������ 0
�� *J � �!����� ��	�����:

)���.�
� K��&L(IV, 27)(:�� ��&
 "��� E3���� $B� ��� ��94� ��' �3�&� ���� �1 �
��
 E3�� ��� ��� �43
 ��,= 
�� 	& ���� 

���#�� (;= E�� �� K�&��� Q�-�. ��� ������ Q�-�� .���3 K��&��� Q�-� �1 �
���
 ��3�� $����� ����� ��94� .��,= 	& (�
=1 E�� �� E3���� Q�-�. .�
,
= E�� �� ���-�.

 K�&��� �3��. �$���1 ��3�1 $���
 $���1 ��� /' K�&��� ��@. �$���1 ��3�1 ��3�� ��&
 ��#
 . $����� ��3��� ��� �%�
!�� $����� �����3 $����1 
�=� �����
 ��#�� �3�& ��&
 .	��4�.

 ��#1 
�=� $���
 �#�� (;= ��� F�8
. $�� ��� E
���� .�,
�= K��&��� E��� ����. ���.
�-�1 ��&
 ��#�� .��3 >��� �� �43
 "���� ��,���� �,���� $�B�1 ���� ��,�� E���� E3�� ��&
�

���=� ���� E3�� ��� �%� �,���3�1 �,����.

� �4. $B� ��� ��94� ��' �3�&� ���� ����)E3�� (�%� E3�� ��� ��� �43 ���� E3�� $�B�1 ���

�=� ����� >�1 .

III .������� �����MN� L�C-�� ��C�!��� $������ 5�1<)'�� �9 0�C9� 5��1: (
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1.��-�3�� ������� �� F��9� �-,����� :�%�#1 	�4
 ��
�
4��� �
�8 $&�	& �	��G:3 ����& 
�	��4
 	�� "��� �8�� �73 �
#
 ;��� W����� ������ ���� ���8�� �3 �
#
 "��� Z���� �@.

	��4��� �8)� �8�� 	��G1 �� �#�� $&�.

2.��-�3�� ������� �� ��-�3�� �-,����� :�8�� E3�� �@. ����& 	& 	��G:3 	�4
 	
4��� �8 $&
�� �73 �
#
 ;��� W����� ������ ���� ���&����G1 �� �#�� $& E� ���& �8.

3.��-�3�� ������� �� �3��3�� �-,����� :"��� Z���� �@. ����& �
��G "1 ��
��43 	�4
 �8 $&
	�4�� 6�� E3�� E� �8�� ���G �3 �
#
 "��� Z���� ���� �
��4�� �#1� ���& �8�� �3 �
#
.

4.��-�3�� ������� �� �!����� �-,����� :3 	�G �8 $& E�3�� �@. ���G� >
& ���G ��
��4
��
��G ;�3��� ���� ���& �8�� �8�� ���G �3 �
#
 "��� Z���� >�� E�.

5.��-�3�� ������� �� ����+�� �-,����� :��
1 	�4
� ��

����� �
��43 	�4
 	
4��� �8 $&
 � �8�� E3�� E� ���-��8��� ����4�� �3 �
#
 "��� Z���� �@. ��
-��8� �
��43 ;��4� �
3 "��

�8�� >9� E3��� ���� ����4��.
6.��-�3�� ������� �� ������� �-,����� :��8 ����� ;. �
!� ��
-9�3 	
4��� �8 	�G ��'

 ��8�� >9�� E3�� E� 
��
!��� �
��
!�� E� ��& �8�� �3 �
#
 "��� Z���� �@. �	
4��� �81

��
!�� E� �8�� >9� E3��� ���� �$���.

7.,����� ��-�3�� ������� �� �!����� �- :�@�. ����& ���G "1 ��
��43 	�4
 	
4��� �8 $&
 ���& �8�� �3 �
#
 "��� Z���� >��� ���� ���� ��' ��
��4�� �#1 E3�� E� ��& �8�� E3��

���� ��' �8�� 	�4�� E3�� E� �	�4�� 6���.
8.��-�3�� ������� �� �-��3�� �-,����� :� 	
4��� �8 $& ����G "1 ��
���43 	��4
 Q��-

 ����� ���
!��� �8�� E� Q��-��� �8�� E3�� ��@. �
��4�� �#1 $B� ���� ;. ��!
� ����&
Z���� >���1 ��3�� �8�� 	�4�� E3�� E� �
!��� �8��� Q��-��� �8�� �3 �
#
 "���.

9.���-�3�� ������� �� �!����� �-,����� :������ �
��43 	�4
 	
4��� �8 $& �
���43� �


 >9�� $9. �% "��� �8�� >9� �� �
�,�&�� �
�3���� M���� �@. ����& ���G "1 �
-��8�

�N9�� ���G ��� �8��.
10 .��-�3�� ������� �� ��2�!�� �-,����� :��8 ���� ;. ��!
� �
-9�3 	�4
 	
4��� �8 $&

 � ���� ��' �
��
!�� E3��� �
��
!�� E� ��& �8�� E3�� �@. ��81 �
�,�&�� �
�3���� >��� ���
���� ��' 
��
!�� E� �8�� >9� ��� �8�� >9� ��.
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11 .��-�3�� ������� �� �2� ����
�� �-,����� :��
4��� ������ ��8 	�4� >
& ��
3� �1 �
��
 �� �,�&�� E3���� �
���� ��
��4�� �#1� ��& �8�� �3 �
#
 "��� Z���� ��&
 ���G �����-�

�8�� 	�4��.
12 .��-�3�� ������� �� �2� �!����� �-,����� :�
���� ��3�� �#�� $��� >
& �
3� �1 �
��

	���� 2�B�� .
IV .*����� L-�� 0 
 

�-,����� 220�C9� 5��1 �� F��9� ������� �� E(I, 22) : �� �B�B� $��� >
& �
3� �1 �
��
�� �
����� �
�8 $& �1 ��� �����-� ���8 �BJB $
3� �� �2��B�� �8�� �� 	?�1 �7

2��B�� �� 	?�1 ����� ��' ���J�1 �� �
��� $& ��&
 �1 �% 2�B���.
���B� :���8 �1A, B, C   �1 ��� ��B�B� �7�� $��� >
& �
3� �1 �
��� �����-��� �BJB�� 

M����A, B�8 �� 	?�1 �#�� �8& C;�8 M����� B, C�8 �� 	?�1AM����� 
�8 ;A, C�8 �� 	?�1 . B

�8 �%� �
�7��� ���#� �
H ��
4��� ��8 �8�.DT$9-�� DZ�8� �
���� A$9-�� ZH

�8� �
����B$9-�� �TH�8� �
���� C.
o ��4� $����Z��33 �8�� �!&�� ZD
�,�� DLK ��4� $���� �H��33 �8�� �!&�� HT


�,��TKL .�� F�8��K;�8 KZ, KH.
�4� ��. �Z
�,���� !&�� DLK ��8 �
#��� ��' �7�� F�8 �G� �ZK, ZD�8. �ZK

�8 $B� ��'ZD�8 �&� �ZD�8 $B� AE��. �ZK$B� A.
��4� �@. ��
1H
�,���� !&�� TKL ��8 �
#��� ��' �7�� F�8 �G� �HK, HT�8. �HK

�8 $B� ��' HT�8� �HT�8 $B� A���9. CE��. �KH�8� ���� C.
���9. �G ��&�ZH�8 $B� B.�
3� �1 ����1 �� 6��� �K������ ���� .

V.O�, H�1�� ����� 0�� ���-!�� �� P*2� *��-.�� 012�� P�&�� /� *����� L-�� 0 

(�-,����� 
��%�3���47$�9�� K��& �� ����� ���4��� �� E(I, 47) :E3���� �@. �
��!�� 	,�G 2�B� $&

E���� �� �,�&���

G�3�� �
����� �� �
�,�&�� �
�3���� M����� ���� ��,�4�� ���
 "��� .
���B� :��,�G �� K 1 2�B� �� �� 1 K �
��! �1 .�� K E�� �� �,�&�� E3���� �' $�G:.

 ��%� ��1 K 1 ;��� �� �
�,�&�� �
�3���� M����� ���� ��,�4�� �� 1 K �
��!� ������
�
��!��3 ���
#��� ���������,�4�� .



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

54

$���� �% � �� K E3�� �&
�� �
��!�� 	,�G ��3�� �#�� �� K �8 ��� $��� ��1 ���%�3
 1 ��4� �� F�8�� �
��!�� ;�,�G �� 6 � 1 �W ! K 1 ;�3�� �� 1 �K1 ;�8 ��� ��
1

W �� �� 1 ;�8 F�8�� �% �� �� K ;�8� �
!��� $ 1 �8.
1 ��8 1 K �8 �� 1 ��4� �� F�81 �G ���. �
�3�� �� 2�#. �
�-��8� �
�7� ;. ! 1 ��� 

��� $9�1 �G ! 1 ��� 1 ;�8 �@. ���,�G ��7�� 
�#�� $&� ! 1 K � �� 1 K ��
��!
��#�� ��8 ��9. ���4��� .�8:� ��,�4�� � K �� �
��!� �
���� ��,�4�� W K 1 �
��! ���

��!� �
���� �%��:3 W K �� �
��!. ��&��=��� �� K 1 �
��!�%��:3 � K 1 �
 .K E���
K 1 E��� ���� W.�� K E��� ���� � K E��� .1 ;���� ��
���� �� W �K W ����.

 K 1 2�B�� �
���� W K �� 2�B��� ��&
 �W K �� �
��!� �
���� � K 1 �
��!� � K �K
�.K W �8 ;%� �W K �� 2�B� 
���G �����G� MJ��� "!���� W ! K 1 Z�� ���


3 ��%�W K �� 2�B� >�� W ! K 1p Z�� ��&
 ��

!������ K W ���! ;�8 �.
��%� � K �8 ;%� �� K 1 2�B� 
���G �����G� MJ��� "!���� $ 	 � K Z�� �@. ��
1�

� K 1 2�B� >�� $ 	 � K Z�� ��&
 ��

!������ � K �$ 1 ;�8 �
3.
Z�� �1� W K �� 2�B�� ���� � K 1 2�B� �1 ��
3 ��& �G� ;% ;���� ��-�� W ! K 1

$ 	 � K Z��� ���� W ! K 1 E3��. ��
����� �#�� (;=� >���1.
6 � �� 1 E3��� ���� $ 	 �% �� Z�� �1 �
3� ��7=��/�� ��%�3�� ��% $B�3� .K Z��.

6 � F 1 �W ! K 1 ;�3�� M����� ���� A��:3 �% � ��.�� �,�&�� E3���� �1 �
3� �4.
������ �� K E�� K 1 ;��� �� �
�,�&�� �
�3���� M����� ���� ��,�4�� �� 1 K �
��!� 

�
3� �1 ����1 �� 6��� ���1 .
VI  .*����� L-�� 0 
 

0�C9� 5��1)VI�10(:�� 
�#�� $& ��&� ��
G���� "����� �B�B� $��� >
& �
3� �1 �
�� 
��� �73 �
#
 ;��� �
��!�� >�� 
���4�� ��� �
���� �
�
��!��G�.

�8 �3 �
#
 "��� �
��!�� 	,�4�� Z���� ��&
 ��
��43 ���4�� K 1 �8 �&
�� ��� ��8 Q�-�.
�8�� 	�4�� �� �,�&�� E3���� $B� �
��4�� �#1� K 1.�� ��4� ��� A����G �G ��1 $!��. .

;. ���� K ��4� �� F�8�� �% � K �7
�� 
�,�� K 1 ��33 �8�� �!&�� 1 ��4� $����
�,����� 1 �8� � �� �8 $9�� � K �8 $B� �&
�� �� 1 �8� �
���� �% � K 


� 1 K �
��! >�� K � 1 �� K 1 ;�
��! �� 
�#�� $& �' $�G:..
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���%�3 :� �� 1 
�,�� � �� 1 2�B� ��� �8� ��1 .�3 �
#
 "��� �
��!�� 	,�4�� �1 $�1 ��.
��4�� �� K �8 �� �,�&�� E3���� ���� �� K �K 1 ��8 F�8 �G� �� �� 1 
�,�� F��8 K

� K �8 �%� ��7
�' ;7��
 �8��� �K 1 �8 �%� ��7��4
 ��%�#1 ���8 �7�� .�1 $�1 ��.
 K �1 �%�?. �� K �8 �� �,�&�� E3���� ���� �� K �K 1 ��8 �3 �
#
 "��� �
��!�� 	,�4��

� �� 1 
�,��� ���� �.
�%�?. ��� � �8 ������� ��J� �� F�8 ���� �
�
���� �
�
��! � �� �8 ;�3�� �� ��1 

�
����3���� �
��
�G ;. �
���� �
�
��!�� .� 1 �� �
��!� �
���� �� � K �
��!. .�
��! �8:��
� 1 �� �1 � �� ;�
��! M����� �
���� 1 � K �
��! E
�� ��&
. ��&��=� 1� �� .�&�

��8�� � �� K �
��!� ���
���� � 1 �� �1 � �� ;�
��!� �� 1 2�B� �� �� .�� K �
��!.
K � 1 �
��!� �
���� ��' �.� 1 �8� ���� K 1 �8 �1 $�1 ��� .� K 1 �
��! �1 �
3.

� �� K �
��!� �
���� ��' � K �� �
��!. �K � 1 �
��!� �
���� .���� � K �8 �1 �
3.
� �� �8� .�� 1 �8� ���� � K �8 ����. ��&� .� 1 �8� ���� � �� �8.�.�1 �%�?�

1 � �� �
��!� �
���� � 1 �� �
��! .1 �� �
��!� �
���� K � �� �
��! �� �
3� ��& �G�
�.K � �� �
��!� �
���� ��' 1 � �� �
��!. .� 1 K �
��! >�� ��' K � 1 �
��!. .

� 1 K �
��! >�� 1 K � �
��! 6��&�.
�� 
�#�� $& ��
G���� "����� � K 1 2�B� ����� �4. �
��!�� >�� 
���4�� ��� �
���� �
�
��!

��G���� �73 �
#
 ;��� .�
3� �1 ����1 �� 6���.
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������� ��������� ����� 

1.������� ��� 

2.��������� ����� ��� ����.

3.;�!���8�� ���� �3 ��#� 

4.3����
��B�� ������ �� �/������ $��#� ;���7�� �
� 

5.����7��3 �3��� �GJ� 

6.�������� ��� ��� ���� .
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�
3���� ��
��
��� K���� Q�3 

������ ���4�� $J8 

"�J
��� �=� ������ ��' "�J
��� ���B�� �� 

0!�1! 
�� F��� � M���� "1 �
3���� ��
��
��� �.�� 
����#�� C��� ;. �
3����3 ������ ;��
�

 ���% $#��� E3�1 ��
�J� � �
3����:

1.$J8 �I�81 K��= $3G �� ������� ��
��
��� �=�3��� �
H �1 �=�3��� K���&/� ��#��
"�J
��� �=���� ��4�� ��' ���B�� ��4�� �� 
������ 
��-��.

2.
��
� �N� ����'� ��&�3�� M��3' ��#�� �=�� 2���B��� E������ �
��4�� �
3 �� �
3�� �
"�J
�.

3.
������ 
��-�� $J8 �3���1 ��' �
&
�J&�� K�&��� 
�
���� ������ �� ������ $4� ��#��
�=� ������ ��4�� ��' �=� ;��B�� ��4�� ��.

4.
� �=� 2��B�� ��4�� �� (���3� 2#3�� ��=�1 E
�� >G��� ������ ��#�� ��
81"�J.

��%���� � 
�� 


���. ���N3 ��7=� �=���� ��4�� ��' ������� "�J
��� ���B�� ��4�� ��� ��#���� A�% �1�3 
E����� ��4�� �� $��� >9��� $J8 !
��� ��%�!� .�� ������ �9�8 ����� 
��-�� A�% ;.

 � ��' �
4
�H �� �
�
�&����� �N��� �� (��� �
4
�H �� �
��7�� K�&�� ��� ��GJ��� �1 �
3���
 ��9����� ��-�� ��7� ;�. �9�8 ��& ��%� ��
��
��� �
���. ������)754 P775	(�

�
=��� ����% �7� ;. �������)786P806	(E�9�� �7�
3 ��� E��9��� Q�3 :=�� "���
 ��&#�� �
3� C���� .���:��� �7� ;. ����� 	B)813 P833	(��&#�� �
3 ��' K�� "���

 �� ��3& �
��
��� E
�� ;. (���� .����� K������ �
��1� 2#3�� ��� �
B#�3�� (�-�8�� E�=�
��
?� ��.�=�&/�� ���% ��4
G���� ���&. L,�����.

;������ ��=��� ��7? ;. �
3& ��43 ��%�� �G ������� �1 ��3� .!��3� 	��G1 �1 ���% ��1



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

59

�
�������:
P��� �3 >��
 �3 F��#�� )�.833	: (& $�4� ;�������� ���
�G� $��9�� K���

���
��3�.
P;���#�� 
�G �3 �3�B )�.901	: (�� J�. �
���-��� �
�3���� �
����
��� �
��
���� �4�1

 ����� 	�� ��' $8���� K��& ���
�G� $�9�� K��& �7�
3 �� K�& 
�� Z�91� 	��� ��
3����

�8�� ������/�� 
�&�� K��&� ;��9���� R�8�4
����.

P�
�# �3 C�#�' )�.911	: (��&#�� �
3 ���,� 	���� ������� ;. M�3 .��� $�4� �G�
_������/�� 
�&�� K��&� ���
�G� $�9�� K��& �
3���� ��' ��4� ��� � �
3���� ��' �
����
��

��
�8��.
P;&3��3�� �G�� �3 ���G )�.910	: (���.�
�� ��
����� K��& 	��� .��� $�4
 	
����� �3�

 ���7-�� �3��& ;." :�7�� 
�
B& 	��� ;. ����3 ��&� ���
�4�� K�&�� �� ���G ���G 	��� �G�
 ��4
������ ������� ����7��� �-��-��� K���... ��N���3 
���3��� �
� �
����
�� �N���3 �#
9. �

�
3����."
��%����� ��	����� 5�1�� �.2< 

P��% ����� K��& "��� �%�� "(Sind Hind)  ��3�G ��%��3 �-�0�� (Brahma Gupta)  K��& �%� 
��
��
���� 6�-�� ;. $,��� L���
 "��%.

P��� $��=
� ��&��� K��& 	��3 ��
1 >��
� ��
�G� $�9�� K��& 13C�#3 �%� �3��& 
�
������ ����7�� ;. +
����� �3� K�&�� ��#1 �� �3��
.

P�#
 ���
��3� ;������ K��& "���� �6�-�� 	�� ;. ����
�� (���G �
�' $9�� �� �9J8 "�
;�J� � ;3���� 6�-�� 	�� ;. ;����� E����� �3��
.

P�
���8��� ���8�� �
�?��� ���� E�
 ��
���3/ �����8��� K��& )���
4���� ���
 ��,�!� Y.�&�� RG�� E�G� �
�,���.(... 

���
� ��
�8�/ ������/�� 
�&�� K��& ���7�GJ�� �������/�� 
��&�� �� $& R��8 
Q�3�� ��7��33.

���:��� 
��. ���&)813P833	(��
�J�� � ��
3���� 
����#�� ;�. ����-�� K981 ��
 ��� !�3. "�9��� 	�7-���3 ;����� 2#3�� !&�� �3�B�3 ���& ;��� ��&#�� �
3 �7
. ��%�!�.

� ��� ;. 	7�
9 M�� �
��� (J��� (������ ��	J� .
$4��� 	��& 
�� $�� �7?� ;��� 
�
���� ������ ;�
 ��
. 	�G:� (������ (/0% ��%��� !��3 �



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

60

�
3���� 
���#�� ;..
;% 
�
���� ������ A�% :��%������ ����� �1 ��� ;4
.���� $
�#���� ��B�B��� K��#� �3���

7�� 	��� 6�-�� 	��& I�8�� �
&
�J&�� ������ ;. ����-�������� �
�?�� ����.
�23
 ا

;�
 �� ��' A���� $#��� 	
�4� X;�� K�� 	���� ��% +
��� ����� �� �&��� ��#:
1.��4�� $3G "1 	J� � $3G ��� "�3��� 2�����8	.
2.;�!���8�� �����)�.850	(
3.$��& ;31 �����)�.930	(
4.;��&�� �����)�.1029	(
5.	�
8�� �����)�.1139	(
6.;�J� � K�N�� �����)C.11...14	(

����� 0�� 6< �A�N� 0�� ��� 6��%�� Q�����8�.
������ K�# ��% 	���� ��% ;. E�� K��& $�1� ;3�� ��&�3� �� �3��� 	�� �1 >������ ��

 ;�!���8�� ���� �3 ��#�� ��3�4���� �3� K��# ;. �9�8��� K��&)�850 	.(2
�#�� $3G 
$,������ ��� �1 �3��� 	�� ���9� �� �
#�� ��� 
�&. ;��� �1 ��3 ���
 K��&�� ��% ��
 ���% ���7? $3G �
��B��� ����� ������ �� �/������ $# ;. $8�� ;��� �
3��#�� �������

K��&��.
1.* ����� Q�����)3500 � E"60� E(:�� �
�3�3�� �
�
��� W����� ������ $
�#� ��� ;�

 ��
81 >=�&1)��4�� �
��320	(�/����� $# ;��4� ��
��
��� ;. $,����� Q�3 ���� �
�
����� $��# ���� / ��1 �
H ��.������ �
3��#�� $,�����3 6�� � �
��B�� � ����� ������ ��

$,����� A�7� .�73�=��� $,����� $��# �� 
��-��/� ��� �9�8 ������ L���� ��:�� $&..
2.6�-.�� Q����� :;�. �1 2
# ���% ����� K�& ;. �7
�� �B� �
3��# $,��� ���7�� ���&

 ���� �
3��#�� $,�����3 �
&�-�� $,����� $#� ����� �3�3 ��� ��% ����� K�& �� K��& $& �81
�
��B��� ����� ������ �� �/������ $#� ��
�� $,����� A�% �
3.

3.*-�-���� Q�����)E13� E"7�(:������. ��
����7�� 	7�����33 ��
����
�� >�O�
�%������� ��' /' ��
�� "1 �#93 ���34
 	�� ��
��1 ��
7
�3� �%���8�. ����7�� �
�?��� ����
 $,���� 
��� ����� ��
��
��� ;. ��%�3�� $8�1 �� $�1 ����&. ���
7
�3�� �� C
G� ��%�33

 �
�3� �4
��3 �7�# �&�
 �
���% �� ���� 	%���9' K3�3 �3��� 	�� ��' ����7
 	� 	7�1 �
H 
�
���% ��1 ��' ��:�� $&.



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

61

*�$���+�� R�
�C� ��%�� 5��1 S��
� 
�����&�� A��73 K��&�� �7
. Q��
 ���4� ��743�� �
1!� ��' ;�!���8�� K��& 	�4�


 K��&�� ;���� ?�-����" :	���� ��
��8�� ���!�� ;. (������ $!
 	� ��� K�&�� ��3�&
 ��
����� 
���G���� ���43 ���� �3���#�� �	%��3 ��� �q�?�� ���&#�� A���� �	���� >��9 �� ��-�9

 ���� �
B& �3�� ;. �N9
 �� �C�9�� ���� �� �43
� �A�8�� 6�� ��1 �� 	74#�
 �1 (����

���1 >=& ;. �4=��� �� 	7�-�1 ��� �����#
� ���0��� �� ���-�&�
 ����&����H� 	���� �.��'
 ��� ������ �431 ��� W�= $�� ��'� �A��3 �� �B��. ��3G ���8��� �&
 	� �� ��' C3� $��
 J�8 K�&�� Q�3 ;. ��� $�� ��'� �A�8:� K�G� ��&��� $7�� ��4
�� Z��:. �4�N��� ��&

 �� 6��3 �8�-� /� ��
�� ��� �
H ��3#�93 �?�� ��#1� �A��1 	�G1� �B�= 	�. ��-� $�. .�G�
 ����&1� ��7B�' �� !�# ;��� �.J8�� E� �
��0��� �
�1 ���:��� 	�� � �3 �V��� $�. �� ;���=
 �������� 	�7� �-�& ��3� 	7,���'� ��%1 K
�4�� K��� ;. �3H��� �� ��7��
!3 AJ#� �7��3�3

 ������� ��& �� W��
' ��� 	%�
' .�& ��3�4���� �3��� K��& �� �-�� �1 ��� ��9��8� ��3�
 ;�.� 	%�
��9�� 	7B
���� ;. �
�' ���#�� �� ����� 	!�
 ��� ��
��� K��#�� >
��� ��9�#
 I��&� �
���/� �#��� �� 	7�
3 �3 �������
 �� E
�� ;.� �	7������ 	7��&#1� 	7����4�
 $�%1 ��!�
 �/ �
���� �
. �
��� ��#� ���4� �����.� �%��� �� 6�� �
H� ����7��� ��7��� 
��V���3� ����!�� 	%��� �,J3 $
��� �,/D $
��� ����� �V��� 	�� �� �������� �� $�-3 K���

 A�
H ;.� ��% ;4
.��)	
?��� U���� K� �%� ��&�� �
��.(
5��1�� �� 0�9� P$%�� :�3��� K��# ���G  �����3� ��9�8�3 (!��� ��% ;. K��&�� Q��


 �-� (�=�' "1 "�?� �%� ��3�4���� �?����3 	%�� (!��� �4
4#�� ;. �%� ��
%�-�� �
���� ����
 $�9. 
�� ��' (!��� ��% 	�4�
 � ��3��� +
��� ��' :

0�9� 0C;�� :>���
 	�B �����7�� �� 2������ "�=��� 	�?��� >
���3 ;�!���8�� �&�

 �3��� �������)�3����� �4������ �#
#9�� ������ (�� �% "��� $����� ����� 	B ������ E3

 ������ ������ �� �/������ $& ��� ��73��
� �7.��
 2
# ���� �
������� �/������ ;��

�
��B��� .

*-�3�� 0C;�� :��
G ��� $�9#��3 Z��� $# �4
�� ���� �/������ �� $&� ;�!���8�� 	�4


 	B �	�� $&=3 /�1 ��#�� $& �� �
3���� 	�
 �$�7���� ��� "1 ����� ��3 �7#�=� �%!��3' 	�

 $��# ���� ��3B  �
���7�� �J
����� ��3 ��
. Q��
 	B �$�B� ������3 6��)��3��� ($�&�



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

62

������.
$�B�:

�
���% �
��B�� ������ �� ������ $# $
��� :39102 =+ xx

4
10 

x

4
10 

�&
�x;�8���� E3���� E�� $�� ��#��� "����2x.�8:� 4
10 �J
������ Q�� L, P, Q, 

R;% E3��� �J
������ �#��� :( ) xx 104
10.4

2
=.E3����� E3��� �J
������ �#��� ����

 ;�8����)$&=�� ;. K
�9�� �#��� ("����� 
����39�1 "1 39102 =+ xx.
;% �
3&�� E3���� �
�! ��� 
�������� E3��� ���3���� �#��� I�81 �7� ��� :( ) 254

10.4
2
=

;% �
3&�� E3���� �#��� ��' :39+25=64 ����� 864=.
�% ;�8���� E3���� E�� $�� ���� :3584

10.28 =−=−=x.
�% ��' �������� $#314.

Q��3�� 0C;�� :I��#' ���' ������@3 6���� 	���� $&=� �
3�� �4
�� ;�!���8�� W�=

�43���� ���� �
������� �/������.

/����� 0C;�� :�� �� �&�
 >
& ;�!���8�� �
3
 �
&
�J&�� �
3��#�� ��
���)�W����� �E����

 

14 �������� $# ;��
 ;�!���8�� �4
4#�� ;.039102 =−+ xx��3 ( ) 2
10392

10 2
−+=xC�.��
 ���%� �

�
3&�� E3���� $B�
 ;��#�� !
����� �
��# �.������ �GJ���.

2x

L

P

Q
P

R



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

63

�
������ ���4�� �K���� (�#
#9��� ���� � ;% ;���� 
��-�� 6�� ;. �3��� ������� ��'
 ��4#/ ��
���� ���� C-�
� �� 6��& l�9
� ��#�� ���
#� Q�3 6��&� �3����� �
��&���


���43����= � .
'��+�� 0C;�� :��� $��=
 �
8�� �%40���BJB ;�. K��&�� K#�9 �7��� �
4
3�� ��:�

 E
����)$����� $,��� �$����� $,��� ����=��� $,��� (���� �����/�3 �7�# ��' $9���
�43���� $�9-�� ����1.

;��B�� (!��� :�3&�� (!��� �%�)2/3($,���� $�#� ��9�# �9�98 �4�. ��
�& 	%���
 ���G� ;����� Z��� �
������ �J������ ��&���� );�J� � �4-�� �
���G K�# (�
��9����

�
���7�� ����
4���.

��%�� ��.;� 
�D�:�3� $�. �� C�=� �% .��3� ��3�
 ��3� .�3� ��#�91 "1 �
�&�� 	?� �3�

��-& "1 	
�
�� �3� �����1 "1 �
4-��15 .  
�
A&C� :�� �� M�-�� 6�� ��:3 >��
 
�9����� ��
��
��� 	��� K�# ��
��
�

 ��4�� �
�H ��'� ��1� ��
�7��� 	�7-� �� $4��� $&=3 �
�3��� ��3�� �����3 	�7
 "���17

K��#�� 	
���16.
���/ ����G ;.� (Larousse) �3��� (Algèbre)�%:��
��
��� M��. �� M�.

��
G ���
' E
���� �3���3 "1 �>�#3 
!X��� ���7�� 	
G ���
@3 Z��
x�������� ;. 
52 =+x.R
�4��� ;��� ;��� �3��� �
3���� ���&�� �� C�=� �3��� 	�� �1 ��' ���
=
�

$
�4����17.
�1 $���1 �� R4� ��3 �������� >�� �3�� �1 �7. ;�!���8�� ��� �3��� 	�7-� ��1 

�8)� >���� ��� 6�� �
!� ����1 �1 ���� # "1 $3�4� �1 ;% ��3�4���� ��3����� ���#�� >�
�������� ;.�� �� �73�=���� ���#�� �
3 .K �
��# �
�' �
=� �� ��' �����.xK $����� ²x.

15 �KJ��� �
���� ����4�� �"������ ����� 	
�4� �;#
 F�#�� �3 ;�J
��� �U
3�3 ��#� ��
��% �3 ;��
 �
�
�� ������ ��3���1979.

16 �� ��3��� �
�9����� ��
��
��� 	��� �;9�# 	�7�' �$�3�� C.�� ���#1 WJ9��� .1983R �.76.
17 Larousse, dictionnaire super Major, la série 18481-320133 B, Avril  1995.   
 



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

64

$�G �4. ��3��� ;. >V�1 ����� ;�!���8�� �7������ ;��� $,����� ;% A�% " :�����
 ������ ���� $���1� ���� ;%� K��� �BJB ��� ��3�4���� �3��� K��# ;. �7
�' F��#
 ;���

$�� ��' /� ��� ��' K��
 / ��-� .��� �#���� �� ��-� ;. K���� (;= $& �7�� �����.
���&�� �� ���� ��� ������ �� �G�. .��-� ;. K���� ����� �� E���� �� $& $����� .

� $& ��-��� ������$�� ��' /� ���� ��' �3�� J3 ����� �� �3 ?�-�."
$&=�� �� ������ 6�� $�B��12163² +=+− xxx;�!���8�� $�4
 �7�# ;. �" :6�� �3�:.

��%�� �=� ;�B/�� (;=�� ��� (�
=1 �BJB�� �!� "
12316331216 22 ++=++−⇔+=+ xxxxxxx.

$�4
. $�&
 	B ":1 �43
 �=� ;�B� ;4�1� �3 $3�G�	%��� E3�""1
xxxx 4441216 22 =+⇔=−+.

�% �	�/� ��% $�#
 "��� 	���� �3� ���& $����� �� $�1 �' :;�!���8�� ���� �3 ��#� .
*�% ��. 

*�$���+�� F��� �� ��
� 
�
�&�� A�% �1 �4��
� �&3 �31 Q�3�� �
�&
 �;�!���8�� ���� �3 ��#� �-�� �31 �% 

�#1 E� �3� ��' ����;�!���8�� ��3��� �3 ��#� �%� (�3��� 18 . �31 �8)� Q�3�� �
�&
�
 ��#� �% �� �9��� 	��3 ���� ���8� 2
# �EG� ��3��� ��' ���� �
�&�� A�% �1 �?
� v� �3�

���N3 ;. U��� ��
��
��� ;. ��
1 $�� ��&�= �319 . 	!���8� �	!���8 �� ��91
 �����8 	9��� �� ��9��P
8 ��
�� ;% $��D 
�
#3 K��� �
��# 
�P$3��43 ���4�� P

���N3 �� �3�4� ���P.
�-
�8�� 
��. ;. U�� ��1 �.��� �� $& ���3�� �
H �7. ���.�� A�J
� +
��� �� ��1 

�
=��� ����% �3 ���:��� ;��3���)813 	P833	(���:��� ��3 ���� �G� �.
���!8 ��' ���4�� ;�!���8�� ��& �G� �� �%� �K���� 	���� ;. $N�=�. ����:���

�9��� $3G ;��B��� $��� �
�
! ��� �����
 ����� ��&. ��,
7�� 	��� K�#91.

18 R �C3���� E����� �	B
7�� �3� �
��
��� ����7�� 	��� �>
���� �3� C�#�' ;�� .23.
19 R �C3���� E����� �;3���� 	����� ;. �3��� 	�� +
��� ����
�� 	
�� ��#1 .17.



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

65

$�G ��1 ���:��� 
��. U�� ��1 �
��. !X!�
 ���" :���:��� 	�� � �3 v� $X�. �� ;���= �G�
�3�3 ���&1� �7B�' �� !�# ;��� �.J8�� E� �
��0��� �
�1 K��� ;. �3H��� �� �7��
!3 AJ#� �7�

	%�
' ������� 	7� �-�& ��3� 	7,���'� ��%1 K
�4��."
�� ;���1 E���& �#��9 ;�!���8�� ��.���
 �
�&-���� �
-�0��� �� ��
B& �' 

$�4
 �' $��& �31� �	�
8�� ��� 	7�
3 �� �	7�����" :��3�4���� �3��� K��&� $9�� �� $�1 �%
�%���1 �� �
. �� E
�� M��8�� A1�3 �� "20 �� $�1 �1 ����4� ;. ����8 �3� �&� 6��&� �

�1 �&� ;�
�!4�� ���#� �3 ��#� �3 �
�&!� �;�!���8�� ���� �3 ��#� �% �3��� ;. K�&
�
������ �3��� 	�� 	��� �� $�1 ;�!���8��21 . 

�N�3. ���7= ���!� ��
9 M�� "��� ;�!���8�� �% ��% ��73��N�� Q��� C��=� 
	!����1 ���& ��� �
!
��� � ;-. ����4� �1 �.�#� 
�
B& ��N� ;. ����
 ����(Algorithme) 

������ �
43 � �$,����� $# ;. �
����� �4
���� �%����1.....9��4�� $,��1 �
�H ��' 18	
��!����1 �
�
�J��3 ����(Algorismus)� �
��3� � �N��� ;.� ���!���� ���& ��

(Guarismo) �
���-�� �N��� 	��� �� $��� (!��� ;. (�� �G� �	�G���� ������ ;��� ;��� 
"��
� ;���-�� �-�0��(Littré)";3��#�� $���� ;��
 �=� 2��B�� ��4�� ;. 	���N�1 	�7-� ��&
�
3���� 	�G��� �����3"22.

�7��8��� ;��� �3��� �
3���� ���&�� �� C�=� �3��� 	�� 	�� ��& ��% �� J�.
��3��&� ���� ;�!���8�� �
���-��3 �7.Algèbre��
!
��� �3�Algebra ��
�������3� 

algebra  Die.
"� ������& K���& ;�!����8�� K���& ��� �
��3 ;��� �
3��N�� K�&�� ��� 

	!�����1Algorismo) 23 de(Carmen������. ���!�����1 K����&� �
24(Algorismus vulgarise).

20 ��3��� ����
3 �K��#��� �3��� �
3 �
3���� ��
��
��� +
��� ��
��� �
! �
�# ����� ��=�� "�=�
 $
�.1 ������1989R �.20.

21 R �C3���� E����� ���3�4���� �3��� K��& ���#1 ;��� ��#� ��G�=� �-�9� ;�� .13.
22 �� ����� ����� ��
3���� ��
��
��� �N� �;�
���� ��#� ����0��� �K��&�� �
����� ���0��� ��=��� �
����

 ;-��� ���������� C
4#���� ������� �
�����1989R �.48.
23 "�J
. ���&�� ����(Alexander de villa die) ;����# 1220$���
�D A�=�� �(Alliwell) ;�. 

������Rara Mathematica ��� ����3 1739.
24 �&�-
��% ��� �-�0�(John of Halifax) ;���# 1250.
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�7�� ;�!���8�� �3�& ���7-�� K��& ;. 	
���� �3� �&� :L
!�� K��&–���1 ���8�� 
�
��B�P�����8��� K��& �K/��� � $�� K��& �+
����� K��&�.�7�� �
�� �3�& �&�
 	� �

�-�1 K��& 	%1���3�4���� �3��� K��& �%� ;�!���8�� ��� ����� �1 ����
� $�4
 �:=�� ��% ;.
 
��3�3 ;7��� ;�!���8�� ����� ��3 
�=�3� ;�:� ;�� �3 "K��#�� K��& K�&�� �� �� K��
�

�"��7�� �C
�-���� E���� K��& ��3�4���� �3��� K��&"�1 �7�& 
��3��� A�% ��&� �1 ZX��� �
���1 �7��3;�� �3 ��� K
9� �� :�8 ��G�. ;�!���8�� 	
���� �3� �% .�&�
 6��&�

 $��& �31 K��& �� ���7=��� �-
�8 ;��# v� �3� �3 �-�9�"�3���3 �
�9��� "�� �
. 2�#�

K�&
� ��3��& �
H K��&" :�3��� ;. �
43��� 
����� �1 ��� ��#�� ;��B�� ;3��& ;. �
�1 �4�
�� ���� �3 ��#�� ;% "���� �
�#�� �3�� �3��
 "��� 
!�3 �3� ������ U
� ����� ;�!���8

 A�� ��:3 ;��
"25.
;% ;�!���8�� K�& ��':

*L
!�� K��&.
*���8��� K��&.
*K/��� � $�� K��&.
*+
����� K��&.
*��% ����� L
!:�$������ �1 $����� ;��� L
!��� 6�-�� K�& ��� K���� �74��1 

��	
����� �
��7�� ����%�� ���&� >
�#� ��% ������26.
*"��7�� K��#�� K��&:;�J� � 	����� ��' �
��7�� 	�G��� $8�1 K��& $�1 �%.
*C
�-���� E���� K��&:$9
 	� �K��&�� ��% ��
�' �
�
�/ ������ ��9� �&��.�� 6��%

�"��7�� K��#�� K��& ��-� ��1 �4��
 2�#3�� �&�6�� �&� ��
3 .
*Q��� 
��9 K��&.27 
*K/��� � K��&.
*������� E3��� 	�� K��& :A�=�Lelevel ��� 185228.

��7
�� +
��� 	��3 ����� ���29 . 

25R �C3���� E����� �K��#��� �3��� �
3 �
3���� ��
��
��� +
��� ��=�� "�=� .20.
26 ������ ��9��� ;. "��% ;��
� 	?�1 ��3� ��%��3 K��& ��� �
�� ����%��.
27 ��� ��
. ;. K��&�� ��% E3�1926 ��� ��3� �
�1� �1962.
28 ��� �N� �;�
���� ��#�R �C3���� E����� ��
3���� ��
��
 .50.
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� ������� ��%�� 5��
 *J �C�+��� 
�3��� ;. E�� K��& $�1 �% .$�= ��� $�4
(Chasles)" :�3 ���
�� �#� �� 	����

�3 ��#�� ��3��� ;. ��������� ���1 �3��& �� ���3�G� ���1 �&�� �1 ��3�# ;�!���8�� ���� 
��
1� "�3� �1 $3G� ��
��
��� 	����� K�= �� �
����� �3�=�� A�% ;. $��� ������ �% ��1�
 �J
��� E����� ��4�� ;. �3#�9 A�3��� �3��� ;. �3��& �� ��
�� �&-� �1 K�
 ;����� ���� ;.

��& �����%� �3. ��

3���� ����� ������ ���G ��3�3 6�� ��3 ��9 �G ��
,��3��� �9G >�1 �3
	����� ;. 	7���1 	
?� >�=�&/ ��4���� ����"30.

6,��1� ;�!���8�� 
�
# ;. ��# ��
��
��� �8:�
 	� �' ��
�%�� f��3 2�#�� ��& �G� 
�3��& �
�-�� W�= ;. A��3 ��(�� �
��� .��&�� A��3 
�=�3� ���1 �
��� �
3 �� :

;���!�3�� (�.��� �31� $��& �31 �Z�-�� �3 ���� �6�� �3 �
�#�� �3� .
;. �
3�� �8�� ��=� ���N� 
��3 K��&�� ��% �=� 1831 �!�� 6
���. >�� �� 	
��� �%�=� ��#����� ;. 2#3
 "��� (!��� �
���. ������(Marre).

;.�1915��=� 	��� ��
1 �=�� �;3���� $9�� ��� �
�
�/ �8�� �� ����� 
1939��#1 ;��� ��#�� �.�=� �-�9� ;�� ��4
��� E� 
�%�4�� ;. �
3����3 	.

;% K��31 �
���B ��� ��3�4���� �3��� K��& "��#
� :
1.���4�.
2.�/������ >��91 :�� ;%� 

*����� $��� $���1 bxax =²��&
. a
bx=

*�����1 $��� $���1 cax =²��&
. a
cx=

*�����1 $��� ���� cbx=��&
. b
cx=

*�����1 $��� ����� $���1 cbxx =+²��&
. 2
²

2
bcbx ++−=

*����� $��� ����1� $���1 bxcx =+²��&
. 2
²

2
bcbx ++=

29 ��� ��3D ��
# ;. ����3�� ;. ��=�� ��3�1948 �G�-�� $,��� ���� ;. .�?�1 �
!��� :+
��� K��&
R �C3���� E����� ����
�� 	
�� ��#� ;3���� 	����� ;. �3��� 	�� .24.

30 R �C3���� E����� ��
3���� ��
��
��� �N� �;�
���� ��#� .49.
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*��1� ���� /���1 $��� �� cbxx +=²��&
. cbbx ++= 4
²

2

�1 ����xb(;=�� �1 ����� �% cba ,, �3��� ����1 )(���9 ����1 ���
#1� �
��& ��#
#9
 � ����1 �7�1 �7
�' �
=
 �1 ��� �
�
3��2x$���� �%)����� E3��.(

3.K���� K�3 
4.��94���� E���� K�3 
5.���� $,����� K�3 
6.�-��8��� $,����� K�3 
7.�J������ K�3 
8.�#����� K�3 
9.�
�9��� K��& 

��%�� � � �A�� 
��1 ?#J� ;�!���8�� $3G �3��� ������� $J8 �� ���. ��� $��� �4
��3 ����3� �&
 	� 

�G�-�� �G�� �3��� ��& �4. ����-�� �
��
� J9. ��# /�.;�!���8�� ���� �3 ��#�� ��&�
 A��� 	�� ;. ����&�� ���� ����4& $,������ 	
%�-���� C,����� 	V?� �1 ;. $�-��"�3��� 	��

 ��3�4����"	���� �� �4�8
 	� �'� �	���� ��% ��1 (���' ;. $�-�� �� ��&� �.	�G ���8�� ;�!
J����� �>��91 ��� ��' �
��B�� � ����� ������ �� �/������ �4. ����� �3����� ������.

;% �/�������:
1.���% 0�!� 0���< 

"���=�� ���8 $����� ���8 $���� ���. �A����1 ���8 $��
 $�� 6��G $B�."
$&=�� �� �% $��� >�9�� ��'bxax =²��� $�B���� ��% ��3��& ;. ;�!���8�� �#��G� "

xx 52 =��&
. �5=x�252 =x.$����� ���,�� ;�!����8�� �&�
)²x(���
 �����3 
�����)x(.

 أ!�ال ���ل �6د.2
".� ����� ث�ث� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ����"
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$&=�� �� �% �/������ �� ;��B�� >�9�� �1 ��% ����bax =2$34� ;���� a
bx=$�#& 

�7. ������ $�B��� �� ��1 ��7�92 =x$#�� $34
 "��� 3=x)���3 ��&� 	� �3����� ������

�����.(

3.����< 0�!� ���% 
"��&
 "��� $����� �BJB �����. ����� �� �BJB $��
 ��� 6��4&. ��� $��� ;��� ������ ��1

���� ���."
K �
��# ��� �3�
 �� �% �/������ �� 2��B�� >�9��cbx =$34
 "��� 

b
cx =$#& .

����� �BJB�� >��9�� A�% �� �4. �
�# �
3 E��� ;�!���8�� �%���8� ;��� �/������ ��
���# �BJB �
3)��� ���� �$��(�BJB�� ���#�� �
3 E��� ;7. �
43���� �BJB�� �� ��1 �.

4.��� 0�!� ���%� 0���< 
"��%�� �
BJB� ���� $��
 A����1 
�=�� $�� 6��G $B�.."

$&=�� �� �/������ �� >�9�� ��%�cbxax =+²$�B�& ;�!���8�� W��4
. 39102 =+ xx

$�4
 ��# ;.�" :��&�. �7�B� ;. �73���. ���8 ��:���� A�% ;. ;%� ������ >9�� �1 �3�3.
 �
���B �%� �%��� �8:�. �
��� ��3�1 ��&�. �
BJB��� ������ ��� �%�
!�. �
�=�� ���8

 �%� ������ ��� R4��.���� A�
�� "��� $����� ����� �%� �BJB �43
. ���8."
�
-
& ;. C3��� I�� �
��# �7������ ;��� �4
���� E� ;�!���8�� $# �4
�� ����4� 

6�� �
3
 ;�)� $������ �$#��.

0≠a
a
cx

a
bxcbxax =+⇔=+ ²²

a
b

2
2

2








a
b

a
c

a
b +=∆
4

²

²4
4²

2 a
acb

a
bx ++−=

3910² =+ xx
������ >9��52

10=

�7�-� ;. �73���25²5 =

�
BJB��� ������ �7
�� �
!�643925 =+

�8:�864=�7�� R4�� 5:358 =−

3=x$#�� �%� 
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;����� �#��� ��� ;���7�� �
�3��� 	�4
 6�� ��3�:
"$�7�� E3�� Z�� 6�� 
��9. ��%�� �
BJB� ���� $��� A����1 
�=�� $�� ��� ��:.

 Z�� �%� A��� >���� �.��� �1 �
�� "��� $���� �%� MJ���AB��J�1 �� E�� $&� 
����1 ;7. ������ �N�3 ��. ������ �� ��� ;. ��3�� ��' ��J�1 �� E�� $&� A��� �7.
 
�=��� E3� ���81 A����1 
�=� $���� E� �' $
G ���. Z���� 6�� ��� $B� ��� $&� ���

 Z���� MJ�1 �� E�� E� �7�� E3� $& ���
9� >9�� ���B� �%� $��� Z���� E� ��9.
 Z�� �% "���ABZ�� ��� $B� �7�� Z�� $& $���� �
����� W��� ��3�1AB����� 

W��� ;%� >9�� ���B�H�K�T�G� Z�� 2�#. RG�� ��
1 $�7�� MJ��� "����
 F��#
 "��� ��9. >9�� �
�B� ;. >9�� ���B� ��94��� �� �
��! $& ;. E3��� A�
�! ��
 ���8 ��
�� 6�� f�3�� ���� E3�1 ��B� ;. >9�� ���B� Z���� E3��
 ��# 
��
!�� �� �
�'

 W��� ��3���� $���� Z�� �% "��� $��� Z���� �1 ����� �G� �
�=�� ;%� ���# ;���
������ �� ��BJB� ���� ;%� A����1 
�=� ;% ;��� �
�=���� ���8�� �7
�� ���! ��@.

 Z�� �
��! ��� ;% ;��� E3��� ���3����ABZ�� �%� 	?��� Z���� 	B DC ����� �G� 
B �%� A��� ��J�1 �#1� ����� ��3�1 ��& 6�� �1 E3� $B� �
���B�� �� ��94� ��@. �
���

Z�� �% "��� 	?��� Z���� E�� ;.�� �� �
��� 
�=���DC ���� �� ;43 ���8 �%� 
$���� 6�� ��� �%� �BJB.

�%� �8D ;���% �
�3� 6��%�:

E3�� ���E3�� ���

E3�� ���E3�� ���

$����

D

A

B

C

H

G

T

K
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E3�� Z�� E��AB$���� �%� )E3���� ��% E�� $�� "1x(�
9�. 
�=��� >9�� �
Z���� ;3�� ��� ���8 >
�� ����8AB�#1 $�� �
�
���� $��& � ��3 L��
. �

�
�����x�8)� $��� 5�7�� $& �#��� ��' ��x5��� $9#� �
�#����� E��3� �x10.��3
���� $�� "��� E3���� 	���. �	?��� E3���� $�&� ��%5��#���� 25 . E3���� �#���

;% 	?���64���
�� ���39102 =+ xx�642539 =+.
�% 	?��� E3���� E�� $�� ��'8E3���� E�� $�� ���� �AB�% 3=x

�� :385 =⇒=+ xx

5.���% 0�!� ���� 0�� 
"�� ���=�� �#1� $�� 6��G �#�.A����1 
�=� $��
 ����� . "

K �
��# ��� �3�� �� �% ���8�� >�9�� ��'bxcax =+²W��4��� $�B��� ��� �
�7.xx 1021² =+;�!���8�� $�4
 ��# ;. �" :6��G $B�. ������ $��� ;��� ������ $����� ��1�

>9�� �1 �3�3. �
�=� $��
 ����� �� ���=�� �#1� $�� ;. �73���. ���8 ��&�. ������ 
��3�1 �43
. $���� E� �%���&� ;��� �
�=���� �#���� �7�� R4��. �
�=�� ���8 ��&� �7�B�
 "��� $���� ��� �%� �BJB �43
. ���8 �%� ������ >9� �� �794��. ���B� �%� �%��� �8.

��&
. ������ >9� ��� ����� �!. �,= �'� ����� $����� A�
�� "��� $���� ��� �%� ��3� 
�
�3�1� ���� $����� A�
��."

��
3��� �
�# $34
 �1 ��&�
 "��� �
#��� >�9�� ��1 �� �&:��� �&�
� ���8�� >�9�� �% ��%
J,�G $�&1 ��� 6��� ;�!���8�� ��-� �G�..." : �
�� ��
�� ��94���� 
��
!��3 $��
 K�3�� ��%�

� �BJB�� K��3�� �� A�
H ;.������ >
�9� ��' �7
. F��#
 ;�� .������ �-9� ��' 6�1 	����
 ��
#��� ��:����. $���� E� ;��� 	%����� �� $G1 6�� f�3� ��&. �7�B� ;. �7�3��� K�3�� ��% ;.

 ��94� /� 
��
! / (��� ������ >9� $B� $���� ���. �7�
�3 	%����� $B� ���& �'�. ".... 

A

B

5x 

5x 
25 

$����
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���4� $��� (���@3 �� M���� ��% $#� �
��# $����� ;��� ��
����� E� ;�!���8�� $�� �
.
�
�4
���� C3��� ?#J� ��/������.

x
a
b

a
cxbxcax =+⇔=+ ²²0≠a

a
b
2

2

2








a
b

a
c

a
b −=∆ ²4
²

a
c

a
b −=∆ ²4
²

∆±= a
bx 2

xx 1021² =+
������ >9��5=2

10 
�7�B� ;. �73���( ) ( ) 252

10
2

10 =×

�
�=���� �#���� �7�� R4��42125 =−

���B� �%� �%��� �824=

7252 =+=x�3251 =−=x

�
���#�� ��' ;�!���8�� �
=
 ��
1� ��&� :0=∆$#�� ��&
. a
bx 2=� �0≤∆)0≠∆(/ �
1

$# ���
.
�� ��� �7��G ;��� $#�� �
-
& �
���% ;�!���8�� ��3
 ;����� �#� :

"��3�� �#�� $���� $��� ���@. A����1 
�=� $��� ��%�� ���=�� �#�� $�� ��� ��1�
 Z�� �%� MJ��� $�7��AD�#1 $B� ���� MJ��� "!���� �#�� �
�' 	�� 	B 

Z�� MJ�1ADE�� �%� CN Z����� CB E�� ��
�� �
#���� $�� ��9. GC �� 
�#1 �@. �
��!��� MJ��� "����� E3�� Z�� $& �� ����� �� 
�=� ���� �1 �����
 ���=�� �#�� $�� $�G ���. A���� �
�B' ;.� Z���� 6�� ��� �#�� ;. �3���� ��J�1

�� �1 ����� A����1 
�=� $��� $GC E�� �� ����1 
�=� GD E�� ����4. $���� ��� 
GC ��4� ��� �
-9� H�8 �1 ��� �
3�
. HC �8 $B� GH �8 �1 ��� �
3� �G� TH

�8 $B�GD �8 ��� ���!. TH$�. $B� ���4��� ��� GH ��� THZ���� E3��
� 
�8 ��9.TK�8 $B� KM�%� �
��!��� MJ��� "����� E3�� Z�� 2�#� Z�� MT

�8 �1 ��� �
3� �G�TK�� E���� �� �%� ���=�� ���8 ��' �#��. ��B� ��J�1� ���8 
�
�=�� ���8 ��&
 ���8 ;. ���8 �%� �7�B� ;. ������ >9� K�� .��� �
3� ��& �G�

 Z�� �1BC;��� ���=���� �#���� �% Z�� �� ����4. $���� ��� ��
! CB �83 TK

Z�� MJ�1 �#1 �% "���MTZ�� ;43 TA�8 �� ���81� KM�8 KL$B� �%� 
�8HK�
3�. �8 �1 ��� TH�8 $B� ML�8 �� $�.� MK�8 LK�8 $B� �%� 
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KHZ�� ��9. MZZ�� $B� TAZ�� �1 ��� �
3�
. CT Z�� �
�� ��
!� MZ$B� 
Z��CB Z�� ��& �G� ���=�� �#�� �%� MTZ�� �� ��94� ���. ���=�� ���8 
MTZ�� CT Z��� MZ���=�� �#�� ��% �
���� Z�� �%� �
N9 Z�� ��� ;43 KZ

�8 �%���� ��3�1 �%� �
�=�� �#��� �
�=�� ���8 �
3 �� $�. �%�ZH�8 $B� �%� 
HA���B� �%� .�8 �� ��7�94� �@.HG �8 ;43 ������ f9� �% "��� AG �BJB �%� 

$��� $���� ��� �%� .�8 ��� ���! �@.GH �%� �3� 6�� f�3 ������ >9� �% "��� 
�8ZG $B� 6�� ��9 �
�=�� ��#�� �
�� ��! ��' $���� ��% �� �B&1 $�� ��� ��&
� 

3� �1 ����1 �� 6��� �����9 A�%� A����1 
�=��
."
�������� ��# ��� ;�!���8�� ���G "��� �
�3��� R8�� xx 1021² =+:

E�� 	���AG���� xE3���� $�&� E���� ��% �� �GJ��� 	B �ABDG;% ��#��� �²x.���
 ��' E���� ��% ��4��� �
�HC���� $
���� 	���� xE���� $�� ��&
. 

10=GC )  �������� ;��B�� >���� ��� $�9#�� ��%�.(
$
������ �#��� ��73 ��&�.GDNC;% x10 ��#��� ��&� ����ACNB;% 21

��
�� ���xx 1021² =+.
E��H>9��� GC)5==GHHC(��
4��� ���G 	��� 	B �[ ]HT $B� [ ]GD�' ��

xHT =	
4����� ��� 6�� ��3 �( )TH ��&
 ��# GHTK=)��'5
2

10 ==TK($�&� �
E3����TKMN;% ��#��� �2555 =×.�8�� �� �8:�KM�8 KL�8 $B� HK

)xKL −= 5(L��
.HTML=6��&� �xKHLK −== 5Z���� ��&
. �MLZC "���
 
Z����ABTHZ���� �#��� ���� �42125 =−=KLHZ.
��'AH=KL$��� AH�% 4�%� 2.

�1 	����25 +== xGH��' 3=x.
��� ���! �@. $�4
 6�� ��3 	BGH ��3� 6�� f�3 ������ >9� �%� )725 =+.( 

;�)�& �% �
�� $9#��� $&=���:

DN

G

BT

AH

KM L

C
Z
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6.0���< 0�!� ����<� ���% 
"/�� $��� ����� �� ��3�1� ����1 �BJB 6��G $B�.."

$&=�� �� �% >�9 �8D²axcbx =+B����� �% 	�4��� $�²43 xx =+.
;�!���8�� $�4
 ��# ;. ..." : ����1 �BJB 6��G �#�. $����� $��� ;��� ������ ������ ��1�

 �7�B� ;. �73���. �-9�� ��#�� ��&�. ������ >9�� �1 �3�3. /�� $��
 ����� �� ��3�1�
� ��� ��&�. ��3��� ��� �%�!. ��3�� �
�B� ��&�.�=� ��� $����� $���� ��� �%� ��3�."... 

����4� $��� (���@3 

²² xa
cxa

baxcbx =+⇔=+

0≠a
2

2








a
b

a
c

a
b +=∆ ²4
²

a
c

a
b +=∆ ²4
²

∆+= a
bx 2

²43 xx =+
������ >9��5,12

3=

�7�B� ;. �73���25.22
3

2
3 =×

��3��� ��� �%�!25.6425.2 =+

�%��� �85.225.6 =

������ >9� ��� A�!.
45.15.2 =+

;�)� $&=�� ��� (�� ;���7�� A�
�3�:
"$��� ���@. /�� $��� ����� �� ��3�1� ����1 �BJB ��1� MJ��� $�7�� ��3�� �#�� $����

 Z�� �%� �
��!��� MJ��� "�����AD;��� ��3���� ������ �BJB�� E��
 ��& Z���� ��7. 
Z�� �� ����4. �A��� ;. ��J�1 �#1 �@. E3�� Z�� $&� ���&�ADZ�� CD �����. 

�1 �#1 �% "��� ��JCG $B� �%� ������ ��� ;% ;��� �BJB ZDZ�� �1 ��� �
3�. CB 
E�� ����4. ������ ��� 
�
!��� ��3��� �%CG ��4� ��� �
-9� ����1 �BJB �% "��� 

HBZ�� �%� ��3�� �#�� ��� ����� 	CT �% "��� ������ >9� K�� �� ��& �� �%� 
�8 ;. ���! 	B E3�� ���B� �%� ��B� ;. >9�� �#��HT�8 $B� AC �8 �%� TL

�8 ��9.HL$B� �8AH�8� KN �8 $B� TLMJ��� "����� E3�� Z�� 2�#�
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Z�� �%� �
��!���HM�8 �1 ��� �
3� �G� AH�8 $B� ML�8� AH�8 $B� HL

�8 ;43.HG �8 $B� NZ �8� MN �8 $B� TLZ�� �� $9-
. CB Z�� $B� KL

Z�� �1 ����� �G�AZ3��� �% Z�� ��9. ������ �BJB�� ��� 
�,�!�� ��AN Z��� KL

Z�� $B�AZZ�� �1 ��� �
3�.� ����� ��3��� �% "��� HM�% "��� ������ >9� �% 
� ��3��� 
��
!� E3�� ���B� �%� ��B� ;. >9�� �#�� Z�� ;% ;��AN Z��� KL�G� 

Z�� ;% ;��� ����� ��3���� E�� �� ��� ;43AD�#�� �%� ������ >9� ��& $���� �%� 
�8 �%� >9��HG �8 ��� A���! ��@. AH�� ��� �% "��� ZHM>9�� ���B� 
�8 �
�� ���!�HG ��3�1 ��& 6�� f�3. >9�� �#�� �%� ������ �BJB�� >9� �% "��� 

�8 �%�AG Z�� �% "��� $���� ��� �%� AD1 �� 6��� � ����9 A�%� �
3� �1 ����".
;�
 ��& �% ;�!���8�� ���G "��� ;���7�� �
�3��� R8��:

E3�� 	���ABDG��#��� ²x.
��4� ���8�C���4�� ��� [ ]AG 2
# 3=CG Z���� �#��� ��&
.� CZDG;% x3��' �

�% ;G�3�� (!���4��
�� ��� 432 += xx.
��4��� �
�H���4�� >9�� [ ]CG "1 

2
3=CHE3�� 	��� �HTKC ;% ��#��� 

5.15.1 ×=25.2.
�8�� ���� 6�� ��3HT��'HL2
# ACTL=Z39
. HLAH =�TLKN=$&=�
� �

E3��AHLM�����MLAH =�NZHG=

���NZCNCZHLCZAHAGHG =−=−=−=.
Z���� �#��� ��&
.AHLM$ �
���� 25.6)25.625.24 =+.( 

��'5.2=25.6=AH.
�� >
��5.1=HG��&
. �45.15.2 =+== xAG$����� �$���� ��� �%� 16.
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H

C
Z

D
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G
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��3�4���� �3��� K��# ;. �9�8��� �3��& ;. ;�!���8�� $�4
" :
 �� $& ������ �� �3 $��
 �G� ��% ;3��& ;. �-9� ;��� ����� K��3�� �#1 ��' 6��8
 �1 �3/ ��3�4���� �3��� K��#

6�� >���. �%�
�-� ��� �
�1 ."�/������ A�% I�#' ��' ������ "1 �� E
���� ��'.
�K���� C
�� �� ��' ��#�� $�� ��' $����� �� ;�!���8�� ��� ��3�4���� �3��� ���= ��

 �1 ���1 �� �#�� $���� 2
# �/�#� ��B�1 ;��
 ��:�� "� ��# ��3 �7. �$��& � �1 ����4��
�#���� �� >��8
 ���� .

�������� $# �� �7��� �����3910² =+ xx$�G " :�B&1 �1 $G1 �1 �BJB �1 �
��� �&� �� 6��&�
�� ������ �� ��� ��& �� ����� �#�� $�� ��' A����.$���� �
�' ���� �� $B� ��' ���� ." 

�������� ��# ��3�xx 1021² =+$�G " :$�� ��' A����. $G1 �1 �B&1 �1 �
��� �� 6��D �� $&�
$��� K�3�� ;. 6� ��
3 �� �#�& �#��."

�������� $# ����� ��
1�43² += xx$�G " :$G1 �1 $�� �� �B&1 ��& �� $&� $�� ��' A����.
�#��."

�3&1 �� �#�� $���� �/�# K�# ��43�� ���&� ��& C�� 
��3 ��&
 �#�� $�� ��' �����
$G1 �1 �#�� �� �3&1 ��&
 ��' ����� .�7�� ��B�1 ���8�:

*"1 ����� �=� ;�B� $��
 ��& $����. ����1 ��3�1 $��
 $�� 2�Bxx 4²3
1 =⇔xx 12² =

*$���1 ���8 "1 ��=� ��� �%� �
���B�� ��8 �#���� $����. ��
���B $���
16

5
80²80²5 ==⇔= xx��' 4=x.

*2�B ��� F�8
 ���8� �8. �E3�� >9�� 	%��� �BJB $��
 (;= ��B� 2�B $
G ��' 6��&�
��3�1 A��� >9�� E3�� ��B� �BJB�� ;.� �=� �#1 ��&
 ��B� 2�B ;. ��3�� ���=�� 

�=� �#1 �� �(!� ����� �% �#���� (;=��� �
��� �&
 E3�� >9�� 
;% ���#�� A�% 

4
1

2
13

8
1

3
1 ++=






 + x�� $&� �N9�� 6��=��� >������ �� 2#3
 �7�#� �

( )2,8,4,3�%� 24�� ;.�� K��
 �K ������24��� $9#
� 9011 =x⇔
11
90=x.

$,����� �� Q�3 ��3�4���� �3��� K��# ;. �9�8��� �3��& ;. ;�!���8�� �&�
 
�43���� �/������ �� ������ �7�# ;. 	�8��
 ��
���7��.

;% ����� ��:����:
;% ��J�1 $���1 2�B�15,14,13������ $�� �.��� �
�� �.
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2�B� 	��
 �7�#�ABC ������ 	��
� �AD
���4�� ��� CBE�
� xCD=)$�7���� �%�
A���
' �
�
 "���(.


�?� C
3��3 ��&
 	,�4�� 2�B��� ;. ���H�B
. �²13²² =+xAD2�B��� ;. ACD 
2�B��� ;.�ADB( ) ²1514² 2 =−+ xAD

��'²²13² xAD −=�( )214²15² xAD −−=���� :
( )214²15²²13 xx −−=−

��' ( )²28196225²169 xxx +−−=−

B�������� ��� $9#�
. ��3�4���� �3��� $������3 A�% 
�
8�� �������� ��3
 	4028 =x

)2��B�� >�9�� :��� $��� ����(
��&
. 5=x

���� ²13²5² =+AD 
��' 144²=AD)$��� >�9�� :��� $��� $���1 (����12=AD.

�% $�7���� ������ $��12;% 2�B��� �#���� �122
14×=84��3�� 
�#� .

�
��B�� ��:����:
";. ����� �=� ��B� 
���4��� M��1 
�=� M��1 
�=� �7
3��� �� �B�B� Q�1 $
G �@.

$& 	& ���3�� Q�1 �7.�� * ��3���� �� K��� ."
�
G���� "����� 2�B� E�� �7�#�ABC ��J�1 $���1 �10,10,12

A

CB
DE F

GH

A

BC
D
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��#���M)ADBCM ×=2
1(

$�� �.����AD���H�B
. �
�?� C3�� 2�B��� ���ADC 
²²² ACDCAD =+2
# �10,6 == ACDC

����10036² =+AD ��' �64²=AD 
������ $��AD=8

��&� ��738122
1 ××=M

��'48=M

E3���� MJ�1 �#1 $�� E��EFGH;% x;% ��#��� ��' �²x.
E���1M2�B��� �#��� FCG �2M��� �#��� 2�BEBH�

3M2�B��� �#��� GHA �4ME3���� �#��� EFGH.
��
��4321 MMMMM +++=�1 	���� E� �21 MM =� �

)6(1 xxM −=�)8(2
13 xxM −=.

��&� ��73²10321 xxMMM −=++

����²²10 xxxM +−="1 �xM 10=.
�1 �43�� �����48=M

��'4810 =x

����5
44+=x.

�% K��� $& ��'45
4+.

<*�$����+�� ����� :��7�B�
 ;��� �
����� 
!-4�� �
�%1 �
4#/� ;�!���8�� "�9��� �-� 	�
 �/���� 6��� 2��#
 �1 (;= ;. U%���� �� �
� 6��� �;�!���8�� ��3�4���� �3��� K��&
 ��3/ ����7-�� K��& ;. 1�4� ��&%� ���
��� �3��& ���91� ;�!���8�� �
43�� ��# ��=�4��

 	
����)�.995	(��3��� �7998 �3��& ��=� �G ;�!���8�� �
�9��� �
�8D �

��
� �1
 	���� �6�� �3 �
�#�� �3�� ;�� �3 ��� ��% ��
��
��� ���% ��3��� K��& ��7�� $& ������

 
!�3 �3�3 >������� �
8�� ��% �
-# �1 ��
1)�.910 (;. �&1 �G ���
1 �
��
� ��& �G�
 
. A�� �
43�1 ���
��� ��% ����&0
� ��
�' K%� ��
. "1��� ������=
 / �
�8D (���� �1 V/' ��

 "�9��� $��& �31 �% (/0% �#1 ���&�)�.930	(�3����3 C������ �3��& ;. $�4
 "��� :
"K�& ;. �?��� �
B& ��&�_;�. ����� ��� �
-��� �1 	7�
��G1 �� 2#3��� K��#��3 (������
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� �3 ��#� K��& �
1�. �	73�& J�91 �7#�91 ��3�4���� �3���3 >������ �;�!���8�� ���
 �' $�-��� �.�����3 �� ���G �� ���4��� �� K�X�#�� �=�� ��
�� K�
 ��� ��&� ���
G �7G�91�

$�9�� �� �
. ��� M��8���� �� "��3���� ��3�4���� �3��� K��& ��' C3���� ��&."
�
�9��� K��& ������ �3�& �� �8D K��& ;.� �
����� ��4
G���� $��& �31 >
�
 ��3�4���� �3���3 

" :��� ����� ���� �3 ��#�� ��3�4���� �3��� ;. C3���� ���4���3 ;��B�� ;3��& ;. ��#�� ��G1
 ��G� A�
94� ��
3� A�� ��1 �&� "��� �
�#�� �3� ��' K��
 ��� 
!�3 �3�3 >������� C��8���

A�� ��' K��
 ��
. ��.���."
�4� ��4�� �� (���3� 	���� $%1 >���1 �' �$��& ;31 "1�� �
�7��� ;. �3�N�� ���& 10	

��3 ��#���� ��3� �&0
 ��& (����� ��� K�N��� C�=�� ;. 6�� ��&� ��
43�:3 ;�!���8��
 ����8)�.1404	(����4� ;..

*��!�� ��%�� 0�C< 
��3 ���� C��� 	 ��� �
��� �8�0�� ��8�0��� ���� /�1 6�-�� 	�� �1 �-��-�� �1 K�

 �
����� ��-�0��� $�# $
9�-� ��,���' ;. K��#��� ����7��& I�8�� �
��
��� ������ Q�3
 ����� ;�J� � ;3���� ;����� �
�4��� 2�#3 �!H ;��� ��
��7��� �7�� �
����
�� ����1� .����

 R�4���� �
H ��9�� �% �3��� �3����3 >��8
 .� C3
 	�� ��
�3��� R�9��� I�� �
8�0��
 �
��7�� �1 �
����
�� �1 �
�3�3�� R�9���3 R�9��� A�% I��#� �����4
 ��� �7��
��#�� .���%�

 �%�&���� ���#���/� Q��3 	
�4�3 Z�� �G 	�
�� $9���
 "���� ��4� ��� 1�3 "��� $����
!��
@3.

0�9� K�&�� :�4� 	� �4� ;����
�� $
9�� $
�-� ��' $
�
 ��4�� ;. ��� M�.���� W���� ��% 	

19	.L%��� ���#� ;��� �
�3�3�� �
������� W����� >�=�&� ��3 �,
=. �,
= ��� ;�8��� 	� ��&��

�
�3� .���.�
� �3#�9� ;4
��B�/� K��& ������.� Q�3 ��� W���� ��% !&��
�)�
�3
350 �150 	 C(��
�G� $�9�� K��&�)315P255 	 C.(��&� 	��� 	�� ��1 	�
�� >��� �

��4�� �
��3 ;. �1 E����� ��4�� �
�7� ;. /' �
3���� ��' ���.�
� K��& �����10���3 "1 	
�3��&� ;�!���8�� >
�:� �� ��G >9� .;����% A���#� �@. ��
�G� $�9�� K��& �� ��1

 �' ;3���� �3��� ��.�� �� ��� /' �
�3� $,��� �7
. 1�4� �1 �&�
 /� L��#�� A��% ��' �.�
����� �
����
�� ������� $�# ;�!���8�� ��9 .

*-�3�� K�&�� :�7�����' 	� ��7�� �� �B�3 6��% �1 >��� �#�� "��7�� �
B:��� �
&:� ��' $
�
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��9���� �-
�8�� �9G ��' ���B�� ��4�� �
�7� ���)754P774 (���% ����� K�& ���� �4��
 ����� ���N3 (���� ��� ��� �
3���� ��' K�&�� A�% ����� �� �.
���� ��-�0��� A�% "��#�

 �
&�-�� $,����� $#� �
������ �
�3���� �
3��#�� L%����� $9. ��� .K���& �� �
� ��1 /'
 K���#�� ���3��&�� A�% R98� ����� ��#� ��7�� (����� �
�3��� ��
�4��� ���
 �#�� ;3��

 ��� $9. ��� "��#� / �7�@. "��7���3.;���
�G�� K��& 1�4� �#�� �?#J� �� ��%)���4��
10	" ("��7�� K��#�� ;. $�9-�� "��3� �3 ��
=& K��& �1)��4��11	" (��7�� K��# $�91."

Q��3�� K�&�� :K�&�� �1 /' K���� �

��
��� ��9�� >��&
 ��
1 ��%� �;�3�3�� �
B:��� $�-

 >=& >=&�. �	7��&� C��� ��-�1 ;��� ��9�8�� ��3��� ��
�4� Q�3 E� f��3 �3= �� �
4
��

;�3�3�� �
�4���3.

*�$���+�� �� ��)*�$���+�� �����(
��4�� �
��3� E����� ��4�� �� ;��B�� >9��� ;. ;�!���8�� K��&� 
�
B& ��#��= ��7? �4�

 (�.��� ;31� �;����
9��� Z�-�� �3 ���� � ��#��= �&�� ��=���� .��-�0� ���&� $�#� "�81
 ����� W�= (��B���3� ?#�� (��� �&� �;9
9���� "����
��� ��-�0�& ��3�4���� �3��� �����

�7
�' ���=1 ;��� ��-�0��� A�% �� �#�� >�0� ��� �)� �#� �B�
 	� �Z�-�� �3.
$���-� �1 $8��� C
4#� �&��=��� �7�
9�8 I�81 ��3��& F���' ?#J� ��-�0��� A�% K��� ��'

3��� �
����
�� ����7��� ;3���� �.
�G �3 �3�B �-�1 �� 6�� ��� $�B��)�.901	(����� �#�
�
���7�� �
%��3��3 �3��� $,��� Z
#9�.

0��1 *�< �����)0��1 *�< �� ��(
$��& �31 �% �� :

"�9��� 	��1 �3 M��= $��& �31)"��7�� 2��B�� ��4�� �� $��� >9��� ;. U�� .(
 	%1 �� ��& �����1 	%1 E4�� �;�J� � ;3���� ;����� 2����� ;. �3��� (����PK���& ��%�
��3�4���� �3���P(�!�1 �BJB ;. .

������ ��#� ��4. K��&�� $��� (!��� ��' 
��= � ���9����� ��8�0��� �����"��3���
��3�4����"K��& �3
&�� ;. $B��
 $��� (!��� ��%� �"��3�4���� �3��� "���8�� ;�!�)�.850	(

�
��B��� ����� �
������ �� �/���� ;. 2#3
� .�����1 I���� �� $��& ;31 $�� �1 �
H
 ������� ;�. ���
1 $3 �
��B�� ������ �� �/������ ����� �4. ��&� / (��9�� ������ ��

�/�7���� �������� .3 ��
. �93�� �� K
N
 (��9�� ������ �� C
�H � ;=�#� �@.��.
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�3��& �� ;��B�� (!��� ;.�)R.134P156 (�1 ��&�
 ��
�3��� �G�� �1 $��& �31 �%�3

 �.J��1 I�� $#�� ��3�G �
H ��# �1 �3�9 ���& �
���% $,���� ��7� $��# ���
  $����� .
��
��!�� "� $&=��� 	?����� �=����� 	?����� ��8��� E��� "����� �
�#��� $,����� ������

 =� ��8�� ����#� 
�=�� �� >�:�
 ��G ��� 
�,�� ;. �������� 	?����� 
� .MJ����.
 �7�#
� �/���� $��& �31 F�8��
 $���� ���7�� .	���� ���& �
���4��� K
�4� �&�
 �,��3

 ��
��# ����� �
������� J&� ��
�
�J�� ��' 2��B�� (!��� �
��3 $�1 E� ;��B��� $��� �
,!��� .
-� $��& ;31 K��&�;�=����3
. �����
� $J8 �� �3���1 ;. �3��� �&�3�� ������ ;. C
�� �� 

(Leonardo Fibonacci) (1170-1240)�
3��& ;. 
�
3& ����G1 $��& ;31 �� �3�G� "��� 
(Liber Abaci)   �.(Practica geometriae) 

�7�
�%:3 ����� ���G1� �BJB�� K��&�� (�!�1 ��B
�# ��8�0� ��� .�
H C�
4#� ��
�
 	� ��1
��,�� Q�N��3 ;-� / ��7? ;��� �������� �1� �)� �#� ;3���� R���.

�
�4��� ��% 	�
)�
��4��10x� 	11	(	7����7��' C������ �
���� �

���
��� �� ������
 A�9�8� ;. ;�!���8�� ��7� Q��� �
���� �
���
���3 :����
�� ��3��� �������� ���
�

�
 ;��� ��
������7
. C3.

$��� ��3��� ��4���� �#
#9 ����1 �
��B��� ����� ������ �� �/������ �J������ �7?�.
$&=�� �� �
�
3�� (��9 ����1 
�� :

1.    ba +
2.   ba +

3. abbaba 2++=+
4. ba −
5.  ba −

$��& �3� ��3�4��� �3��� ;. $��&�� K��& ;. ��
�/ .�1 ������ ��� "��� ;��B�� M������ ��1
 ������� A�% ��' �����
 �
��� �

��
��� Q�3 >�� ��& �
�' C����� $G�� ���)������

 $��& ;3D (��� Z��-�� �3 ���� 	7��� �/������ ����� ;. �4
3��� ��� 	�7-� 	
��� �7. "�
 	
���� ;�%� /� ��:���� A�% $�# �&������ J��& ���� ��# �� $�1 ��1 ��-� ��' K��


 ��� 	�7-�1$�4
 �' �" :��3 ���#� E��� �G� �$
������ �3���� �% K��#�� �.��� $� �'
 K�=�
 �3�3 A�
�-� A��3 ��� Z��� 6�� ����. �G� ���3�4���� �3��� A��� �3��& ;�!���8�� ����

 
G ��� ��
�' �7���� ��43� ��� 	���� $%1 �� �� 	�� �������� $���� $��� K�&�� K�3 �� $�4
 ���
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���
G K%�� �
. �
3� �3��& 6�� ;. E�� �1 ��33#:. �
����� �� �B&1 J�� 6�� ;. E�� A�38
�
�� �
����� K#� ��� C.���� v��".

9:�;
 !�ر�0 ا

;��&�� �% �� :�#�� �3 ��#� �&3�31 �% "1 6����� �8. �7� ;. ���N3 ;. U�� ;��&�� �
>�8 �3 K��H)�1016	.(�1 ��' $
�� (��)� K�H1 �1 /' �(;= "1 ;��&�� �� >��� /

��� ;.�� ;��&��1029 `�&�� �3�� ;8�&�� 	��3 ��
�� 
��-� >�� 2
# �	)��4��� ;�%
 ���N3 ;#���3 .( ��& $�# 
�.����� +���� ;. C��-�� ����� ��3� �@�. �;8�&��� ;��&�� ;�

 F�& ��' �3�� ;��&�� 	�� �
�� C��
 �%��3 Z39:. � ;��&�� �#� ���� �-&��)�
��# ���
@3(
;��&�� $���1 :

����N33 �����G' (��B1 �3�& �7.��� ;��� �3�& E
�� �&� �
��4-� �73�H1 
�
B& �3�& ;��&�� K�&
��%1�:

1.��7�� K��# ;. K��&.

2.����� K��&$�&=��.

. 3�
�9���� ����� K��&.

4."�8-�� K��& )6��� �8. ��' A��%1(
5.E
�3��.

5.K��#�� ;. ;.�&��.

7.��3�4���� �3��� K��# $��.

8.K��#�� ;. �
#��� K��&.

;3�N��� $(����� �% /1 ������� A�% ��' ;���
 ;��
� 6��%�)�.1175	(���% �3��& >�1
 A��� ;."���3��� ;. �%�3"

0P����� �, �� :���N3 �&�� K�N���3 ��� K
3�� ;��
� ;3�N��� ��3� �3 ;#
 �3� �%
 ���3��:3 �H�����3 ���� ���. ��' $4���� �
�� .�3��& ;. ��3
91 ;31 �3� ��� $�4
"���
�

 (�3��� ��43� ;. (�3��� : "��93 ����� �
��
��� 	����� ;. J��. $(����� "1 ��& K��� ��
 �A���� �8D ��' �73 $!
 	�� 	���� �J3 ��' $4��� 	B ���N3 
�� �&�� K�N��� �J3 �� ��91�

��&#�� �� �,
= ��=
 ��
1 A�31 ��&�.

K��& �%� ��
�
�J�� ��' $4� ��7=� K��&3 C#�� ;. ���
# ��-� $(����� `X�1 �4�"$�3
;. ��7���� ��7
�� 	�#.' "��-� �� �
. $�4
 �' :	����3 	B "�3��� 	����3 �3��&��3 ;31 ;��N=�
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;��N�= "����� �� 
�=� �B��B�� ����� $��& ��� 6�� 	�� ��&#1 ��' ��# �%�
��-�� 
������
 �1�G� "�&���� ��#�� ;31 	����� ������ +
=�� ��� ���
!�� y$#� "��7�� K��#�� 	V���3 �,�
#

 ��&�3�� ;31 >���
-�� ��� K��� 	�� ... ;. ��7
��� ��&#1 ;��. L
!��� "��7�� K��#�� ��:.
 K���� ;. 
(��4�� E�G1 / 6�� $J8 ;. ��1� ��� 
�=� E3�1 ;� $�& �
# 6��� ��� �� $G1

Q����� FJ� 
�%�=��.

��73 ;���� �
�4�� �
�7�� �%�3�� �3��& ;. �7=� �1 �&�
 ��& $(����� ����� ���& �4�
 ��%�3�� �
�?�3 �����%� ��73 $(����� K�&
 ������ ;.� C
G� $&=3 �43���� �
%��3�� (���'� 

�:=��" :���7?1� ��7
. :�81 �� ��� ����� �7�#�=� ��
��
��� K�&�� 6�� E
�� ���#
 �4
4#�� �9
#9� ����� !�� �� ��!�� �7
���� �JH1 .K�
��� ;. ��
�G1 ��� �3��1

 &=1 	�?� �
H ��� ;��&�� 2
#3 �3��& $�&=1 ��3 ���# �7
�' �43
 / �7�� 
�� �� ��N��� �� ���
 /� ���&�=1 	��?� ��
N�3 	7�-�1 ��B�#
 	� �' �
���7��� �,��� �!��� ��
�G1 K��& ��& �'

�7��3 �� (��N��/�3".

�7�%1 �&�� 
�
�� K�& $(������ :

1.�3��� ;. �%�3�� 

2.�3��� ;. �%�!��)�%�3�� ;. ��&��(
3.� ;. �����K
&����� $
�#�� 

4.K��#�� ;. "����� !����� ����� 

5.K��#�� 	�� ;. 
�93��� 

6.���
���� 	%���� K��# ;. ;.�&�� 

7.�7��7�� F��8��/ ����8��� �%����� �#��� ;. �3����.

�ن ه<= ا
>�ر�0<A! 

;. ������� A�% $���1 $B��� :

1.1 2
# ��#�� ���
#� ��-
��� �

N�� 	
����1 "1 �
����� ��� E��� ���� �#39 .

2.��4��� (�
=:& ���#�� ���
B& ����� 

3.�4. �7����� $������3 ���#�� ���
B& �3��&3 Z��� $���� 
�� $�� ��7?.

$�B� :3� $�� $�� /' K�& $�� 2���� 7����� �� .

;�
 ��& $��� ;. �7��
:
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��� ��� $�� K�& $�� $�� K�& $�� 
7 2 0 0 /'1 3

��
��
��� ;. !
����� ��7?� ����� 
��8�� A�% �3����.

4.���G� K��� E��� W�� �� ���#�� ���
B&� �
3��#�� ��
����� 	�7-� E
���.

5.$�&��3 2�B� ���
 "��� "����� 2�B��� ��7?� ���
B& �
���� ����#� 6��%.

���+�� ��� �����)
.1131�(
3�� E� !��� ;. 
�/� ?�#J� �;���&��� $��& ;31 ����� �
��
� �73 	�G ;��� 2�#

 �BJB "���� �1 �3&1 ������ �� �/���� $# ;. $B��
 �
�� ����� 	���� .��
�� �1 ��&�

�������� $#� ������ ������ �����#� ;. ;��%���� $=. ��' ������ ��% 
�/� xx c 23 =+2
# 

c�� ����� �3&1�-9�� .����4��� ��� E3���� $&=�� �
�3��� ������� �� ����� �������� A�%�
 �
,!� ��' ������ 
�& ���43 �7
. ���� C���
� ���
�8�� ������/�� 
�&�� K��& �� �
��B��

	���� ��� E� ��7
��# �GJ� �
. I����� $&=3.

#3�� A�% "�0��� 	���� ��' ��8 2#3�� E.�
� $=-�� ��%� ��� ���� $�# ��' 2�
 �3����� �J������ ��� ��3���� ������� �B��B�� ������ �� �/���� .�3B� $4��� $&=3� ��&%�

 K���� $�# ���� 
�# / ��� $& 	B
7�� �3�� "�J
��� �=���� ��4�� �� �!�8�� �-�� �31
 �&�� E�� �3
�4� 
��-�� �-� ;.� ��
���8� E��4� $�-3 6��� ;��%���� ������� $�#� ;%�

�B��B�� ������ �� ������ ��' ��1 
�
�� �
���% ��:��.

* 	B
7�� �3� �% �� 

�3�.�� ��� 
�
3���� 
���#�� (���� �7=� �#1 	B
7�� �3 ��#�� ;�� �31 .�G��� �-� ;.� ��1 V/'

 ��� 	7� R98 �� $& �� 	H��� ��� ��.���� �
H 	7����1� 	7��
# $?� �
��� 6,��1 �#1
������>
��� ������ ��(�4�� ��-�0�� �/�4� �� ��4�� ��% .

�7�� �&�� K�3�1 
�� ��' 6�� E��
 :

P�
�-�� 	����� ��% �.��� �
!�3 �7
�� �B� ��' Z��� ;��� 
�
�� C,�B� �� �
����� ������� R4�
�
����� A�9� �
&
���
�� $���� �
�43� �����1 �&�� "���� ���� ��.
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.�:3 	���%/� ;��� R�98�� ��� ��� ��
�93��3 	B (�
!
-��3 �4������ �
����� 	B
7�� �3� ��=
 ���=��1 ��
43 K���# ��� ���
#1 6�� ��&� 	����� ;8�0� 	���%�3 ���G ��� �
?# .A��%
�
����� �������%�� ���
# ;. �G���� ���&�� �N��3 �
�%:3 	B
7�� �3� �%�?# ;��� ��=���.

1� 	B
7�� �3� 
�
# ���=� :��� 	B
7�� �3� ��� �4�965 ���# ;. ;.��� 	1040 U�� �4. 6��� 	
�=� "��#�� ��4�� �� $��� >9���� �=���� ��4�� �� ;��B�� >9��� $J8 .A��% ���& �4�

 ���%�!�� ����� ��� �%���� ��� �
����� 
������ ��� �
�J� � ������ 
��
�3 !
��� 
��-��
�%��9�G�.

	B
7�� �3� 
�93�� ;. :E
���� ;��3��� �-
�8�� 	&# ��3� C����� ;. 	B
7�� �3� ��� $�-��3)946 
P973 .( K��& ;. ��3
91 ;3� �3� 6�� ;. CG�
�"(�3��� ��43� ;. (��3�� ��
�" "��91 ��

 
�93�� �� ." M����� "��� ����� ��� ��4%���� ����-�� ���,�� �� �,
= ��3 	��� / ���1 V/'
�
. ��3
9� ;3� �3� �
3�� K�# �7
#���� �
�93�� ;. ���
# �� $��� (!��� ��G ��� I�� 
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E����� ��4�� .����7=�����8 �3� .

Z��� �3/ $��&�� K��&��� "���%!�� ����� ���B K��& ��' ��-�0��� A�% �� �
=� �1 ���&�
�
 ��9#�� ����� ����9 ;. $��&�� K��& ;. �B)� Q�3 ��7� ����� ���1 �
H ����4-� ��3��& ��%�

;����N�� �
�&! �3� W�= ;..

�% K
�G �G� ��' /�7�� ��& "��� $��� ��9���. 	������ >
�9�� ;. ����� �� 
��3� 
���4�� ;�. ��3� ;. U��� �/��� 
�� ;. >�1 ;��
� �C
=� �3� ��#�� ;3� �
��
���

13	.�3��� �7
. ��3 ;�J� � K�N�� ;��
��� F��� � ��� MJ� � E��� �%�.

�����3� �
.�� ������3 ��3 ?#� 	� ����G1 Q�3 �&� ��7=� �7. ;��B�� ��9��� ��1 $N��� 	� ;
J
�G /' .��
3���� 	������ >
�9��3 C������� 	�4�� �9�8� ����8 �3� ���4�3 ���� C���
�

 �3 �
����� 	����� �9�8�� 
�4-�� ����
� �7-9��"�3��� 	��".

*�A�N� 5�D � ����%�� 5�1�� ���	� 
B
�# $J8 >
�
 �3��� ;. A�9�8�� ;�!���8�� ��' ����8 �3� ��=1 �1 ��3 �31 K��& �� �

�:3 $��&«K��& $�%1 ��� ��
B& �#�=� ��
. �������� K�&�� ��#1 �� ���� $,��� ;.
 �=�4�� K��& ���#��= ��#1 ��� �����:. ������ »�����8 �3� �
�' �
=
 "��� ;��
��� �'

 ��3� ��
��3 ;. U�� �
3& ;����1 ����:& I�81 �
3�N� ���4� "��� ;��4�� 	��4�� �31 �% ��% 
��4-� >��� �3��&� Q,��-��� �3��� �73 �X��� ��=� 2��B�� ��4�� ;..
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;����� I������ ��� $
����� A�#�� ;-&
 �A(��B >��� "��� $��& ;31 K��&� ;=�4�� W�= ��
 �=� ;��B�� ��4�� ;. K�N��� ;.� ������ ;. �3��� �
��� �
�' $9� "��� .������ "����

 Q�3� ��4�� ��% ��3 ��
.����� �
��3� U&���& �
�
# �B&�� �
����� !&����� ;. �G���.

�������� ��: ��%�� *J �$�%�9� 

��7=��� �=�� ;��B�� ��4�� �8��1 ;. �
���
�� �3� �73�& ;��� �
��
��� 
!����� A�% ��?

 �� F���@& ������ ;. "�3��� F��� � �� ��!�� �� ��
�� 
��-� 6��� 
�
#��� �
����� �� $4�
 �J������� K��#�� .K��N�� ;�. ��3��� ;4
4#�� I������ ;% C#3 ��
� 
!����� A�%�

 �����= � 
��B& ���-
 �� ��%� 
������� �3���� 
�&�� ;% $3 C�=�� ;. ��#� ;�J� �
 "!��H ��3� ������ ;. (�
�&! �3�3 M������ $�# ��3�& �
��� �

��
��� ��� �7� �
,!���

 ;. ;���&��� ��-�G �3�& ���.@3 ����& �7��#�=
 ���8D ���
3 �9� ;. "����� �3� K�N���
 C�=�� ;. �
�8D� ;G������ 	,�7�� �3�� ;�
������ �3�� �K�N��� ;. "��9�4��� .K���& ���

 �8D" :��3N�� 	���� $���� ;. ��&.�� Z
4�� "!
����� �
��3 ��7?� �3���� K��#�� ��� $�=

;��
���.

�8� K��&��3 �3/ ��3�4���� �3��� ��9 

/ ����@. ���3 �3 ��#� �3 ��� �3 ��#� v� �3� �31 �% "��� >�0��� $��&�� 	�/� (��B���3
 ��� $3G ��% �3��& >�9 ���& I�� ��� �8D �,
� >���1343	.;��� ����8��� +�� +
���

�3��& �� ��
�' ��9�.

��3�4���� �3��� ;. ����4���� $�9�� K��&(��3�� �3/ 
���#��� ����� �
��3�� ;. U&��� ;. �3�& K��&�� ��% �1 ��
�� 
�.����� ����7=�� K�# ��3


 (��3�� �3/ ;����� F��� � .$����1 A��7�� ��� K���#�� E.�� K��#�� $���1 R
8�� ���
K��#��.

�2� Q��3�� ����� �!� ����%�� K��2�� 
�
#�=�� �@. ��
��#�� ���.��� K�# �
�����
�� 
!����� ��98
 ��
�' J9� �
���� �
�
#���

 �-�G �3� ����� .�� �
,=���� �-#� "��9�4�� ����� �
���
�� �3� ��! W�= ;. �
&����� j��3�
�
���
�� �3� 
!���1.

;�����4�� K��& (��B���3 �=� ���8��� �=� E3���� �
��4�� �
3��#�� K�&�� ;. �3���"�-�=�
 B ;. K����� �� 
��3� ;% ��
�' ��9� ;��� �
3�N��� K��#�� K�& $&. K��#�� $���1 ��N

(��3�� �3/ K��#�� $���1 R
8�� W��=.
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�&�� :;�
���4�� �-�G �3/ K��#�� $���1 A��� �� K�4��� �#)�.1407	.(
;����N�� (�
�&! �3/ K��#�� $���1 A��� �� K��#�� E.� ��3 K�4��� �#)�.1408	.(

;������ ���
% �3/ R
8���� W�= ;. R
#����)�.1413	.(

������� O�, ���	� 

P�
,�7� ����7�� �� �3��� $J4���.

P�1 �= �3 Y=�� ��' !��
. � !���� 
�� $��� �7?� 2
# ��
��
��� ;. !
����� ��7? ..
�& K K�&��� �� �3 $�����…….�� ������ �� 
�������.

$�B� :10$���1 �5$��
 ����� �� 3����� .

;�
 ��& �7� !��
� :10��5��3�2 
P;%� !����� $������3 6��� ����� ������ �� ������ ;. ;��B >��& �-9�� ��7?

$&=�� ��.

8�2 :7��0(8x-7=0) 

�.;��>�� 
�!����� ���� *J)
�!����� /�&���.��C ��(
��:����� �7� M��9�� $������ �B&
 ;��� $�&=�� E
�4� $����� ��% ;. (�.��� �31 �&�

 �� E
�� �@. ��7
�' E��
 �
���G �7� $���� �7�� K&��
 ��� �7-
�:�� ���3���� ���G �%� ��7��

 � ��N�� 	7� E4
 6�� $��� ��7
�� $��
 $�91 J3 K�3�� ��% ;. M��9�� ������
 ���
. ��
B&�
K�3�� ��% �� ���
 ��
. ���� $7�
 �3��� ��� ���� �3� ��'� ����3��
� �����4
.

0� أ!Fــ
1.$& $�� �
�
���� ��3&� ��
-��8� �
�3�� �� >�0� �%�� ���� ;��� ���3���� ���& ��.

 3 ��7�� �#�� $& ����G� ��
�3���� �N91 $B� ����� �
�3���� �3&1 E�� $B� ��7�� �
-9�
 ��%���G� ��
�3����� ;���� �

���� �
���3 ��
����� ��B�B� E3�1 ��� �
9
. ��4�� ���

 K������ E3���� E��� ���� .������� ;�. ��3�� �73&��. �E3�� ��� ���3���� �� ��� �43
�
���3���� �� $���� �#�� E3�� ��� $9#
. �
�� ��B�B��� MJ�1 K&���.

H�� 0�3� :1 ����1 ��' 
�#�� ��3�� ���G��� MJ��� ��
����� ��3�� �=� �BJB �� $��� �
���B� ����� ��3�1 �8��� �BJB ����� ���� ��%�#1 �
�3�� �� �-�0� ;%�.
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��� �� �#�� $& �
�
���� ��&
. ���B� �8��� �BJB ��7�J�1 �#1 �
�
���� �
�3�� ��3&�
 �
9
. ��7
��G ��� ��%����G 	B ����3�� ���BJB 	7��� 2��B� $�& $�� ��B�B� E3�1 ���

 �=� �BJB ��� A��G� ����B� ����� .�#�� ���3���� �� �43
� $9-�� �
��9�� A�% ��� �
�E�3���� K���� ��' �7�� $���� K����� ��&
. ���3���� �
�' ��-�1� ����� ;. A����� ��@.

�BJB ��� �%� 2�B��� ��G �7�� K��� $& ��3�� �7�� ��9 �7���9 A�%� �=� :

2.� W � � ��% � � �� K 1 ���3�� ;%� ��
����� ���3�� 2JB �� $��� �1 ����1 ��'
��3�� $ 6 � �.

MJ�1 ��' ��%�4�
� � �% � �� 1 �8 ��G ��� �
-9� �
-9�3 ���3���� �� �
�3�� ����G
E3���� .K ���83 ��B�B��� �� ��,�4�� �
��!�� �
3 ���9� 	B ;�. 2�#� K � � � � � � � �� 

�
3&�� 2�B��� �� $9-�� "��� 2�B��� ���� �
N9 2�B� 2�B��� MJ�1 �� K��� $& .��9�.
 ��� �����3�4���� ���
��!��� ���,�G >9� W �
��! �� � W � 	 2�B�� ���� 	 �� K 2�B�

 MJ��� ;G�3 ��9. � � E��� ���� �� K E����� ���
����� 	 ��� �
B�B��� �
���� 2�B��� 
2�B��� ���� 2�B���� �MJ��� ;G�3� .W � 	 2�B� E��� ;. E��� 	 �� K 2�B� �81 ��@.

���3�� 2JB �� 	������ E3���� E�� � K �8 ��9 .����9 A�%�:
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3.E����� ��% ;. �
3� �1 ;N3�
 �E3�� �� �%��� >�0� �
H ���3��3 �#�� E3�� ���G ;.
 �� ���G �
�3��3 �#�� E3 :�	���� ���� ���4� �
�3���� �#1 ��&
 �1 K�
� ��
N9� �
3&

 $�4
. ��:���� A�% �� $:�
 ���'� ��
�3��3 
�
B& ���.� 	�4
 �1 l�9 ������ �&
 	� ��� ��@.
��3�� ;G�3�� �� $���� ��&� ��& A���4� ��
N9 ��3�� �
3& E3�� �� $9-� >
&.

�� ��� ���� ��& ��@. ���� ��& ��� ��@. $����� �� A����G ��
. ���� �&�� �1 K�
. ���&� 
�% E3�� $B� �
N9 E3��� � �� K 1 E3�� $B� �
3& E3�� .��� $9�-� >�
& ��� $
G�

*��3�� ;G�3�� �� $���� �7
�N91 $B� �
3&�� E3���� 
$�B��� ��% ;. A���&� J� ��� ����� .1 E3�� �� $9-� �1 ����1 ��1 �%� E3�� $B� � �� K

��3�� ;G�3�� �� $���� �% .
�,�� >9� � �� K 1 E3�� MJ�1 �� E�� $& ��� �����
 �,����� >�9�1 ��� ���J� E3�� E�� ��33� �!&�� � �� K 1 �
��! �� ��4� $& ������

 " � W � � W � � � " K � W � 1 ���8 ���9�� � " � W ���J� $B� .��� $9#
.
�� ;. E3�� E3���� E��� ���� �7�� �#�� $& � 1 � " K � � W � W � ���8� �E3���� �

�N9�� .�
N9 E3��� ��B�B� E3�1 ��� $9#
. .J
���� �7�� �
B�B� $& �� ����� .������
 ��&
. E3���� $�� ��� ���� �� $9-
 �� �8�� �� ����G� ��%��#' ��' ����� ;. E3����

�
�3���� �N91 6�� .G ��� �
3&�� E3���� $9#
. E3����� �8�� $
������ ��� >��
 ��� E�
 �7���9 A�%�:

����-.�� 
�-,����� ���%� 
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$�9�� K��& �� ��
�
3�� �
�8��� C4#� R� �� 
��8:� ���% �������� ���%�3��� .
;���:��� $4��� ;% ����� �8����–������� ��' ����� ���4��� �� P�3 >��
 �3 F��#�� 

	G� ����8��� �� �"!
�
��� W�= E� ���399/1 ��
/ �3�&� ;. (Leiden) ������73 
"����� ��
�G/ $�9�� K��& �
��� ;% �
��B�� �8����� )�.431/1039(����8��� �� �

	G�4871 	G� ����8���� ��
���3 �
�%�?�� �3�&� ;. 3142��7��3 ��31��
# ;. 31 .
$������3 �$�9�� K��& ;. 
������� ���%�3��� Q�3 ��3B' $��#� �(!��� ��% ;.�

 ��(�=� � �����3 �
���% �4
��3 ��
�G� �7�3B1 ;���� �3��� .
��-�3�� �������32 

���!� 
��,�4�� A�
��! I�#@3 ���
#��� ���8�� �3 �
#
 ��@. �
��!�� 	,�G �MJ��� "!���� Z�� $& .

,�����F��9� �- 
���� ���8�� �3 �
#
 "��� Z���� �@. ����& 	& �	��G:3 ��%�#1 	�4
 ��
�
4��� �
�8 $& 
	��4��� �8)� �8�� 	��G1 �� �#�� $&� �	�4
 	� "��� �8�� �73 �
#
 ;��� W����� ������.

R��3� 
���4�� �&��[ ]AB�E�F���4�� �� �
��4� [ ]AD�@. 

FDABEFABCEABCDAB .... ++=.
��,���� 

$
������ Z�� 	
4�ABCD $&=�� ;. ��& 1.

$&=��1

31 R �C3���� E����� ��
3�� �
1 ;. ��
�G� ����%� ���
�� 	
�� ��#1.24.
32 R �C3���� E����� .203.
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E��pED =,qFE =,dAF =,bAB =,aAD =�EDFEAFAD ++=���&
.:

EDABFEABAFAB
pbqbdb

pqdb
abADAB

...
...
)(

..

++=
++=

++=
=

��� ;��#�� �
3����3 $9#� ���� �-93� :∑ ∑
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i
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��-�3�� �-,����� 
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#
 ;��� W����� ������ ���� ���& �8�� E3�� �@. ����& 	& 	��G:3 	�4
 	
4��� �8 $&

����G1 �� �#�� $& E� ���& �8�� �73.
R��3� :���& ��'E4� ���4�� �� ��[ ]AB �@. 

BEABAEABAB ..² +=.
��,���� 

$
������ Z�� 	
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�3��3�� �-,����� 
���� �
��4�� �#1� ���& �8�� �3 �
#
 "��� Z���� �@. ����& �
��G "1 ��
��43 	�4
 �8 $&

 Z����	�4�� 6�� E3�� E� �8�� ���G �3 �
#
 "���.
R��3� 

���& ��'E���4�� �� ��4� [ ]AB �@. 
2.. BCABAEBCAB +=.

��,���� 
���4�� ��� 	
4�[ ]EB $
������ ���� �E3�� ABCD $&=�� ;. ��&3.

$&=�� 3

E��bEB =,aAE =��&
. �:

².
².

).(.

BCEBAE
bba

bbaBCAB

+=
+=

+=

�!����� �-,����� 
��
��G ;�3��� ���� ���& �8�� E3�� �@. ���G� >
& ���G ��
��43 	�G �8 $& 

�8�� ���G �3 �
#
 "��� Z���� >�� E�.
R��3� 

���& ��' E�� ��4� ���4�� [ ]AB �@. 
².2²² EBEBAEAEAB ++=.

��,���� 
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C
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E
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E3���� Z�� 	
4�ABCD $&=�� ;. ��& �4.

$&=��4

E��bEBaAE == ,.
;���7�� �
�-���:

��
��:EBGH�� E3�� Z�� :
ADAB =2�B���. ABD���� �
G���� "�����BDADBA ˆˆ =.
��
�� :( ) ( )EFAD // �( )BD� ������� ��%�3��� K�#. ���7� E��G ���4��� �� ���=���

�����33�@. �:BHEBDA ˆˆ =.
����BHEDBA ˆˆ =2�B��� ��' BEH�
��� �
G���� "�����EHEB =.

�1 ��3�EBGH� MJ��� "!���� EHEB =�@. EBGH ���� $�� E3�� b.
�@. �4
���� �-�3� :IHFD���� $�� E3�� a.

��
�� �:HGCFAEHI ,���4��� �� ���3���� �B��B�� ��%�3��� K�# �

����� �
�
���� 
�����34 . ��7�� $& �#���.ab . 
��
�� :

33 ���=���� E����� $&=�� ������ ���4��� :����
��!�� �@�. ��

!����� �
��8 ��� 	
4��� �8 F�81 ��'
 �4� ;��� ��8����� ����8�� ���
��!��� ����
����� ������3���� �
�7��� "1 ;. �����8���� ���
��!��� ����
����� �7�3

 E������ ���
3�� ��
1 ;. ��
�G� ����% ����
�� ��#1 ��
��,�G �
�
��! M���� $��
 ��7����� �@. �����&
R �C3����.142.
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R��3� 
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E3���� Z�� 	
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�B��� 	�� ;. ��������� ���1 ��7? ��& ��9���� ;�. A��%�!�� 6�-�� 	�� ����� ��
�� ��B
����
��� �9�� �
�.���� "��� �J3 ;. ��
�4��.

��' 
�,���� 	�G �� $�1 �3���3 �% �� ���#�� ���G� ��# >��
 	�360 �� 	%��� � ���� 
���4�� A�% K3� >��
 	� 6�� .

��� �

����
�� �

&�-�� $���1 ��� ���7�� (������ ����� ���������� �J
���� ������ ����4��
	73 �9�8�� ��!��� � Q�3 ��' $9����.

��� (�!�1 $B�� ;��� ���G� ��3�4��� �
�,���� ;. ������ $���� $���� E��3 ��
����
�� 	�4.
360
�,���� �
#� �� ���� .

�%��G >9� 
�,�� ���81 ��� �6�� ;��
1}���4�� $3�4��� ����� $�� �@. AB�%>��� �
�1 "1 ��4�� ��7� ��3�4��� �
!&���� �
��!�� >9�:

Sin(a/2) = (AC/AM) = AC = (½)AB 
AB = 2sin(a/2) 

�
��!�� K�
�3 ���G�� ����1 $��3��� �% ��B�B��� 	�� ;. "��% !���' !�3��.
K
��� $3�4�� 	����� K
�� K
��� ��.��
 ���7�� (���� ��&�.

��7�� ��& K
��� ����
 �)�-
� �%��1 (��' WJ�9/� ��% ���9�8� 	B ����� >9� "1)�-
� (
.�����
 ���7�� ��&. 	����� K
� ��1"�-
�
��& ";G�3�� "1) .��' ������� K
� �190����� .(
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�
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Resiolui��=� ���8�� ��4�� ;. WJ�9/� ��% $�3���"Sinus Complement"  "����
 ��' ��3 ��
. �9�8�"Cosinus"  ��' 	B"Cosin"  ���N��� ;. ���#�� �G��� ;. ��������� 

�
3����.
����!�� ���	
�� *J 
�3 3��� 

�
3���� ��
��
��� ;. �G���� ���&� ��B�B��� 	�� $�#� .$9� �4�# ��& �' ��
���
��� �
�3
 E��� �
.��N���� 6�-�� $B� �9��� 6�� ;. �9�8 �
�%1 �7� ��& ;��� I�8�� 	����� Q�3�

 �
��=�� ������� $��� 	
�4��� .���� >X�����3 ��B�B��� 	�� ;. 	7B�#3 K���� (������ 1��3��
$����� ��% ;. �

����
��� ���7�� (���� ��!���'.

	�� ;���# ;-. 773 � 	�G 	K���&�� �����3 "��!-�� 	
%��3' �3 ��#� v� �3��31 ;&�-�� 	����
 "��7��"��%��� "�
3���� ��' ���7�� ��� �
&�-��� �
B�B��� ��������� ������� .E����� ��4�� ;.�

 K��&� ���
��3� ;������ K��& ����� ��� "�J
���"���&�� "��
3���� ���' ��J���� .
������ K�&�� A�% �#391�	7B�#3 K���� (������ �
�� ;�3 "��� ;����� .

;�!���8�� ���� �3 ��#� 	�G)�850	(��
3���� ��N���3 ����� �
&�-�� K�&�� �#1 >
�:�3
 �
����
��� �
��7�� ��-�0��� ��' ����� �3 .K��
��� ��
3���� $������ $�1 K��&�� ��% ����
�

$J?��� .�
3���� ����9 ;. ���9
 	� ��&�� ��4�� ;. ;B�3�� �J
�� ����� �
�
�J��3 ���9� $3 
"�J
��� �=� ;��B��.

"�9��� �#1 ��� �.���� ��& 	����� $?��� $?�� 	�7-� �1 �
�
4
 
��93 �
&:��� ���&�
 �&��
 ��� ��3��H "��� "!����� v� �3� �3 ��#1 �%� ���N3 ;. ��&#�� �
3 ;. ��
�!� ;�!���8��

 �#�� U3#��3 ���
 K�);.��874	.(����8& ��
��3�� ;. 	����� $?� $?�� 	�7-� �7?
 	�
��=�� M�-��� �
��! �
�#�3 �9�8�� �
&�-�� 2�#3�� ;. 	�7-��� ��% �7? $3 �,�����3 ��3���.

E������ ���4�� ;�. ���N3 ;. K���� (������ 	% �
��!�� 	����� $?� $? $8�1 �� $�1 ��&%�
 ��-3 6�� ��3� "�J
��� �
&�-�� �������� C��� �� 	����� $?� $?�� ;��7-� $������ F�8 �


 K�
��� ;���7-�3 �
�
���� �
��7-��� �
�% �GJ� K���� (������ 6���'� ��
��=�� ��������
�
��!�� 	,�G 2�B��� ��' 	
%�-��� A�% E
�� M���@3 	����� K
��.

���� A��3���3 ��B�B��� 	�� (�=� �� $�4�� ���&�
� �' 	J� � ;. 
��-�� 6�� ;. 1�3 ����3 J4��� 
��3��� �G�-�� ������� �� ������ �� 
��3� ��& $����� ��% ;. 6�� $3G >�� �� $& �1

6�-�� 	��3 �4
B� ���3���.



&������ �� !��� ������� '�������������	�
��
��
��(LMD) 

110

MJ�1 �����3 �
&�-�� 	7��-�0�3 	���%/� ;. K��#��� ;�!���8�� ��3 K���� (������ ����� 	B
 !�� 	,�G 2�B���2�B��� ��% �
��!3 �7�GJ�� �
�� .;����3�� ��
 ���� ������� A�% ������)�

929	(�����3 �3��& E�� "���";������ WJ9' "�
����� ��GJ��� �
. ���1:
;. J
9-� �B&1� E��1 $&=3 ��B�B��� 	�� j��3� ���� 	�"$��=�� K��&�� "��31 ��-�1 "���

 ;���!�3�� �.���)�997	.(% ;.� 
��#�� ��4
��3 �
B�B��� 	
4�� E
�� >
���3 	�G K��&�� ��
 �%��G >9� 
�,�� �����31.

������ 
1.P�� !�� P:V, �� 01 ���>� �� 
��	����� *J 5��1 ���-� &�< :�;=�&�� ��
���
�� �3�

�;�
���4�� �4�G �3� 
7�� �3� ���3�� �3� �	��� �3� �;����N�� �
�&! �3� �;�����4�� 	B)K��&
$�34� �
H �?�����.(

2.*�$���+�� F��� �� ��
� �� F � � ������� ��%�� � � �.@)
.850 (*J ���D� *J
 ��� �� ���;��813� �833�:

1.��3�4���� �3��� >��);#
��� $�B� K��
 (�/������� ��,���� �3��� ����1 �&� E�
 $������ ��� ;�!���8�� ��� ���� ��& �3��� ����!�����.

2.�
���� ���� >�=�&� ;. ;�!���8�� �%����1 �G ��&
 ;��� ���9��� �&�1 )����� K��

 �#��� ��B�1 (���' E� ��
B:� 6��% ��& �' ;�3�3��� "�9��� �;����
�� �"��7�� �
B:���


�9�8��.(
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