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Chapitre 3

Automate a etats finis

3.1 Introduction aux automates a états finis

Nous avons vu au premier chapitre quelques notions des langages reguliers. Les automates que nous
allons introduire ici sont des machines permettant de reconna’itre exactement ces langages. De fagon
genérale, un automate est une machine qui a des entrées et des sorties discretes et qui réagit a une
modification de ses entrées en changeant ses sorties. Formellement un automate fini peut étre défini de
la fagon suivante :

3.1.1 Définition formelle

Un automate fini deterministe (AFD) A est un quintuplet A = (Q, X, 4,00, Qm) ouU :
-Q est I’ensemble fini des états.
-X est un ensemble fini de symboles d’entrée (ensemble des évenements), appele

alphabet d’entrée.

-0 est la fonction de transition d’etats de Q xX — Q qui associe un état
d’arrivée g,a un état de depart gi et a un symbole d’entrée oj : d(0i,55) = Uk.
-0o € Q est I’&tat initial.

-Qm € Q est I’ensemble des &tats marqués (états finaux).

3.1.2  Représentation graphique

Un automate a etats finis peut &tre decrit par son graphe de transition d’etats. Dans ce graphe :
-Les états sont symbolisés par des cercles : I’&tat initial est figuré par un cercle avec une fleche
entrante et les états finaux sont indiqués par des doubles cercles.
-La fonction de transition d’gtats est représentée par des arcs orientés associés aux
evéenements de X.

Exemple 1. La figure (1) représente le graphe de transition d etats d’un automate fini
déeterministe A.
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FIGURE 1 - Graphe de transition d’etats d’un automate fini

Nous pouvons identifier Q = 142,3,3=ab{ }etOQn=1§,=1
La fonction de transition d &tat ¢ est définie par :

o(1,a)=1
o(1,b) =2
0(2,a) = 1
0(2,b)=3
5(3,b)=2

0(1,b) = 2 est figurée par un arc orienté de | etat 1 a | &tat 2 et étiquete par le symbole b.
On remarque aussi que dans le cas de ce modele, la fonction de transition detat est partielle,

car elle n’est pas définie pour tout élement de produit cartesien Q X . Par exempled(3, a) = .
On peut représenter la fonction de transition ¢ par le tableau suivant :
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9(9,8) | 9(9,b)
1] 1 2
2| 1 3
3] 0 2

Aussi, on peut présenter un AFD par un tableau comme suit :

d’(q,a) | d’(g,b)

1 1 2

2 1 3
3 i 2

La fleche entrante et les fleches sortantes désignent respectivement | &tat initial et les &tats finaux.

Remarque : Il faut bien noter qu’on ne peut pas avoir dans un AFD deux ou plusieurs transitions
avec la meéme étiquette en sortie d’un état.

2.1 Langage d’un automate a états finis déterministe

2.1.1 Langage généré

Soit A=(Q, X, d, go, Qm), un langage généré par I’automate a &tats finis A est constitué de 1’ensemble
de tous les mots s genérés tels que la transition d(qo, S) est définie. Il est noté L(A) :

L(A) = {s€X" |0(qo,s) est definie}

En d’autres termes un mot s € L(A) < il existe une séquence de transition étiquetée par s et
commengant en go.

2.1.2 Langage accepté (marque)

Soit A = (Q, X, d, qo, Qm), un langage accepté par I’automate a états finis A est constitué de
I’ensemble des mots s générés, provoquant une évolution de I’etat initial a un état marqué (final).

Lm(A) = {s € Z* |6(qo, 5) € Qm}
Remarque : Le langage Lm(A) S L(A) puisque Qm € Q.

Exemple 2. Si on poursuit [’exemple précédent, ['automate A de la figure (2.1) accepte le mot abbb
car on a, partant de | etat initial, le parcours suivant :

o(1, abbb) =2 € Qm
Par contre, abb n’est pas accepte par A car :

d(1,abb) = 3 EQm
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3.2 Propriéteés

3.2.1  Accessibilite

Un etat g € Q est dit accessible(ou realisable) s’il existe une chaine s € X' telle que g = d(q,
s), c’est-a-dire que ’automate peut y accéder depuis I’etat initial. Par extension, I’automate A est
accessible si tout etat q € Q est accessible.

3.2.2 Co-accessibilité

Unétatq € Q est, dit co-accessible (ou co-realisable) s’il existe une chaine s € X telle que d(q,s) €
Qm, c’est-a-dire qu’a partir de cet etat I’automate peut atteindre un état marqué. Par extension,
I’automate A est co-accessible si tout état q € Q est co-accessible.

Exemple 3. Soient les deux automates A, B :
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FIGURE 3 - A accessible et co-accessible, B non accessible et non co-accessible

Dans ['automate A tous les états sont accessibles et co-accessibles. C’est pourquoi cet automate
et accessible et co-accessible.

Dans [’automate B, les états (Xi,X2,Xs,Xs,Xs,Xf) Sont des états accessibles mais X4 n’est pas accessible.
Aussi, tous les états de /’automate B sont co-accessibles sauf x3 qui n’est pas co-accessible. Donc,
["automate B est ni accessible, ni co-accessible.

3.2.3  Automate bloquant / non bloquant

Unétat g ¢ Q est dit bloguant s’il est accessible mais pas co-accessible ; Un automate A
est dit non bloquant si tous ses états sont non bloguants.

Exemple 4. Soit ['automate suivant :

\/\/ \/\/ \/ S0
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L automate présente un automate bloquant car les &tats x. et xs sont des états accessibles mais pas
co-accessibles.
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3.24 Automate complet

Un automate A est dit complet si la fonction de transition est définie pour tout élement de Q x X
i.e. pour chaque état q € Q, il part un arc étiqueté par chacune des élements de .

On notera que si A est un automate complet alors L(A) = X+ .

Par exemple, I’automate présenté dans I’exemple précédant, n’est pas complet car la fonc- tion de
transition d(xo,C) n’est pas définie.

Il est toujours possible de compléter un automate si on complete la fonction de transition :
i.e ( rendre o complete) . Cela se fait en ajoutant un nouvel etat q¢ a Q, et toutes les parties de la
fonction de transition qui ne sont pas définies dans 1’automate sont affectés a I’etat qq. Formellement,
on definit la fonction de transition ¢+ telle que :

5(0.6) = T (e si (q,e) est definie
b Qo si d(q,e) n’est pas definie

Exemple 5. L automate dans la figure suivante n est pas complet car par exemple (o, b)
N'est pas definie.

a

‘/b’——\
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Automate non complet

En complétant /’automate non complet, on obtient /’automate suivant :

Automate complet

Remarques :

- Un automate complet A accepte le méme langage de son automate non complet B mais il ne
genere pas que le méme langage (L(A) = ).

— Les propriétés des deux automates sont differents : en particulier, A est certainement
bloguant, vu que le nouvel &tat n’est pas co-accessible.
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3.3 Automate a états finis non déeterministe (AFND)

3.3.1  Deéfinition
Un automate fini déeterministe A est un quintuplet A = (Q, X, A, Qo, Qm) ou :

-Q est ’ensemble fini des états.
-> est un ensemble fini de symboles d’entree (ensemble
des évenements), appelé alphabet d’entree.
-A est la fonction de transition d’etats de QxZu{e¢} — 2° qui associe
un état d’arrivée
Gk, & un état de départ gi et & un symbole d’entrée oj : A(Gi,55) = .
-Qo € Q est I’ensemble des états initiaux.
-Qm S Q est I’ensemble des &tats marqués (etats finaux).

Un automate fini non-déterministe (AFND) peut représenter par deux types :
e Automate fini non-déterministe avec e-transition (AFN-¢) : est un automate tel que
dans un etat donng, il peut y avoir des évenements &tiquetés avec le mot vide ¢.
e Automate fini non-déterministe sans e-transition (AFN) : est un automate tel que dans
un etat donng, il peut y avoir plusieurs événements avec le méme symbole mais
aucun événement etiqueté avec le mot vide e.

Exemple 5. Les deux automates présentes dans la figure suivante sont non deterministe. L automate (a)
est un AFN et (b) est un AFN-¢

ab a

(X

OO @
(a)

FIGURE 2.3 - Automates non déterministes

3.4 Difference entre AFD et AFND :

On réesume la difference entre un AFD et un AFND dans le tableau suivant :

AFD AFND
A = (Ql 2} 5} q01 Qm) A = (Q! E! Al QO, Qm)
Un seul etat initial Un ou plusieurs etats initiaux
Pour chaque lettre et chaque &tat on peut Pour un état et une lettre on peut avoir
avoir une seule transitions sortante. plusieurs transitions sortantes.
Pas de transition vide ¢ On peut avoir des transitions vides ¢
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Remarques : Un AFD est un cas particulier d’un AFND. Donc tout langage reconnu par un
AFD est reconnu par un AFND.

3.5 Langage d’un automate a états finis non déterministe

3.5.1 Langage généré

Soit A= (Q,X,A,Qo,Qm), un langage génére par AFND A est constitué de I’ensemble de tous
les mots s générés tels que la transition A(qo,s) est définie. 1l est note L(A) :

L(A) = {s€X |A(Q,S) est definie}

3.5.2 Langage accepté (marque)

Soit A= (Q,Z, A, Qo, Qm), un langage accepté par AFND A est constitué de I’ensemble des mots
S géeneérés, provoquant une evolution de I’&tat initial a un etat marqué (final).

Lm(A) = {s € Z*|3(qo, 5) € Qm} EL(A)

3.5.3 Propriétées

Toutes les proprietes d’un AFD sont valables pour un AFND. On résume les proprietes d’un
AFND dans la définition suivante :

Un AFND A = (Q, =, A, Qo, Qm) est dit :
-Acqgessible si tout état ¢ Q est accessible.
-Co-accessible si tout état q Q est co-accessible.
-Non bloquant si tous ses états sont non bloguants.

Exemple 6. Dans [’automate suivant,

- Le mot s = ab peut étre généré par deux séquence :
Go——™02——0s3
Qo1 02— Qs

le deux séquences conduisent a | &tat final et donc le mot s = ab est accepteé.
- L’automate présente un AFND accessible, co-accessible. et non blogquant.
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3.6  Transformation d’un AFN-¢ en AFN

I existe un algorithme dit algorithme d’&limination des ¢ qui calcule pour tout automate AFN-¢
A un automate AFN A’ tel que L(A) = L(AY).

Le principe de I’algorithme consiste a remplacer chaque chemin commengant par une
transition ¢ par une nouvelle transition qui décrit ce chemin.

Exemple 7. Soit le AFN-¢ suivant :

— a s £ SR b, ¢ I~ ¢ 7N
0 ——)—0)

Langage reconnu est L = {acbc, acc, abc, ac}.

On ajoute des nouvelles transitions et on supprime des transitions ¢, on obtient /’automate AFN
suivant :

c

o —————
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Langage reconnu est L = {acbc, acc, abc, ac}.

3.7 Equivalence entre AFD et AFND

Un automate fini déterministe est aussi non-deterministe. Donc tout langage reconnu par un
automate fini déterministe est reconnu par un automate fini non-deterministe. Plus surprenant, la
reciproque est aussi vraie.

Avant de donner les méthodes de déterminisation d’un AFND, on doit connaitre la notion de la notion
de e-fermeture.

3.7.1 La notion de e-fermeture

La definition de I’e-fermeture d’un état g, que 1’on note par E(q), et de son extension sont
utiles pour I’glimination des e-transitions.

Etant donné un état q € Q, on définit I’e-fermeture de g par :
E@ ={d'[A®0e =0}

En d’autres termes E(q) est I’ensemble de tous les états dans Q que 1’on pourrait atteindre a partir de
g en effectuant 0, 1 ou plusieurs e-transitions.
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Exemple 8. L ’e-fermeture de chaque état de /’automate suivant :
L
(@)

E(do) = {do, 91,92}
E(q.) = {a1, 92}
E(g2) = {q2}
E({a1, 92}) = E(q1) U E(q2) = {q1, g2} U {02} = {q1, 92}

3.7.2 Déterminisation d’un AFN ( sans e-transition)

Considérons un AFN A = (Q, X, A, 0o, Qm) et construisons un AFD A’ = (Q’, X, A’ g3, Qt,) qui
reconnait exactement le méme langage ( Lm(A) = Lm(A’) et L(A) = L(A).
-I’ensemble d’&vénements X reste le méme avec ¢ / X.

-Q’ est constitué de tous les sous-ensembles de Q.

Par exemple si Q = {qo, 1}, alors Q” = {{ao, {1}, {0 01} }

-Q;, est I’ensemble des sous-ensembles de Q qui contiennent au moins un &élement de
Qm.

- Bant donné un sous ensemble S de Qeta€e X, lafonction A’est definie comme suite :
A,(S’ a) = UqESA(qi a)

On va expliquer les étapes de déterminisation d’un AFN a travers I’exemple suivant.

Exemple 9. Soit AFN suivant :

Q1
l:l l
—- —- ———-

FIGURE 4 - Automate non deterministe simple

Cet automate a trois états {do, 01,02 ¥
— On calcule la fonction de transition pour chague sous ensemble ( on commence par | &tat
initial), on obtient le tableau suivant :
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Q. [A@O [A)
{ao} | {do.az} | {qo}
{90,q1} | {qo.a1} | {do, g2}
{90,92} | {qo.01} | {0}
- On sélectionne [’ensemble des états Q’ de AFD a partir de la premiére colonne du

tableau. Donc Q' = {qo, {00-91}, {q0,92}}
- L etat initial est {qo} et | &tat marqué est {qo,q2}-

Finalement, AFD equivalent de AFN est donné comme suit :

FIGURE 5 - Automate deterministe équivalent

Dans I’exemple précédent, le nombre des états de I’AFN égale a 3, et le nombre des états de
I’AFD eégale aussi 3. En général, on ne peut pas dire a priori lequel des deux automates a le plus
grand nombres d’etats. Le seul resultat général est le suivant :

_Proposition : Soit A un AFN avec ensemble d’états Q. le nombre d’états dans Q’ d’un AFD
A’ gquivalent est donné par :

Q<291

3.7.3 Déterminisation d’un AFN-¢

Considérons un AFN-¢ A = (Q, X, A, qo, Qm) et construisons un AFD A’ = (Q’, %, A’, g3, Qr,) qui
reconnait exactement le méme langage ( Lm(A) = Lm(A’) et L(A) = L(A)).

-I’ensemble d’evénements X reste le méme avec ¢ / X.
-Q’ est constitué de tous les sous-ensembles de Q.

-Qy, est I’ensemble des sous-ensembles de Q qui contiennent au moins

un élement deQm.

-L’etat initial go = E(qo).

Bant donné un sous ensemble S de Qeta€e X, lafonction A’ est définie
comme suite :

A’(S,8) =UA(0),)
ges

Exemple 10. Soit AFN-¢ :

10
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<:::) b

a

L ®&tat initial de /’automate est definie par e-fermeture de | ’etat 0, donc | etat initial de AFD
est:E(0)=0,3, {
La fonction de transition est définie par :

Q" | Aga) | Ag.h)
{0,3} [{1,2,4} ¢
{1,2, 4| {23 |{0 1,3}
{2} 0 {1}
{0, 1, 3}|{1, 2, 4}| {0, 3}
{1y | {2} | 40,3}

Comme [’ensembles des états finaux de AFN-¢ est Qm = {1,2,3,4}, alors [’ensemble des
gtats finaux de AFD est Q}, = {{1}, {2}, p,S }({,1,3 ,}1{2,4 !
AFD equivalent est donne comme suit

o
~E)——
\a




